3 Abstrakcyjne kompleksy symplicjalne.

Uwaga 3.1. Niech J bedzie dowolnym zbiorem indekséw, niech
R’ ={(za)acs| JDars1,€ R}
bedzie produktem kartezjariskim J kopii R, niech
E7={(24)acs € R| 2, =0dlaprawie wszystkich a € J }.

R’ i E’ sy przestrzeniami wektorowymi z dzialaniami zdefiniowanymi ,,po wspotrzednych”. Prze-
strzei £ bedziemy nazywali uogélniona przestrzenia euklidesowa. Jej baza jest zbior {e,|
a € J}, przy czym funkcje €, zdefiniowane sa nastepujaco:

| 1jedli f=aq,
éa(P) ’{ 0jesli B+ a.

W EY wprowadzamy topologie poprzez zdefiniowanie metryki p w nastepujacy sposob:
P((Ta)acs; (Ya)aes) =max {[zq — Yol € T }.

Wszystko to, co zrobiliémy z kompleksami w RN uogélnia sie na kompleksy w E”: kompleksy beda
tu rodzinami n-sympleksow, ktore wszelako moga by¢é nieskoriczone i nie mie¢ gornego ograniczenia
na wymiar.

Definicja 3.2. Abstrakcyjnym kompleksem symplicjalnym nazywamy rodzine niepustych
zbiorow S takq, ze jesli A€ S, to rowniez kazdy niepusty podzbior A nalezy do S.

Element A kompleksu S nazywamy sympleksem, zas jego liczbe elementdw pomniejszong o 1
nazywamy wymiarem sympleksu. Wymiarem kompleksu S nazywamy maksimum wymiaréw
sympleksow sktadajgcych sie na S (lub oo, jezeli takie maksimum nie istnieje). Zbiorem wierz-
chotkow V kompleksu S nazywamy sume mnogoSciowq singletondw w S. Podrodzine rodziny S,
ktora sama jest kompleksem, bedziemy nazywaé podkompleksem.

Dwa kompleksy S i T nazywamy tzomorficznymi, jezeli istnieje bijekcja f pomiedzy zbiorem
wierzchotkéw S i zbiorem wierzchotkéw T taka, ze jesli {ao, a1, ..., an} € S, to woéwczas { f(aop),

fla1), ..., flan)} €T

Jezeli K jest (zwyktym) kompleksem symplicjalnym, zas V zbiorem wierzchotkow jego sympleksow,
to niech K bedzie rodzing takich podzbioréw V, ze {ag, a1, ...,an} € K wtedy i tylko wtedy, gdy {ao,
a1, ...,an} generuje sympleks w K. Rodzine K bedziemy nazywaé schematem wierzchotkowym
K.

Twierdzenie 3.3.

1. Kazdy abstrakcyjny kompleks symplicjalny S jest izomorficzny ze schematem wierzchot-
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kowym pewnego kompleksu symplicjalnego K.

2. Dwa kompleksy symplicjalne sq liniowo izomorficzne wtedy 1 tylko wtedy, gdy ich schematy
wierzchotkowe sq izomorficzne jako abstrakcyjne kompleksy symplicjalne.

Dowo6d. Druga czesé twierdzenia wynika bezosrednio z Lematu 2.25, pozostaje wiec udowodnié¢
pierwsza czesé. Dla ustalonego zbioru indekséw J niech A7 oznacza zbiér wszystkich sympleksow w
E7 generowanych przez skoficzone podzbiory bazy {e.|a € J} przestrzeni E/. A7 jest kompleksem
symplicjalnym: jezeli ¢ i 7 sa dwoma sympleksami w A7, to suma mnogosciowa ich wierzchotkow
jest zbiorem geometrycznie niezaleznym, ktory generuje sympleks w A7, Kompleks A7 bedziemy
nazywacé nieskoriczeniewymiarowym sympleksem.

Ustalmy abstrakcyjny kompleks symplicjalny S ze zbiorem wierzchotkéw V. Niech J bedzie
zbiorem indekséw na tyle duzym, aby istnialo zanurzenie f: V — {en}aes (na przyklad niech
J = V). Zdefiniujmy podkompleks K kompleksu A’ nastepujaco: jesli {ao, a1, ..., a,} jest sym-
pleksem w S, to {f(ao), f(a1), ..., f(an)} jest sympleksem w K. Bezposrednio sprawdzamy,
ze S jest izomorficzny ze schematem wierzchotkowym K. O

Definicja 3.4. Jezeli abstrakcyjny kompleks S jest izomorficzny z kompleksem wierzchotkowym
kompleksu K, to K nazywamy geometrycznag realizacjg S. Geometryczna realizacja jest wyzna-
czona jednoznacznie z doktadnoscia do izomorfizmu.

Przyktad 3.5. Rozwazmy kompleks symplicjalny K homeomorficzny z cylindrem S' x I, gdzie
I=]0,1]. Mozemy go zobrazowaé nastepujaco:

a

K jest rodzing zlozona z 6 symplekséw i ich $cian. Alternatywnie mozemy ten sam kompleks
zobrazowaé w ponizszy sposob:
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Na powyzsza wizualizacje sktadaja sie dwie rzeczy: kompleks L, ktorego podlegty przestrzenia jest
prostokat oraz ustalone etykietowanie wierzchotkow L (zauwazmy, ze niektore wierzchotki maja
taka sama etykiete). Bedziemy rozwazaé ten diagram jako skrocong forme opisu abstrakcyjnego
kompleksu S, ktorego zbior wierzchotkow sktada sie z elementéow a, b, c,d, e, f 1 ktorego sympleksy
zdefiniowane sa przez zbiory {a, f, d}, {a, b, d}, {b, ¢, d}, {c, d, e}, {a, ¢, e}, {a, e, f}
wraz z ich niepustymi podzbiorami. Jest jasne, ze kompleks S jest izomorficzny ze schematem
wierzchotkowym K, a wiec (z dokladnoscia do linowego izomorfizmu) okresla ten sam kompleks.
Innymi stowy, kompleks K jest geometryczna realizacja S.

Niech f: L© — K bedzie odwzorowaniem, ktore kazdemu wierzchotkowi L przyporzadkowuje
tak samo nazwany wierzchotek K. Wéwczas f przedhuza sie do odwzorowania symplicjalnego g:
|L| — |K|. Poniewaz jest to odwzorowanie pomiedzy zwartymi przestrzeniami Hausdorffa, g jest
odwzorowaniem ilorazowym, ktore utozsamia prawa krawedz |L| z lews krawedzia |L|. Dzialanie
g zgodne jest z tym, w jaki sposob zwijamy kartke papieru, aby utworzy¢ z niej cylinder.

Uwaga 3.6. Rozwazmy taki sam kompleks L jak w poprzednim przykladzie, ale z odmiennym

etykietowaniem, ktore przedstawia nastepujaca ilustracja:
g\ @
I

Tak jak poprzednio, powyzszy diagram przedstawia pewien kompleks S, ktorego sympleksy
jestesmy w stanie wypisa¢. Niech K bedzie geometryczna realizacja tego kompleksu. Wierzchotki
K odpowiadaja etykietom a, b, ¢, d, e, f. Jesli rozwazymy liniowe odwzorowanie symplicjalne
f]1L] = |K|, ktore danemu wierzchotkowi L przyporzadkowuje odpowiadajacy mu wierzcholek
K, to otrzymamy odwzorowanie ilorazowe, ktore identyfikuje lewa krawedz |L| z prawa krawe-
dzia |L| dokonujac przy tym skrecenia. Otrzmana w rezultacie przestrzen |K| okazuje sie wiec
by¢ wstega Mdobiusa.

«a

L

a v b ¢ d

Przyklad 3.7. Torus definiowany jest najczesciej jako przestrzen ilorazowa otrzymywana z pro-
stokata w nastepujacy sposob:
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Mozemy zatem skonstruowaé kompleks, ktorego podlegta przestrzen jest homeomorficzna z
torusem, korzystajac z nastepujacego diagramu:

) L
e . e

a b ¢ a

Przyklad 3.8. Przy szukaniu kompleksow, ktorych podlegta przestrzen ma byé homeomorficzna

z dang przestrzenia, nalezy zachowaé¢ odrobine ostroznosci. Przyktadowo, ponizszy diagram, choé
podobny do poprzedniego, wcale nie okresla torusa:

7 O ¢ u

¢ I
d d

« b ¢ u

Przyklad 3.9. Butelka Kleina definiowana jest na ogot jako przestrzen powstala z prostokata
dzieki nastepujacym utozsamieniom:
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Jak wiadomo, nie mozna jej zanurzyé¢ w R3, ale potrafimy sobie wyobrazi¢, jak wyglada. Ponizszy
diagram ilustruje kompleks, ktorego podlegla przestrzen jest homeomorficzna z butelka Kleina:

«a b ¢ p

e ]

a ) ¢ a

Definicja 3.10. Niech L bedzie skoriczonym kompleksem. FEtykietowaniem wierzchotkéw L
nazywamy dowolng surjekcje f odwzorowujgcq wierzchotki L na pewien zbidr, nazywany zbiorem
etykiet. Etykietowaniu f odpowiada abstrakcyjny kompleks S, ktdrego wierzchotki sq etykietami
L, a sympleksy sq zbiorami postaci {f(vo), f(v1), ..., f(vn)}, gdzie vo,v1, ..., vn generuja sympleks
w L. Odwzorowanie wierzchotkéw L na K© zdefiniowane przez f przedtuza sie do surjektywnego
odwzorowania symplicjalnego g:|L|— |K|. Bedziemy mowié, ze K jest kompleksem otrzymanym
z etykietowanego kompleksu L oraz zZe g jest stowarzyszonym odwzorowaniem wkleja-
jacym.

Uwaga 3.11. Stowarzyszone odwzorowanie wklejajace jest domknietym odwzorowaniem ilora-
ZOWYI.

Dowéd. Poniewaz zar6wno |L| jak i |K| sa przestrzeniami Hausdorffa, g odwzorowuje zbiory
domkniete na domkniete. O

Definicja 3.12. Niech L bedzie kompleksem. Podkompleks Lo nazywamy petnym, jezeli kazdy
sympleks L, ktorego wierzchotki nalezg do Lo, nalezy do L.
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Lemat 3.13. Niech L bedzie kompleksem, niech f bedzie pewnym etykietowaniem jego wierz-
chotkow, niech g: |L| — |K| bedzie stowarzyszonym odwzorowaniem wklejajgcym, niech Lo bedzie
petnym podkompleksem L. Zaldzmy, ze jesli v i w sq wierzchotkami L o tej samej etykiecie, to

1. v i w nalezg do Ly;

2. Stv oraz Stw sq roztgczne.

Wowczas dim g(o) =dimo dla wszystkich o € L. Ponadto, jesli g(o1) = g(o2), to o1 i 02 muszq byé
dwoma roztgcznymi sympleksami nalezgcymi do Ly.
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