2. KOMPLEKSY SYMPLICJALNE I ODWZOROWANIA SYMPLICJALNE W RY.

Definicja 2.1. Kompleksem symplicjalnym w RY nazywamy rodzine symplekséw K w RN
takq, ze

1. kazda Sciana kazdego sympleksu w K nalezy do K;

2. przeciecie dwich sympleksow z K jest Sciang kazdego z nich.

Przyktad 2.2. Rodzina Ky ztozona z 2-sympleksu wraz z jego Scianami jest kompleksem. Rodzina
K5 ztozona z dwdch 2-sympleksow o wspdlnej Scianie i ich Sciany jest kompleksem. Rodzina K3 nie
jest kompleksem, a Ky jest:

Lemat 2.3. Rodzina sympleksow K jest kompleksem wtedy i tylko wtedy, gdy spetnione sq¢ naste-
pujgce dwa warunki:

1. kazda Sciana kazdego sympleksu w K nalezy w K;

2. kazda para roznych sympleksow w K ma roztgczne wnetrza.

Dowéd. Zalozmy, ze K jest kompleksem symplicjalnym. Warunek 1. jest czescig definicji. Dla
dowodu warunku 2. zalézmy, ze 0,7 € K oraz ze x € Int o N Int 7. Wobec drugiej czesci definicji
s=ocNt1e K. Gdyby s byl wlasciwa Sciana o, to woéwczas = € Bd o, wbrew zalozeniu, a zatem
s=o0. Analogicznie pokazujemy, ze s=7.

Zalozmy, ze spelnione sa warunki 1. i 2. oraz ze o, 7 € K, 0 N 7 # (. Oznaczmy przez o’
sympleks generowany przez wierzcholtki by, by, ..., by, sympleksu o, ktore naleza tez do 7. Pokazemy,
ze cNT=0'. Inkluzja (D) jest oczywista, poniewaz o N7 jest zbiorem wypuklym (jako przeciecie
dwoch zbiorow wypuklych) i zawiera by, b1, ..., b, a zatem musi zawiera¢ o’ (jako najmniejszy
zbior wypukly zawierajacy punkty b, by, ..., by, por. Cwiczenie 1.3). Dla dowodu inkluzji (C)
ustalmy punkt x € o N7. Wowcezas x € Int sNInt ¢, dla pewnej Sciany s sympleksu o i pewnej $ciany
t sympleksu 7. Wobec warunku 2. s =¢, a zatem wierzcholtki s naleza do 7, wiec sg ktorymis z
punktow bg, by, ..., by,. Tym samym s jest Sciang o', a wiec x € o”. d

Whiosek 2.4. Jezeli o jest sympleksem, to rodzina ztozona z o i wszystkich jego wtasciwych $cian
jest kompleksem.

Dowé6d. Warunek 1. Lematu 2.3 jest oczywisty, zas warunek 2. jest spelniony wobec faktu, ze
dla x € o istnieje dokladnie jedna $ciana s sympleksu o taka, ze z € Int s (por. Uwaga 1.13). O

Definicja 2.5. Niech K bedzie kompleksem symplicjalnym. Podrodzina L rodziny sympleksow K
zawierajgea w szczegolnosci wszystkie Sciany wszystkich swoich elementow jest kompleksem sympli-
cjalnym, ktory nazywaé bedziemy podkompleksem. Podrodzina ztozona z wszystkich sympleksow
wymiary co najwyzej réwnego p jest podkompleksem, ktory bedziemy nazywaé p-szkieletem
kompleksu K i oznaczaé przez KP). W szczegolnosci 0-szkielet K(©) jest zbiorem wierzchotkow
sympleksow w K.

Definicja 2.6. Niech X bedzie przestrzeniq topologiczng, niech C = {Cj| i € I} bedzie rodzing
podzbiorow X, niech Y C X. Na kazdym zbiorze C;, i € I, okreslamy topologic podprzestrzeni (tj.
zbior V. .C C; jest otwarty w Cy, jezeli V.=C;NU, dla pewnego zbioru U otwartego w X). Na zbiorze
Y okreslamy topologie koherentng wzgledem C w nastepujgcy sposéb: zbior A CY jest otwarty w
topologii koherentnej, jezeli dla kazdego C;, i € I, zbior ANC; jest otwarty w C;.



Definicja 2.7. Niech K bedzie pewng rodzing sympleksow. Oznaczmy przez |K| podzbior RN
réwny sumie mnogosciowej sympleksow z K. Na zbiorze |K| okreslamy topologie koherentng
wzgledem rodziny K, ktorg w tym kontekscie bedziemy nazywacé przestrzeniag podlegta K lub wie-
lokomorkg K. Jezeli K jest kompleksem, wielokomorke K bedziemy nazywaé wieloScianem K.

Uwaga 2.8. Topologia przestrzeni podlegtej jest wicksza od topologii dziedziczonej z R™ (tzn.
kazdy podzbior |K| otwarty w topologii RY jest tez otwarty w topologii |K).

Dowéd. Niech A C |K| bedzie zbiorem otwartym w RY. Woéwczas zbiér o N A jest otwarty w o,
dla kazdego o € K, a wiec, z definicji, jest tez otwarty w |K|. O

Przyklad 2.9. Topologia przestrzeni podlegltej moze byé¢ rézna od topologii dziedziczonej. Roz-
wazmy rodzine sympleksow K zlozong z 1-sympleksow w R postaci [m, m + 1], m € N \ {0}, i
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R4 (zbiér dodatnich liczb rzeczywistych), ale topologie |K| i R sa rozne: na przyklad, zbior
A= {%\ neN\ {0}} jest domkniety w | K| (dla kazdego sympleksu o € K przeciecie ANo jest albo

zbiorem pustym, albo singletonem {%}, a wiec zbiorem domknietym w o jako zbiér domkniety

postaci [ }7 n € N \ {0} wraz z wszystkimi ich §cianami. Wéwczas zbior | K| jest rowny

w R), ale nie jest domkniety w R (granica ciagu (i elementow zbioru A réowna 0 nie jest

n )neN
elementem zbioru A).

Uwaga 2.10. Niech K bedzie skoriczonym sympleksem symplicjalnym. Wéwczas topologia prze-
strzeni podleglej K jest réwna topologii dziedziczonej z RY.

Dowéd. Zalézmy, ze rodzina K jest skoniczona i A C |K| jest zbiorem otwartym w |K|=01U...U
oi. Wowczas |K |\ A jest domkniety w | K|, czyli (|K|\ A)No; jest domkniety w oy, i € {1,....k}.
Wobec tego (|K|\ A) N o; = C; N oy, dla pewnego zbioru C; domknietego w RY, i € {1, ..., k}.
Ale C; N o; jest domkniety w RY (jako przeciecie zbioréw domknietych) i tym samym |K|\ A =
(CiNo1)U...U(CxNay) jest domkniety w RY (jako skoniczona suma zbioréw domknietych), wiec
A jest otwarty w RY. O

Lemat 2.11. Jezeli L jest podkompleksem K, to |L| jest domknictq podprzestrzeniq |K|. W
szczegolnosci, jesli o € K, to o jest domknietq podprzestrzeniq |K|.

Dowéd. Zalozmy, ze zbiér A jest domkniety w |L|. Ustalmy o € K. Zbiér o N |L| jest suma
mnogosciowa tych Scian s; sympleksu o, ktore naleza do L. Poniewaz A jest domkniete w |L|, zbior
AN s; jest domkniety w s;, a zatem jest tez domkniety w o. Jako ze AN o jest skoriczong suma
zbiorow AN s;, jest domkniety w 0. Wobec dowolnosci o, A jest domkniety w |K|.

Zalozmy, ze zbior B jest domkniety w |K|. Wowcezas B No jest domkniety w o dla wszystkich
o€ K, a wiec w szczegolnosci dla wszystkich o € L. Tym samym BN |L| jest domkniety w |L|. O

Lemat 2.12. Odwzorowanie f:|K|— X jest ciggte wtedy i tylko wtedy, gdy f [» jest ciggle dla
wszystkich o € K.

Dowod. Zalézmy, ze f jest ciagte. Wowcezas, poniewaz o jest podprzestrzenia |K |, f |, jest ciagtle,
ceK.

Zalozmy, ze f [, jest ciagle dla 0 € K. Jezeli C' jest domknietym podzbiorem X, to wowczas
fYC)no=(f1,)"HC) jest zbiorem domknietym w o wobec ciaglosci f [,. A zatem f~1(C)
jest domkniety w | K|, wobec definicji topologii koherentnej. (]

Definicja 2.13. Niech x bedzie punktem wieloscianu |K|. Zalézmy, zZe jednoznacznie wyznaczony
sympleks o€ K taki, ze x € Int ¢ ma wierzchotki ag, ai, ..., an. Niech tgo, t1, ..., t, oznaczajg
wspdtrzedne barycentryczne r wzgledem o. Jezeli v jest dowolnym wierzchotkiem K, to definiujemy
wspotrzedne barycentryczne t,(x) punktu x wzgledem v jako t,(x) =0, jesli v nie jest jednym
z wierzchotkéw ao, a, ..., an, oraz jako t,(x) =t;, jesli v=a;, i €{0,1,...,n}.

Uwaga 2.14. Wspo6lrzedne barycentryczne sa funkcjami cigglymi na |K|.



Dowdd. Dla ustalonych wierzchotka v oraz sympleksu o € K, funkcja ¢, [, jest ciagla, poniewaz
jest albo identyczno$ciowo réwna 0, albo jest rowna wspolrzednym barycentrycznym w sympleksie
(por. Cwiczenie 1.1). Jest zatem ciagla na |K | wobec Lematu 2.12. O

Lemat 2.15. |K| jest przestrzeniq Hausdorffa.

Dowéd. Niech g x1 beda dwoma rozlacznymi punktami w | K| i niech v bedzie wierzcholtkiem
takim, ze ¢,(zo) # ty(x1). Niech r > 0 bedzie liczba rzeczywista pomiedzy t,(zo), t,(z1). Wowczas
{z€|K||ty(z) <r} oraz {z € |K||t,(x) >r} sa dwoma roztacznymi zbiorami otwartymi, do ktérych
naleza, odpowiednio, punkty zg i z;. O

Lemat 2.16. Jezeli K jest skoniczony, to |K| jest zwarty. Jezeli zbior A C |K| jest zwarty, to
istnieje skoriczony podkompleks Ko C K taki, ze A C |Ky|.

Dowéd. Jezeli K jest skoriczony, to | K| jest skoriczona suma zwartych podprzestrzeni, a wiec jest
zwarty. Jezell A C |K| jest zwarty, to przypusémy, ze A nie jest zawarty w zadnym wieloscianie
skoniczonego podkompleksu K. Dla o € K wybierzmy punkt z, € A NInt o, o ile AN Int o # 0.
Wobec przyjetej hipotezy, zbior B={xz,| ANIntc # 0,0 € K } jest nieskonczony. B jest tez zbiorem
dyskretnym (tzn. dla kazdego punktu z, € B istnieje otoczenie tego punktu, ktore przecina sie z
B w punkcie z,). Dalej, przeciecie B z dowolnym sympleksem jest zbiorem skoriczonym, a wiec
domknietym, a zatem B jest zbiorem domknietym w | K |. Jako zbiér dyskretny i domkniety, B nie
ma punktéw skupienia, co daje sprzecznosé, gdyz kazdy nieskoniczony podzbidr przestrzeni zwartej
ma punkt skupienia. O

Definicja 2.17. Niech K bedzie kompleksem symplicjalnym, a v jego wierzchotkiem. Gwiazdg
wierzchotka v nazywamy sume mnogosciowq wnetrz wszystkich sympleksow K, dla ktorych v jest
jednym z wierzchotkow i oznaczamy Stv. Domknietq gwiazdag v nazywamy domkniecie gwiazdy
St v, ktdre oznaczamy przez St v (w szczegdlnosci domknieta gwiazda jest sumg mmnogosciowq
wszystkich sympleksow, dla ktorych v jest jednym z wierzchotkow i jako taka jest wieloScianem
pewnego podkompleksu kompleksu K). Eqczem wierzchotka v nazywamy zbicr St v \ St v, ktory
oznaczamy przez Lkv
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Uwaga 2.18. Niech K bedzie kompleksem symplicjalnym, a v jego wierzchotkiem.
1. Stv jest otwarty w |K]|.
2. Stwv, |K|\Stv, Lkv sa wielo§cianami podkompleksu kompleksu K.
3. Stwv i Stv sg hukowo spojne.

Definicja 2.19. Kompleks symplicjalny K jest lokalnie skoniczony, jezeli kazdy wierzchotek K
nalezy do skoriczonej liczby sympleksow z K.

Uwaga 2.20. Kompleks jest lokalnie skoniczony wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego jego wierz-
chotka v domknieta gwiazda Stv jest wielo§cianem skoriczonego podkompleksu kompleksu K.



Lemat 2.21. Kompleks K jest lokalnie skoniczony wtedy i tylko wtedy, gdy | K| jest lokalnie zwarta
(tzn. kazdy punkt ma zwarte otoczenie).

Dowéd. Zalozmy, ze K jest lokalnie skoriczony i ustalmy z € |K|. Wowczas x € St v, dla
pewnego wierzchotka v, oraz Stv jest zbiorem zwartym (jako skonczona suma zbioréw domknietych
i ograniczonych).

Zalozmy, ze | K| jest lokalnie zwarta i ustalmy wierzchotek v. Niech C' bedzie zwartym oto-
czeniem v. Wtedy C N St v jest zbiorem zwartym, dla ktorego St v jest pokryciem otwartym.
Wobec tego St v ma podpokrycie skoriczone, czyli v musi by¢ wierzcholtkiem skonczenie wielu
sympleksow. O

Lemat 2.22. Niech K i L bedg kompleksami symplicjalnymi i niech f: K© 10 bedzie odwzo-
rowaniem o tej wtasnosci, ze jesli wierzchotki vy, v1, ..., vn, generujg sympleks w K, to wowczas
wierzchotki f(vo), f(v1),..., f(vn) generujq sympleks w L. Wowczas f mozna przedtuzyé do odwzo-
rowania ciggtego F:|K|— |L| takiego, ze jesli
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Dowo6d. Odwzorowanie F jest dobrze okreslone wobec przyjetych zalozen. F jest ciagle jako
odwzorowanie na pojedynczych sympleksach, a zatem jest ciagte jako odwzorowanie z pojedyn-
czego sympleksu do |L|. Wobec Lematu 2.12 F jest ciagle. d

Definicja 2.23. Odwzorowanie o wtasno$ciach takich, jak odwzorowanie F z Lematu 2.22 nazy-
wamy odwzorowaniem symplicjalnym.

Uwaga 2.24. Ztozenie odwzorowan symplicjalnych jest odwzorowanie symplicjalnym.

Lemat 2.25. Niech K i L bedg kompleksami symplicjalnymi i niech f: K(©) — LO) bedzie bijekcjq
o tej wltasnosci, Ze jesli wierzchotki vo, v1, ..., vy generujg sympleks w K, to wowczas wierzchotki
fwo), f(v1),..., f(vn) generujg sympleks w L. Wéwczas indukowane odwzorowanie symplicjalne F:
|K|—|L| jest homeomorfizmem.

Dowoéd. Kazdy sympleks 0 w K jest odwzorowany na sympleks 7 tego samego wymiaru w L.
Pozostaje wykazaé, ze odwzorowanie F'~1:|L| — | K| indukowane przez odwzorowaie na wierzchol-
kach f~! jest odwrotne do F. Niech o € K bedzie sympleksem generowanym przez vg, v1, ..., Un,
niech © € 0. Wowezas ©=3"""_ tw; oraz F(x) =" t;f(v;). Wobec tego
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Definicja 2.26. Odwzorowanie o wtasnosciach takich, jak odwzorowanie F z Lematu 2.25 nazy-
wamy izomorfizmem symplicjalnym lub homeomorfizmem symplicjalnym.

Whiosek 2.27. Niech AN oznacza kompleks symplicjalny ztozony z N-sympleksu i jego $cian.
Jezeli K jest skoniczonym kompleksem, to K jest izomorficzny z pewnym skoriczonym podkom-
pleksem kompleksu AN, dla pewnego N € N.

Dowéd. Niech vy, v1, ..., vy beda wierzchotkami K. Niech ag, ai, ..., axy beda geometrycznie
niezaleznymi punktami w RY i niech AN bedzie kompleksem ztozonym z sympleksu przez nie

generowanym wraz ze wszystkimi §cianami. Odwzorowanie v; — a; przedtuza sie do izomorfizmu
K na podkompleks AN, O



2.1. Zadania.
Cwiczenie 2.1. Niech K bedzie kompleksem symplicjalnym, niech o € K. Kiedy Int ¢ jest otwarty w |K|?
Kiedy o jest otwarty w |K|?
Cwiczenie 2.2. Udowodnij, ze Stv i Stv sg tukowo spéjne.
Cwiczenie 2.3. Udowodnij, ze jesli F: |K|— |L| jest odwzorowaniem symplicjalnym odwzorowujacym wierz-
chotki sympleksu o na wierzchotki sympleksu 7, to F' odwzorowuje homeomorficznie pewng $ciane o na pewna
$ciane 7.

Cwiczenie 2.4. Udowodnij, ze |K| jest metryzowalne wtedy i tylko wtedy, gdy K jest lokalnie skoriczony.

Cwiczenie 2.5. Udowodnij, ze |K| jest przestrzenia normalna.



