1. SYMPLEKSY.

Definicja 1.1. Zbior punktéw {ao, ai, ..., an} C RN nazywamy geometrycznie niezaleznym,
jezeli dla dowolnego ciggu skalarow to,t1,...,tn € R, jesli

Z;L:o ;=0

Z?:O tiai =0

oraz

to wowczas to=t1=...=t, =0.

Punkty dodajemy i mnozymy przez skalary ,po wspotrzednych” tak, jakby to byly wektory w
RY: 4cigle rzecz biorac pracujemy w przestrzeni afinicznej, gdzie razem z wektorami wystepuja tez
punkty:

Uwaga 1.2. Zbiér punktow {ag,ay, ...,a, } C RY jest geometrycznie niezalezny wtedy i tylko wtedy,
gdy zbiér wektorow {a; — ag, az — ag, ..., an — ao} jest liniowo niezalezny.

Dowéd. Zalozmy, ze zbior punktow {ag,ay, ..., a,} C RN jest geometrycznie niezalezny. Ustalmy
ciag skalarow tq,...,t, € R i zalézmy, ze
tl(al - ao) + ...+ tn(an — CLQ) =0.

Wowczas
0 = tia1 —tiag+ ... +than —thag
= (—tl — .= tn)ao +tia1 + ...than.
Poniewaz
—t1— . —tpt+t1+ ...+, =0,
wiec wobec geometrycznej niezaleznosci punktéow ag, aq, ..., a, otrzymujemy t1=...=t%,=0.

Zatozmy, ze zbior wektorow {a — ag, a2 — ag, ..., an — ap} jest liniowo niezalezny. Ustalmy ciag
skalarow tg, t1, ..., t, € R takich, ze
to+ti+...+t,=0

oraz
toag +tia1 + ... +tha, =0.
Wowcezas
0 = toag+tiar+... +tnhan

= toag+tia1+... +tpan, — (to +t1+...+ tn)ao

= tl(al — ao) + ...+ tn(an — ao)
wiec wobec liniowej niezalezno$ci wektoréw a; — ag, ..., a, — ag uzyskujemy t; = ... =t, =0. Na
koniec, wobec tg+t1 + ... +t, =0, rowniez to=0. O

Przyklad 1.3. Wobec Uwagi 1.2 natychmiast widzimy, ze kazde 2 roztaczne punkty sa geome-
trycznie niezalezne, podobnie jak kazde 3 niewspoétliniowe punkty, albo kazde 4 niewspotplaszezy-
Znowe.

Definicja 1.4. Plaszczyzng generowang przez geometrycznie niezalezny zbidr punktéw {ao,
ay ..., ant C RN nazywamy zbior
P= {.’13‘ S RN| T = Z;L:OtiaiatO; ntn € R’Z?:Oti = ].}

Uwaga 1.5. Niech P bedzie plaszczyzna generowana przez geometrycznie niezalezny zbior
punktéow {ag, ai, ..., an}t. Wowczas dla kazdego punktu x € P istnieje dokladnie jeden ciag
skalarow to, t1, ..., t, € R taki, ze

n n
r=3"  tia;oraz ) t;=1.

Dowéd. Zalozmy, ze dla pewnego punktu x € P istniejg ciagi to, t1, ..., t, Oraz S, s1,..., Sy takie, ze
r=3" (tia;i=Y . sia;oraz y . ti= "  s;=1.



Wowczas

0 =2—2
n n
= E tiai_g i
i=0 i=0
n
= (ti —si)a;
=0

oraz

Do (ti— i) =30 gti — > ;_gsi=1-1=0,
wiec wobec geometrycznej niezaleznosci punktéw ag, ai...., an otrzymujemy ¢; = s;, dla i € {0, ...,

n}. O

Uwaga 1.6. Niech P bedzie plaszczyzng generowana przez geometrycznie niezalezny zbior
punktow {ao, a1, ..., a,}. Woéwczas ag, ay, ..., an € P.

Uwaga 1.7. Niech P bedzie plaszczyzna generowana przez geometrycznie niezalezny zbior
punktow {ag, a1, ..., a,}. Wowczas
n
P= {x S RN| x :ao+z ti(ai — ao),to, t1,...,tn € JR}
i=1

Innymi stowy, P jest ptaszczyzng przechodzaca przez punkt ag i rownolegla do wektorow a; — ay,
ie{l,...,n}.

Dowod. Jezeli x = Z?:Otiai dla pewnych tg, t1, ..., t, € R takich, ze Z?:o t;=1, to wowczas

n
xr = E tia; +ag— ag

=0 n n
= ao+z tiGi —aoz %
i=0 i=0
n
= ao+ ) ti(ai—ap)
i=1

Na odwrot, jezeli & =ag+ Y., ti(a; — ag), dla pewnych to,t1, ..., tn, € R, to wowczas

xr = (1 — Z ti>a0+t1a1 + ...tnan

i=1
oraz 1—2?:1751‘4—2?:1151‘:1. O
Uwaga 1.8. Niech P bedzie plaszczyzna generowana przez geometrycznie niezalezny zbior
punktow {ao, a1, ..., an}t. Wowczas jezeli w ¢ P, to zbiér {w, ag, a1, ..., an} jest geometrycznie
niezalezny.

Dowéd. Przypusémy, ze dla pewnych s, tg,t1,...,t, € R nie wszystkich réwnych zeru i takich, ze
5+ Z?:o t; =0 zachodzi sw + Z?:o tia; = 0. Zmieniajac ewentualnie numeracje mozemy zaltozy¢,

ze s#+0. Wowczas
n
w= E La;
_ s
=0

7t . .
oraz I —t= % =1, a zatem w € P, wbhrew zalozeniu. O

Definicja 1.9. n-sympleksem generowanym przez geometrycznie niezaleiny zbior punktéw {ao,
ai, ..., an } C RN nazywamy zbior

n n
o= {erRN|x—Z tiaq, to, ...,tnelR,Z ti=1,60>0,6,>0,...,tn 20}.
1=0 1=0



Uwaga 1.10. Niech o bedzie n-sympleksem generowanym przez geometrycznie niezalezny zbior
punktow {ag, a1, ..., an }. Dla punktu = € o jednoznacznie wyznaczone skalary tg, t1, ..., t, € R takie,

ze
n
r= § tia;,
1=0

Z;L:O ti=1orazty>0,t1 >0,....t, >0 nazywamy wspolrzednymi barycentrycznymi punktu
x wzgledem ag, ay, ..., an, 1 oznaczamy przez to(x),t1(z), ..., tn(x).

Przyklad 1.11. O-sympleks generowany przez punkt ag to po prostu punkt ag. 1-sympleks gene-
rowany przez punkty ag i a; to zbior:

o = {zeRN|z=tgag+tias,to, t1 € R,to+t,=1,to>0,t; >0}
= {CL'EJRN|37=tocL0+(1—to)ao,ogtog1},

czyli odcinek laczacy punkty ag i a;. Aby zobaczyé, czym jest 2-sympleks o generowany przez
punkty ag, a1, as, zauwazmy, ze

o = {l’GlRN‘l’:toa()-i-tlal+t2a27t0,t17t2€R,to+t1+t2:1,t020,t1ZO,tQZO}

l’GIRN|x:toa()+S(t—slal+%a2),t0,t1,t2€R,to+t1+t2=1,t0Zo,tlZO,tQZO s

gdzie s =t; +ta. Wobec tego % —}—%2 =1, % >0, %2 >0, a zatem P jest punktem na odcinku taczacym
punkty a i as. Dalej, to+s=1 oraz s >0, wiec z jest punktem lezacym na odcinku taczacym agi P:

(40

[/

(ll

Tym samym 2-sympleks o jest trojkatem rozpietym miedzy punktami ag, a1, as. Dzieki podobnemu
rozumowaniu mozemy sie przekonaé, ze 3-sympleks generowany przez punkty ag, ai, as, ag jest
czworo$cianem o wierzchotkach ag, a1, as, as; przez indukcje mozemy sobie tez wyobrazi¢, jak
wygladaja n-sympleksy w wyzszych wymiarach.

Definicja 1.12. Niech o bedzie n-sympleksem generowanym przez geometrycznie niezalezny zbior
punktow {ag, ai, ..., an}. Punkty ag,as, ..., an nazywamy wierzchotkami sympleksu o, a liczbe n
jego wymiarem. Kazdy sympleks generowany przez pewien podzbidr zbioru {ag, a1, ..., an} nazy-
wamy $ciang sympleksu o. W szczegdlnosci Sciane sympleksu o generowang przez zbior {aq, ...,
an} nazywamy sciang lezacq naprzeciw wierzchotka ag. Sciany sympleksu o réine od o nazy-
wamy Scianami wilasciwymsi, a ich sume mnogosciowq brzegiem sympleksu o, oznaczanym
przez Bd o. Wnetrze sympleksu o definiujemy jako o \ Bd o i oznaczamy przez Into.

Uwaga 1.13. Niech o bedzie n-sympleksem generowanym przez geometrycznie niezalezny zbior
punktow {ag, a1, ..., an}. Wowczas:

1. BdO’Z{.’L‘GU|Elioe{(),l,.“,n}tiu(m):O};
2. Into={x€0|Veq0,1,..,n}ti(x) > 0};

3. dla kazdego punktu z € o istnieje dokltadnie jedna Sciana s sympleksu o taka, ze z € Int s.



Definicja 1.14. Niech x = (x1,...,xx) € RN. Norma z x nazywamy liczbe

N
lzll =4/ «i.
i=1

Kule N-jednostkowg BY definiujemy jako zbior

BN = {ze RN||lo]| <1},
205 sfere N-jednostkowq SN ! jako zbior

SV1={z e R"|[|lz]| =1}.
Dalej, gorng N-pdtsfere Ei\_f*l definiujemy jako zbior

EY'={zec SN zyN>0},
a dolng N-pétsfere EN ' jako
ENTl={ze SN~ zy<0}.

Przyklad 1.15. B° jest punktem, B' przedzialem domknietym [—1, 1], a S° zbiorem dwu-
punktowym {—1, 1}. Kula 2-jednostkowa B? to koto o promieniu 1 i érodku w poczatku uktadu
wspolrzednych, a sfera 2-jednostkowa S! to okrag jednostkowy o $rodku w poczatku uktady wspol-
rzednych.

Definicja 1.16. Promieniem wychodzgcym z punktu w € RN w kierunku punktu p € RN \ {0}
nazywamy zbior

R={zeRN|z=w+tp,t>0}.

Lemat 1.17. Niech U C RY bedzie zbiorem ograniczonym, wypuktym®! i otwartym, niech w € U.
Wowczas:

1. kazdy promier wychodzqey z w przecina BAU =U \ U w doktadnie jednym punkcie;

2. istnieje homeomorfizm pomiedzy U oraz BY, ktéry odwzorowuje BAU na SN 1.

Dowaod.

1. Niech R bedzie promienim wychodzacym z punktu w. Zbiér R N U jest wypukty (jako
przeciecie dwoch zbiorow wypuklych), ograniczony (jako podzbioér zbioru ograniczonego)
oraz otwarty w R (jako przeciecie R ze zbiorem otwartym). Wobec tego

RQU:{xeRN|x:w+tp,t€[Oya)}y

gdzie pe€ RV \ {0}, a€ R. Tym samym RN (T \U)={w+ap}={x}.
Przypu$émy, ze R przecina BdU takze w innym punkcie, powiedzmy y. Pokazemy, ze x
lezy na promieniu R pomiedzy w i y: stad bedzie wynikalo, ze x =y. Istotnie, y=w + bp,
1 1 1 1 .1 1 1 1
d}a pewnego b>a. Stad p= 4y — yw oraz p=—x — —w, czyli 3y — w =—x — —w, lub,
rownowaznie
x=(1-t)w+ty,

gdzie t = %, a wiec

Niech (yn)nen bedzie ciggiem elementoéw zbioru U zbieznym do y i niech

x—t
Wy, = 1_?”.

1.1. Zbiér A C RN nazywamy wypuklym, jezeli wraz z punktami x,y € A, do A nalezg tez wszystkie punkty
odcinka taczacego x z y.



Ciag (wn)nen jest zbiezny do w, a zatem wy, € U, dla pewnego ng. Ale wowczas, skoro
x = tw, + (1 — t)yn, punkt x nalezy do U, poniewaz U jest wypukly. W ten sposob
otrzymujemy sprzecznosc.

2. Przyjmijmy dla uproszczenia notacji, ze w = 0. Jest jasne, ze funkcja f: R™ \ {0} — SN ~1
dana wzorem

f(x)= W

jest ciagly surjekcja. Wobec udowodnionej juz czesci lematu, zwezenie f [gqy funkcji f do
Bd U jest bijekcja pomiedzy Bd U oraz SV ~!. Poniewaz Bd U jest zbiorem zwartym (jako
zbiér domkniety i ograniczony w RY), wiec f [qy jest homeomorfizmem (jako ciagla
bijekcja pomiedzy dwoma zbiorem zwartym a przestrzeniag Hausdorffa — SV =1 jest zwarty,
jako domkniety i ograniczony w R, a wiec w szczegdlnosci jest to przestrzen Hausdorffa).
Oznaczmy przez g: SV ~! — Bd U odwzorowanie odwrotne do f. Zdefiniujmy rozszerzenie

G: BN — U funkcji ¢ nastepujacym wzorem:

xr 1.
) = |y )|} gestio %0,
0,jesliz=0.

Funkcja G odwzorowuje liniowo odcinek taczacy punkt 0 z punktem u na sferze SY ! na
odcinek laczacy punkt 0 z punktem g(u). W oczywisty sposob funkcja ta jest ciggla w
kazdym punkcie x #0. Aby udowodnié, ze jest tez ciaglta w x =0, ustalmy e >0 i niech M

deZle taka liczba, ze Hg( T )H < M jezeli ||z || <e. Niech (5:]\6—/1. Woweczas, jesli ||x —0]| <4,

6w -con=o( e = o )

‘Whiosek 1.18. Niech o bedzie n-sympleksem generowanym przez geometrycznie niezalezny zbior
punktow {ag,a1,...,an}. Wowczas istnieje homeomorfizm pomiedzy o oraz B™, ktéry odwzorowuje
Bdo na S™1L.

|z]| < Mé=e. O

Definicja 1.19. Funkcje T: RY — RN nazywamy odwzorowaniem afinicznym, jezeli jest
ztozeniem translacji (tj. funkcji postaci T'(x) = p+ x, gdzie p jest pewnym ustalonym punktem) i
nieosobliwych odwzorowan liniowych (tj. odwzorowarn liniowych o zerowym jadrze).

Uwaga 1.20. Niech T: RY — RY bedzie odwzorowaniem afinicznym, niech P bedzie plaszczyzna
generowang przez geometrycznie niezalezny zbior punktow {ag, ai, ..., an}. Wowczas {T(ao),
T(a1),...,T(an)} jest zbiorem geometrycznie niezaleznym, zas§ T'(P) jest plaszczyzna generowana
przez zbior {T'(ag), T (a1), ..., T(an)}-



