Definicja 1. Niech o bedzie sympleksem o wierzchotkach ag, a1, ..., a,,. Dwa uporzadkowania
Ay <10k, <1 ... <y 0k, oraz ap, <sap, <o... <o a;, jego wierzchotkéw sa rownowazne, jezeli
istnieje parzysta permutacja € S(n) taka, zZe

li:ﬂ'(k?i), dla 1 € {0, ,n}



Uwaga 2. Relacja réwnowaznosci uporzadkowan wierzchotkéw sympleksu jest, istotnie, réwno-
waznosécig. Dla symplekséw o o wymiarze dim o > 0 rozbija ona zbiér wszystkich uporzadkowan
na dwie roztaczne klasy abstrakcji, zas dla symplekséw zerowymiarowych wyznacza tylko jedna
klase abstrakgji.



Definicja 3. Klase abstrakcji relacji rownowaznosci uporzadkowan wierzchotkéw sympleksu
nazywamy orientacja sympleksu. Sympleks z ustalona orientacja nazywamy zorientowanym
sympleksem.



Notacja 4. Niech ag, a1, ..., a, beda punktami geometrycznie niezaleznymi. Sympleks genero-
wany przez punkty ag, a, ..., a, bedziemy oznaczaé przez

ag, @1y ...y An,
zorientowany sympleks o orientacji ag < a1 < ... <a,, przez
[a()a aly ...y an]a

zas klase abstrakcji orientacji ag < aq < ... <a,, przez

(@g, @1y .evy ap).



Przykfad 5. Orientacje sympleksu czesto bedziemy oznacza¢ strzatkami.
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Definicja 6. Niech K bedzie kompleksem symplicjalnym. p-tancuchem w K nazywamy funkcje
ze zbioru zorientowanych p-sympleksow K w liczby catkowite spetniajaca nastepujace dwa
warunki:

1.c(o)=—c(o’) jezeli o i ' sa dwiema orientacjami tego samego sympleksu,

2. ¢(0) =0 dla prawie wszystkich p-sympleksow o.



Grupe wszystkich p-tancuchow (z dziataniem dodawania wartosci) nazywamy grupa zorien-
towanych p-tancuchow K i oznaczamy C,(K). Dla p <0 lub p > dim K przyjmujemy, ze
Cp(K) jest trywialng grupa jednoelementowa.



Dla zorientowanego sympleksu o w K definiujemy elementarny p-tancuch c odpowiadajacy o
nastepujaco:

1.c(o)=1,
2.c(c’)=—1, jesli ¢’ jest inng orientacja o,

3. ¢(7) =0, dla wszystkich réznych od o sympleksow w K.



Uwaga 7. Naduzywajac troche notacji, bedziemy czesto uzywaé tego samego symbolu o do
oznaczenia sympleksu, zorientowanego sympleksu oraz elementarnego tancucha odpowiadajs-
cego o.



Lemat 8. C,(K) jest wolna grupa abelowa. Dla kazdej ustalonej orientacji wszystkich sym-
pleksow o € K, rodzina odpowiadajacych im elementarnych p-taricuchéw tworzy baze C\,(K).



Uwaga 9. Grupa Co(K) ma naturalng baze wyznaczona przez jedyna orientacje wszystkich 0-
symplekséw w K. Grupy C,(K), dla p >0, maja rézne bazy wyznaczane przez rézne mozliwe
orientacje.



Whiosek 10. Kazda funkcja f odwzorowujaca zorientowane p-sympleksy kompleksu K na grupe
abelowa G taka, ze f(—o)=— f(0) ma jednoznaczne przedtuzenie do homomorfizmu grupy C,
na grupe G.



Uwaga 11. Rozwazmy odwzorowanie 0,: C,(K) — C),_1(K) zdefiniowane w nastepujacy
sposob: jezeli o = |vg, v1, ..., V| jest zorientowanym sympleksem, p >0, to

gdzie symbol v; oznacza, ze wierzchotek v; zostat pominiety. Wéwczas ¢,, jest dobrze okreslonym
homomorfizmem. Dla p <0 grupa C,(K) jest trywialna, a wiec, w szczegélnosci, dla p <0 6,
jest trywialnym homomorfizmem.



Definicja 12. Homomorfizm zdefiniowany w Uwadze 11 bedziemy nazywaé operatorem brze-
gowym.



Przyktad 13. Obliczmy przyktadowe wartosci operatora brzegowego:

o1lvo,v1] = v1 — vo;
52[?}0, vy, U2: — [Ul, 02] - [”Uo, U2] =+ [Uo, Ul];
03[v0, V1, V2, 03] = [v1,v2, V3] — Vo, V2, V3] + [V0, V1, V3] — V0, V1, V2).



Geometryczng interpretacje powyzszych obliczen mozna zilustrowa¢ w nastepujacy sposéb:

l’l
3, ~ noovg




Dalej, sprawdzamy, ze

5152[?10, UV1,V2 =



Geometrycznie mozemy zinterpretowac ten fakt nastepujgco: kazdy wierzchotek 2-sympleksu
[vo, V1, V2] po zastosowaniu 2 pojawi sie zaréwno jako poczatek pewnego 1-sympleksu, jak i
koniec innego 1-sympleksu. Po wyekstrahowaniu tej informacji operatorem 01, otrzymamy pary
przeciwnie zorientowanych wierzchotkéw, ktére w wolnej grupie abelowej dodadza sie do zera.



Podobnie sprawdzamy, ze

d203[v0, V1, V2, v3] = 0.



Lemat 14. 0,_;00,=0.



Whiosek 15. Im 6,41 C Kerd, C Cp(K).



Definicja 16. Grupe Ker d,, nazywamy grupa p-cykli i oznaczamy Z,,(K).
Grupe Im 6,41 nazywamy grupa p-brzegéw i oznaczamy B,(K).

Grupe Ker o, /Im d,41 nazywamy p-ta grupg homologii K i oznaczamy H,(K).



Przykfad 17. Rozwazmy kompleks, ktérego podlegta przestrzenia jest brzeg kwadratu o bokach
€1,€2,€3, €4.

4
Z _( 3 \%%
%
Cq
‘( A
€
u 7 > —e

Przykfad 18. Rozwazmy kompleks, ktérego podlegta przestrzenia jest kwadrat o bokach e, es,
e3, e4. Dla opisania wszystkich symplekséw dorysujmy jeszcze przekatng es:
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Definicja 19. Niech K bedzie kompleksem, a L jego podkompleksem.

Mowimy, ze tancuch c jest przenoszony przez podkompleks L, jezeli jego wartos¢ jest rowna ()
na kazdym sympleksie, ktéry nie nalezy do L.

Mowimy, ze p-taricuchy c i ¢’ sa homologiczne, jezeli ¢ — ¢’ = 6,.1d, dla pewnego (p + 1)-
tancucha d.

Mowimy, ze p-tanicuch c jest homologiczny do zera (albo graniczacy), jezeli c = 0,4 1d, dla
pewnego (p+ 1)-fancucha d.



Przyktad 20. Rozwazmy kompleks, ktérego podlegta przestrzen ilustruje ponizszy obrazek:
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Powyzsze dwa przyktady sugeruja, ze grupy homologii zalezg wytacznie od podlegtej przestrzeni;
istotnie, jest to jedna z rzeczy, jakie udowodnimy w dalszym toku wyktadu.



