Uwaga 1. Niech J bedzie dowolnym zbiorem indekséw, niech
R’ ={(za)acy| J2ar 2, R}
bedzie produktem kartezjanskim J kopii IR, niech
E?={(24)ac € R’| 2, =0dlaprawie wszystkich o € J }.
R’ i E’ sa przestrzeniami wektorowymi z dziataniami zdefiniowanymi ,po wspétrzednych”.

Przestrzen E7 bedziemy nazywali uogélniong przestrzeniag euklidesowa. Jej baza jest zbiér
{ea| € J}, przy czym funkcje ¢, zdefiniowane s3 nastepujaco:

] 1jedlip=aq,
6“(5)_{ 0jesli B+ a.

W E“ wprowadzamy topologie poprzez zdefiniowanie metryki p w nastepujacy sposéb:
p((Za)acs, (Ya)acs) =max{|za — yal|a € J}.
Wszystko to, co zrobilismy z kompleksami w IRY uogélnia sie na kompleksy w E”: kompleksy

beda tu rodzinami n-symplekséw, ktére wszelako moga by¢ nieskonczone i nie mie¢ gdérnego
ograniczenia na wymiar.



Definicja 2. Abstrakcyjnym kompleksem symplicjalnym nazywamy rodzine niepustych
zbioréw S taka, ze jesli A € S, to rowniez kazdy niepusty podzbior A nalezy do S.

Element A kompleksu S nazywamy sympleksem, zas jego liczbe elementow pomniejszong o 1
nazywamy wymiarem sympleksu. Wymiarem kompleksu S nazywamy maksimum wymiaréw
sympleksow sktadajacych sie na S (lub oo, jezeli takie maksimum nie istnieje). Zbiorem wierz-
chotkow V' kompleksu S nazywamy sume mnogosciowa singletonéw w S. Podrodzine rodziny
S, ktora sama jest kompleksem, bedziemy nazywaé podkompleksem.

Dwa kompleksy S i T nazywamy izomorficznymi, jezeli istnieje bijekcja f pomiedzy zbiorem
wierzchotkéw S i zbiorem wierzchotkéw T taka, ze jesli {ag, a1, ..., an} € S, to wdéwczas

{f(a0), fa1),..., flan)} €T

Jezeli K jest (zwyktym) kompleksem symplicjalnym, zas V' zbiorem wierzchotkéw jego sym-
plekséw, to niech KC bedzie rodzing takich podzbiorow V, ze {ag, a1, ...,a,} € K wtedy i tylko
wtedy, gdy {ao, a1, ...,a,} generuje sympleks w K. Rodzine KC bedziemy nazywac¢ schematem
wierzchotkowym K.



Twierdzenie 3.

1. Kazdy abstrakcyjny kompleks symplicjalny S jest izomorficzny ze schematem wierzchot-
kowym pewnego kompleksu symplicjalnego K.

2. Dwa kompleksy symplicjalne sa liniowo izomorficzne wtedy i tylko wtedy, gdy ich schematy
wierzchotkowe sa izomorficzne jako abstrakcyjne kompleksy symplicjalne.



Definicja 4. Jezeli abstrakcyjny kompleks S jest izomorficzny z kompleksem wierzchotkowym
kompleksu K, to K nazywamy geometryczng realizacjg S. Geometryczna realizacja jest
wyznaczona jednoznacznie z doktadnoscia do izomorfizmu.



Przyktad 5. Rozwazmy kompleks symplicjalny K homeomorficzny z cylindrem S* x I, gdzie
I'=10,1]. Mozemy go zobrazowaé nastepujaco:




K jest rodzing ztozong z 6 symplekséw i ich écian. Alternatywnie mozemy ten sam kompleks
zobrazowaé w ponizszy sposob:

f d ¢




Na powyzsza wizualizacje sktadaja sie dwie rzeczy: kompleks L, ktérego podlegta przestrzenia
jest prostokat oraz ustalone etykietowanie wierzchotkéw L (zauwazmy, ze niektére wierzchotki
maja taka sama etykiete). Bedziemy rozwaza¢ ten diagram jako skrécona forme opisu abstrak-
cyjnego kompleksu S, ktérego zbiér wierzchotkéw sktada sie z elementéw a, b, c,d, e, f i ktorego
sympleksy zdefiniowane sa przez zbiory {a, f,d},{a,b,d},{b,c,d},{c,d, e}, {a,c,e},{a,e, f}
wraz z ich niepustymi podzbiorami. Jest jasne, ze kompleks § jest izomorficzny ze schematem
wierzchotkowym K, a wiec (z doktadnoscia do linowego izomorfizmu) okresla ten sam kompleks.
Innymi stowy, kompleks K jest geometryczng realizacjg S.



Niech f: L) — () bedzie odwzorowaniem, ktére kazdemu wierzchotkowi L przyporzadkowuje
tak samo nazwany wierzchotek /K. Woéwczas f przedtuza sie do odwzorowania symplicjalnego
g: |L| — |K|. Poniewaz jest to odwzorowanie pomiedzy zwartymi przestrzeniami Hausdorffa,
g jest odwzorowaniem ilorazowym, ktére utozsamia prawa krawedz |L| z lewa krawedzia |L|.
Dziatanie g zgodne jest z tym, w jaki sposob zwijamy kartke papieru, aby utworzy¢ z niej cylinder.



Uwaga 6. Rozwazmy taki sam kompleks L jak w poprzednim przyktadzie, ale z odmiennym
etykietowaniem, ktére przedstawia nastepujaca ilustracja:
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Tak jak poprzednio, powyzszy diagram przedstawia pewien kompleks S, ktérego sympleksy
jesteSmy w stanie wypisa¢. Niech /K bedzie geometryczng realizacja tego kompleksu. Wierzchotki
K odpowiadaja etykietom a,b,c,d, e, f. Jesli rozwazymy liniowe odwzorowanie symplicjalne f:
|L| — | K|, ktére danemu wierzchotkowi L przyporzadkowuje odpowiadajacy mu wierzchotek K,
to otrzymamy odwzorowanie ilorazowe, ktére identyfikuje lewa krawedz |L| z prawa krawedzig
|| dokonujac przy tym skrecenia. Otrzmana w rezultacie przestrzen |K | okazuje sie wiec by¢

wstega Mobiusa.



Przyktad 7. Torus definiowany jest najczesciej jako przestrzen ilorazowa otrzymywana z pro-

stokagta w nastepujacy sposéb:
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Mozemy zatem skonstruowaé kompleks, ktérego podlegta przestrzen jest homeomorficzna z
torusem, korzystajac z nastepujacego diagramu:

l
e ‘ e

a D ¢ a



Przyktfad 8. Przy szukaniu komplekséw, ktérych podlegta przestrzen ma byé homeomorficzna z
dang przestrzenia, nalezy zachowac¢ odrobine ostroznosci. Przyktadowo, ponizszy diagram, cho¢
podobny do poprzedniego, wcale nie okresla torusa:
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Przyktad 9. Butelka Kleina definiowana jest na ogét jako przestrzen powstata z prostokata
dzieki nastepujacym utozsamieniom:
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Jak wiadomo, nie mozna jej zanurzy¢ w IR?, ale potrafimy sobie wyobrazi¢, jak wyglada. Ponizszy
diagram ilustruje kompleks, ktérego podlegta przestrzen jest homeomorficzna z butelka Kleina:
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Definicja 10. Niech L bedzie skoniczonym kompleksem. Etykietowaniem wierzchotkéw L nazy-
wamy dowolng surjekcje f odwzorowujaca wierzchotki . na pewien zbior, nazywany zbiorem
etykiet. Etykietowaniu f odpowiada abstrakcyjny kompleks S, ktorego wierzchotki sa etykietami
L, a sympleksy sa zbiorami postaci { f(vo), f(v1), ..., f(vn)}, gdzie vo, vy, ..., v, generuja
sympleks w L. Odwzorowanie wierzchotkow L) na K zdefiniowane przez f przedtuza sie
do surjektywnego odwzorowania symplicjalnego g: |L| — |K|. Bedziemy mowi¢, ze K jest
kompleksem otrzymanym z etykietowanego kompleksu L oraz ze g jest stowarzyszonym
odwzorowaniem wklejajacym.



Uwaga 11. Stowarzyszone odwzorowanie wklejajace jest domknietym odwzorowaniem ilora-
zowym.



Definicja 12. Niech L bedzie kompleksem. Podkompleks Lo nazywamy petnym, jezeli kazdy
sympleks L, ktorego wierzchotki naleza do L, nalezy do Lj.



Lemat 13. Niech L bedzie kompleksem, niech | bedzie pewnym etykietowaniem jego wierz-
chotkéw, niech g: |L| — |K| bedzie stowarzyszonym odwzorowaniem wklejajacym, niech L
bedzie petnym podkompleksem L. Zatozmy, ze jesli v i w s3 wierzchotkami L. o tej samej
etykiecie, to

1.v i w nalezg do Ly,
2. Stv oraz St w sa rozfaczne.

Wéowczas dim g(o) = dim o dla wszystkich o € L. Ponadto, jesli g(o1) = g(02), to o1 i 09
muszg by¢ dwoma roztacznymi sympleksami nalezacymi do L.






