Definicja 1. n-sympleksem generowanym przez geometrycznie niezalezny zbiér punktow {ay,
ai,...,a, + C RY nazywamy zbior

mn mn
o= {a:elRN xzz tia;,to, ...,tnelR,Z ti=1,t0>0,t1>0, ..., t, >0}.
1=0 1=0



Uwaga 2. Niech o bedzie n-sympleksem generowanym przez geometrycznie niezalezny zbiér
punktéw {ag, aq, ..., a,}. Dla punktu x € o jednoznacznie wyznaczone skalary tg, t1,...,t, € R

takie, ze
n
r = Z tiai,
1=0

Z?:o ti=1orazty>0,t1 >0,...,t, >0 nazywamy wspoétrzednymi barycentrycznymi punktu

x wzgledem ag, a1, ..., a, i oznaczamy przez to(z),t1(x), ..., ty(x).



Definicja 3. Niech o bedzie n-sympleksem generowanym przez geometrycznie niezalezny zbior
punktow {ag, a1, ...,a,}. Punkty ag, a1, ..., a, nazywamy wierzchotkami sympleksu o, a liczbe
n jego wymiarem. Kazdy sympleks generowany przez pewien podzbior zbioru {ag, a1, ..., a, }
nazywamy $ciang sympleksu o. W szczegdlnosci Sciane sympleksu o generowang przez zbior
{ay,...,a,} nazywamy sciana lezaca naprzeciw wierzchotka ag. Sciany sympleksu o rézne od o
nazywamy $cianami witasciwymi, a ich sume mnogosciowa brzegiem sympleksu o, oznaczanym
przez Bd o.Wnetrze sympleksu o definiujemy jako o \ Bd o i oznaczamy przez Int o.



Uwaga 4. Niech o bedzie n-sympleksem generowanym przez geometrycznie niezalezny zbior
punktéw {ag, a, ..., a, . Wéwczas:

1.Bdo={x €0|Jic01,. niti,(x) =0};
2. Into={r€0o|Vicqo,1,. nyti(x)>0};

3. dla kazdego punktu = € o istnieje doktadnie jedna Sciana s sympleksu o taka, ze x € Int s.



Definicja 5. Niech v = (x1,...,xn) € RY. Normg z v nazywamy liczbe

N
lzll=4/> %
i=1

Kule N-jednostkowa B” definiujemy jako zbicr
BY = (e RN| 2] <1},
zas sfere N-jednostkowa S~ ~' jako zbior
SN t={ze R"|||z| =1}.
Dalej, gérng N-pdtsfere Eﬂf ~ 1 definiujemy jako zbiér
Ef‘lz {xre SN~1an >0},
a dolng N-pétsfere EY ~1 jako

EN "t ={zec SN zyN <0}



Definicja 6. Promieniem wychodzacym z punktu w € RY w kierunku punktu p € RY \ {0}
nazywamy zbior

R={reR"|z=w+tp,t >0}.



Lemat 7. Niech U C RY bedzie zbiorem ograniczonym, wypuktym i otwartym, niech w € U.
Wowczas:

1. kazdy promien wychodzacy z w przecina BAU =U \ U w doktadnie jednym punkcie;

2. istnieje homeomorfizm pomiedzy U oraz B, ktéry odwzorowuje Bd U na S™ ~1.



Whiosek 8. Niech o bedzie n-sympleksem generowanym przez geometrycznie niezalezny zbior
punktow {ag, a1, ...,a,}. Wowczas istnieje homeomorfizm pomiedzy o oraz B", ktéry odwzo-
rowuje Bdo na S™ 1.



Definicja 9. Funkcje T: R"N — R" nazywamy odwzorowaniem afinicznym, jezeli jest ztoze-
niem translacji (tj. funkcji postaci T'(x) = p + x, gdzie p jest pewnym ustalonym punktem) i
nieosobliwych odwzorowan liniowych (tj. odwzorowan liniowych o zerowym jadrze).



Uwaga 10. Niech 7: R — R" bedzie odwzorowaniem afinicznym, niech P bedzie ptasz-
czyzna generowana przez geometrycznie niezalezny zbiér punktéw {ag, aq, ..., a, }. Woéwczas
{T(ap), T(ay),....,T(an)} jest zbiorem geometrycznie niezaleznym, zas T'(P) jest ptaszczyzna
generowang przez zbior {1 (ap), T'(a1), ..., T(an)}.



Definicja 11. Kompleksem symplicjalnym w IR" nazywamy rodzine sympleksow K w R
taka, ze

1. kazda Sciana kazdego sympleksu w K nalezy do K;

2. przeciecie dwoch sympleksow z K jest sciang kazdego z nich.



Przyktad 12. Rodzina K, ztozona z 2-sympleksu wraz z jego scianami jest kompleksem.
Rodzina Ko ztozona z dwoch 2-sympleksow o wspdlnej Scianie i ich Sciany jest kompleksem.
Rodzina K3 nie jest kompleksem, a K, jest:



Lemat 13. Rodzina sympleksow K jest kompleksem wtedy i tylko wtedy, gdy spetnione s3
nastepujace dwa warunki:

1. kazda Sciana kazdego sympleksu w K nalezy w K;

2. kazda para roznych symplekséw w K ma roztagczne wnetrza.



Whiosek 14. Jezeli o jest sympleksem, to rodzina ztozona z o i wszystkich jego wfasciwych
scian jest kompleksem.



Definicja 15. Niech K bedzie kompleksem symplicjalnym. Podrodzina L rodziny sympleksow
K zawierajgca w szczegolnosci wszystkie Sciany wszystkich swoich elementéw jest kompleksem
symplicjalnym, ktory nazywac bedziemy podkompleksem. Podrodzina ztozona z wszystkich
symplekséw wymiaru co najwyzej rownego p jest podkompleksem, ktéry bedziemy nazywac p-
szkieletem kompleksu K i oznacza¢ przez K'P). W szczegélnosci O-szkielet K°) jest zbiorem

wierzchotkéw sympleksow w K.



Definicja 16. Niech X bedzie przestrzenig topologiczna, niech C = {C;|i € I} bedzie rodzing
podzbiorow X, niech’Y C X. Na kazdym zbiorze C};, © € I, okreslamy topologie podprzestrzeni
(tj. zbior V C C}; jest otwarty w C;, jezeli V = C; N U, dla pewnego zbioru U otwartego w X).
Na zbiorze Y okreslamy topologie koherentng wzgledem C w nastepujacy sposob: zbior ACY
Jest otwarty w topologii koherentnej, jezeli dla kazdego C;, i € I, zbior AN C; jest otwarty w C;.



Definicja 17. Niech K bedzie pewna rodzing symplekséw. Oznaczmy przez |K | podzbicr RY
réwny sumie mnogosciowej symplekséw z K. Na zbiorze |K | okreslamy topologie koherentna
wzgledem rodziny K, ktéra w tym kontekscie bedziemy nazywaé przestrzenia podlegta K lub

wielokomérka K. Jezeli K jest kompleksem, wielokomdrke KK bedziemy nazywaé wieloscianem
K.



Uwaga 18. Topologia przestrzeni podlegtej jest wieksza od topologii dziedziczonej z R™ (tzn.
kazdy podzbiér |K | otwarty w topologii IR" jest tez otwarty w topologii | K).



Przyktad 19. Topologia przestrzeni podlegtej moze by¢ rézna od topologii dziedziczonej. Roz-
wazmy rodzine symplekséw K ztozong z 1-symplekséw w R postaci [m,m+ 1], me N \ {0}, i

1
n+1’n
R (zbidér dodatnich liczb rzeczywistych), ale topologie |K | i R s3 rézne: na przyktad, zbiér
A= {%] neN\{0}} jest domkniety w

jest albo zbiorem pustym, albo singletonem {%} a wiec zbiorem domknietym w o jako zbidr

postaci { } n e N\ {0} wraz z wszystkimi ich scianami. Wéwczas zbidr | K | jest réwny

K| (dla kazdego sympleksu o € K przeciecie ANo

domkniety w R), ale nie jest domkniety w IR (granica ciggu (%) elementéw zbioru A réwna

0 nie jest elementem zbioru A).

neN



Uwaga 20. Niech A bedzie skonczonym sympleksem symplicjalnym. Wéwczas topologia prze-
strzeni podlegtej K jest réwna topologii dziedziczonej z R".



Lemat 21. Jezeli L jest podkompleksem K, to |L| jest domknieta podprzestrzenig |K|. W
szczegdlnosci, jesli o € K, to o jest domknieta podprzestrzenig |K |.



Lemat 22. Odwzorowanie f:|K|— X jest ciggte wtedy i tylko wtedy, gdy f [, jest ciagte dla
wszystkich o € K.



Definicja 23. Niech x bedzie punktem wieloscianu |K |. Zatézmy, ze jednoznacznie wyznaczony
sympleks 0 €K taki, ze x € Int ¢ ma wierzchotki ag, a1, ..., a,. Niech to, 11, ..., t,, 0znaczaja
wspotrzedne barycentryczne x wzgledem o. Jezeli v jest dowolnym wierzchotkiem I, to defi-
niujemy wspotrzedne barycentryczne t,(x) punktu x wzgledem v jako t,(x) =0, jesli v nie
jest jednym z wierzchotkéw ag, aq, ..., a,, oraz jako t,(x)=t;, jesliv=a;, 1 €{0,1,....n}.



Uwaga 24. Wspétrzedne barycentryczne sg funkcjami ciagtymi na |K|.



Lemat 25. |K | jest przestrzenia Hausdorffa.



Lemat 26. Jezeli K jest skoriczony, to |K | jest zwarty. Jezeli zbior A C |K | jest zwarty, to
istnieje skoriczony podkompleks Ky C K taki, ze A C |Ky.



Definicja 27. Niech K bedzie kompleksem symplicjalnym, a v jego wierzchotkiem. Gwiazdag
wierzchotka v nazywamy sume mnogosciowa wnetrz wszystkich sympleksow K, dla ktérych v jest
Jjednym z wierzchotkéw i oznaczamy Stv. Domknieta gwiazda v nazywamy domkniecie gwiazdy
St v, ktére oznaczamy przez St v (w szczegdlnosci domknieta gwiazda jest suma mnogosciowa
wszystkich sympleksow, dla ktérych v jest jednym z wierzchotkow i jako taka jest wieloscianem
pewnego podkompleksu kompleksu K). tgczem wierzchotka v nazywamy zbicr St v \ St v,
ktory oznaczamy przez Lk v
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Uwaga 28. Niech K bedzie kompleksem symplicjalnym, a v jego wierzchotkiem.
1. Stv jest otwarty w | K |.
2.Stw, |K|\Stv, Lkv sg wieloscianami podkompleksu kompleksu K .

3. Stwv i Stov sa tukowo spdjne.



Definicja 29. Kompleks symplicjalny K jest lokalnie skonczony, jezeli kazdy wierzchotek K
nalezy do skonczonej liczby sympleksow z K.



Uwaga 30. Kompleks jest lokalnie skonczony wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego jego wierz-
chotka v domknieta gwiazda St v jest wieloscianem skonczonego podkompleksu kompleksu K.



Lemat 31. Kompleks K jest lokalnie skoriczony wtedy i tylko wtedy, gdy |K | jest lokalnie
zwarta (tzn. kazdy punkt ma zwarte otoczenie).



Lemat 32. Niech K i L beda kompleksami symplicjalnymi i niech f: KO — 10 bedzie
odwzorowaniem o tej wtasnosci, ze jesli wierzchotki vg, v1, ..., v, generuja sympleks w K,
to wowczas wierzchotki f(vg), f(v1), ..., f(v,) generuja sympleks w L. Wowczas [ mozna
przedtuzy¢ do odwzorowania ciagtego F': | K| — |L| takiego, ze jesli

n
r = E tq;’UfL',

to wowczas

3



Definicja 33. Odwzorowanie o wtasnosciach takich, jak odwzorowanie I' z Lematu 32 nazywamy
odwzorowaniem symplicjalnym.



Uwaga 34. Ztozenie odwzorowan symplicjalnych jest odwzorowanie symplicjalnym.



Lemat 35. Niech K i L beda kompleksami symplicjalnymi i niech f: K9 — L) pedzie bijekcja
o tej wlasnosci, ze jesli wierzchotki vy, vy, ..., v, generuja sympleks w K, to wéwczas wierzchotki
f(vo), f(v1),..., f(vy) generuja sympleks w .. Wéwczas indukowane odwzorowanie symplicjalne

F:|K|—|L| jest homeomorfizmem.



Definicja 36. Odwzorowanie o wifasnosciach takich, jak odwzorowanie F' z Lematu 35 nazywamy
izomorfizmem symplicjalnym [ub homeomorfizmem symplicjalnym.



Whiosek 37. Niech A" oznacza kompleks symplicjalny ztozony z N-sympleksu i jego Scian.
Jezeli K jest skoriczonym kompleksem, to K jest izomorficzny z pewnym skoriczonym podkom-
pleksem kompleksu A", dla pewnego N € N.



