6 Dodatkowe zadania na egzamin.

1. Abstrakcyjny kompleks symplicjalny ma wierzchotki {v1,ve, v3,v4} 1 sympleksy {v1, va, v3},
{v1, v3, U5}, {v2, V3, va} 1 {v4, U5} Wraz ze Scianami. Wyznacz geometryczna realizacje tego
kompleksu w IR? i jego grupy homologii.

2. Wyznacz kompleks o 7 wierzchotkach, ktorego podlegla przestrzenia jest torus.
3. Wyznacz kompleks o 8 wierzchotkach, ktorego podlegla przestrzenia jest butelka Kleina.
4. Wyznacz grupy homologii nastepujacych kompleksow:

a) K zlozonego z 3 2-sympleksow (v1, va, v3), (v1,v2,v4), (v1,v3,v4) 1 ich Scian;

b) K zlozonego z 4 wierzchotkow vy, ...,v4 1 5 krawedzi (v, v;) dla (4, ) = (1,2), (1, 3),
(2,3),(2,4),(3,4);

c¢) 1-szkieletu 2-sympleksu;

d) K takiego, ze |K| jest homeomorficzne ze wstega Mobiusa;

e) K takiego, ze |K| jest homeomorficzne z cylindrem St x [0, 1].
5. Wyznacz grupy homologii butelki Kleina.
6. Wyznacz grupy homologii ptaszczyzny rzutowej.
7. Wyznacz grupy homologii sumy spéjnej dwoch ptaszczyzn rzutowych.

8. Niech wj i 21 beda cyklami na butelce Kleina zaznaczonymi na obrazku:

a b c 17

L @r

3

g4

a b ¢ «

Udowodnij, ze w1 + 21 jest reprezentantem warstwy generujacej grupe Hq(S)/T1(S).

9. Sume spojna TH#T dwobch torusow otrzymujemy wycinajac otwarty dysk z kazdego z
toruséw 7', a nastepnie sklejajac je wzdtuz powstaltych brzegdéw. Sume te mozna otrzymac
jako przestrzen ilorazowa o$miokata poprzez utozsamienie brzegéw tak, jak na obrazku:
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a. Zbuduj kompleks K, ktorego podlegla przestrzenia jest T#7T', poprzez odpowiednie
etykietowanie wierzchotkow kompleksu L zilustrowanego ponizej:
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b. Oblicz homologie T#T nasladujac metode z dowodu Twierdzenia 5.3.
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Doktadniej, niech A bedzie obrazem Bd L poprzez odwzorowanie sklejajace. Wow-
czas A jest homeomorficzne z sumg mnogosciowa 4 okregdéw o 1 punkcie wspolnym.
Niech wszystkie 2-sympleksy w L beda zorientowane przeciwnie do kierunku ruchu
wskazowek zegara, niech « bedzie suma odpowiadajacych im sympleksow w K.
Pokaz, ze kazdy 1-sympleks w K jest homologiczny z cyklem przenoszonym przez
A. Nastepnie pokaz, ze kazdy 2-tancuch w K, ktorego brzeg jest przenoszony przez
A jest wielokrotnoscia 7. Obliczenie homologii bedzie teraz polegalo na analizie
1-cykli przenoszonych przez A oraz na obliczeniu wartosci 6.

40



10.
1. Zdefiniuj n-krotna sume spojng torusow X,, = TH#T#...#T i oblicz jej homologie.
2. Zdefiniuj n-krotna sume spojna plaszczyzn rzutowych Y, = P24 P24 4 P2.

11. Oblicz homologic T#P2.

12.

1. Oblicz homologie 5-krotnych oslich uszu, tj. przestrzeni ilorazowej nastepujacej
przestrzeni:

2. Oblicz homologie n-krotnych oslich uszu.

13. Oblicz homologie nastepujace]j przestrzeni:
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