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Konsultacje:

Sroda, 15:00-16:00, p. 527, Bankowa 14 (co 2 tyg.)

Jezeli checesz spotkaé sie z prowadzacym podczas konsultacji,
postaraj sie powiadomié¢ go o tym przed lub po zajeciach,
zadzwon do jego pokoju, lub wyslij mu emaila.



Zasady zaliczania przedmiotu:

» 2 kolokwia, kazde warte 15 punktéw,

» 2 sprawdziany, kazdy warty 6 punktéw,

» aktywnos¢ na zajeciach, warta 3 punkty,

» egzamin, warty 55 punktéw.
Do egzaminu przystepuja tylko te osoby, ktére uzyskaja
zaliczenie z ¢wiczen.
Warunkiem zaliczenia ¢wiczen jest zdobycie co najmniej 25
punktéw.
Warunkiem zdania egzaminu jest zdobycie co najmniej 60
punktéw.
Kazde kolokwium bedzie trwato 90 minut, kazdy sprawdzian 20
minut, a egzamin konicowy 180 minut.



Sprawdziany odbeda si¢ na zajeciach w tygodniach:
» 13—-18 marca
» 15-19 maja
Kolokwia odbeda sie na zajeciach w tygodniach:
» 3—7 kwietnia
» 59 czerwca
Egzamin odbedzie sie

» 12 czerweca.



Plan wykladu:

02.22 Grupy i izomorfizmy grup. Podgrupy, podgrupy
generowane przez zbior.

03.01 Warstwy grupy wzgledem podgrupy. Twierdzenie
Lagrange’a. Rzad elementu grupy. Grupy
cykliczne.

03.08 Homomorfizmy grup, podgrupy normalne. Grupa
ilorazowa, twierdzenie o homomorfizmie.

03.15 Grupy permutacji.

03.22 Pojecie pierscienia. Podpierécienie, podpierécienie
generowane przez zbiér. Specjalne typy elementow
pierscienia.



03.29

04.05

04.12

04.19

04.26

Homomorfizmy pierécieni, idealty pierscieni. Idealy
generowane przez zbiér. Idealy pierwsze i
maksymalne.

Konstrukcja pierscienia wielomianéw jednej
zmiennej. Warto$¢ wielomianu, pierwiastki
wielomianu, funckja wielomianowa. Wielokrotne
pierwiastki wielomianéw. Roézniczkowanie
wielomianéw.

Wielomiany wielu zmiennych. Wielomiany
Symetryczne.

Lokalizacja pierscienia wzgledem zbioru
multyplikatywnego. Pierscienie lokalne.

Podstawowe pojecia teorii podzielnosci.



05.10

05.17

05.31
06.07

Podciata, podciatla generowane przez zbiér,
rozszerzenia cial. Charakterystyka pierscienia i
ciala, ciata proste i klasyfikacja cial prostych.

Rozszerzenie ciala o pierwiastek wielomianu. Cialo
rozkladu wielomianu. Cialo algebraicznie
domkniete.

Baza i stopien rozszerzenia. Elementy algebraiczne
i przestepne. Rozszerzenia algebraiczne i
skonczone. Algebraiczne domkniecie ciata.

Ciala skonczone.

Struktura grupy elementéw odwracalnych ciata
skonczonego.
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Grupy i izomorfizmy grup.



Definicja
Niech A bedzie niepustym zbiorem.

Dzialaniem wewnetrznym (lub, krétko, dzialaniem) w
zbiorze A nazywamy funkcje x : A x A — A.

Niech ponadto B bedzie niepustym zbiorem.

Dzialaniem zewnetrznym w zbiorze A nazywamy funkcje

*x: BxA— A.



Uwaga

To, Ze w zbiorze A okre$lono dzialanie wewnetrzne # w
szczegolnosci oznacza, ze:

1. Va,y € A[x(z,y) istnieje],
2. Va,y € A[*(z,y) € A].
Zamiast #(x,y) bedziemy na ogdl pisaé x = y.

Podobnie, jesli B # J, to to, ze w zbiorze A okreslono dziatanie
zewnetrzne ¢ w szczegolnosci oznacza, ze:

1. Ya € BYx € A[o(a,x) istnieje],
2. Ya € BVz € A[o(a,x) € A].
Zamiast o(a,x) bedziemy na ogdl pisac a o x.

Na tym wykladzie bedziemy zajmowac sie prawie wylgcznie
dziataniami wewnetrznymi.



Przyktady:

1. Dodawanie liczb naturalnych jest dziataniem w zbiorze N.
Zauwazmy, ze dodawanie mozemy formalnie zdefiniowaé
rekurencyjnie jako funkcje d : N x N — N warunkiem:

o d(z,0) =z
diw.y) {d(:z,S(y)) = 5(d(@.y)),

gdzie S : N — N oznacza funkcje nastepnika liczb
naturalnych.

Symbol “+” dla oznaczenia dodawania wprowadzit w 1489
roku Johannes Widmann.



2. Mnozenie liczb naturalnych jest dzialaniem w zbiorze N.
Podobnie jak dodawanie, mnozenie mozemy zdefiniowaé
rekurencyjnie jako funkcje m : N x N — N dang warunkiem:

mi(z,y) = {m(w,O) =0,

m(x,S(y)) = m(z,y) + =,

gdzie, jak poprzednio, S : N — N oznacza funkcje
nastepnika liczb naturalnych.

Znak “x” dla oznaczenia mnozenia wprowadzil w 1631
roku William Oughtred, zas symbol “” zaproponowat
Gottfried Wilhelm von Leibniz w roku 1698.



3. Odejmowanie i dzielenie nie sa dzialaniami w zbiorze N:
3—5¢Noraz1+2¢N.
7 drugiej strony, odejmowanie jest dzialaniem w Z, a
dzielenie jest dzialaniem w Q\{0}.

4. Mnozenie wektoréw na plaszczyznie przez skalary
rzeczywiste jest przyktadem dzialania zewnetrznego.



Definicja

Niech A bedzie niepustym zbiorem, a * i o dziataniami w A.

1. Mowimy, Ze = jest taczne, jezeli

Ut

Mowimy,

Mowimy,

Mouwrmy,

Mowimy,

Vao,y,z€ Alx = (y = 2) = (= y) * 2].
Ze * jest przemienne, jeZel
Ve,ye Az xy =y = x].
ze * ma element neutralny e, jezeli
Vee Alxxe=exx = zx|.
ze y jest elementem odwrotnym do z, jezeli
T*Yy =1Y*T = €.
ze o jest rozdzielne wzgledem +, jezeli

Ve.y.ze Alzo(y*2) =z oy *xo0 2z



Przyktady:

5. Dodawanie i mnozenie liczb naturalnych sg taczne i
przemienne.

0 jest elementem neutralnym dodawania, a 1 jest
elementem neutralnym mnozenia.

Ponadto mnozenie jest rozdzielne wzgledem dodawania.

1 nie ma elementu odwrotnego wzgledem dodawania, a 2
nie ma elementu odwrotnego wzgledem mnozenia.



6. Rozwazmy dodawanie i mnozenie liczb calkowitych.

Kazda liczba catkowita ma element odwrotny wzgledem
dodawania, ale 2 nie ma elementu odwrotnego wzgledem
mnozenia.

7. Rozwazmy dodawanie i mnozenie liczb wymiernych.

Kazda liczba wymierna ma element odwrotny wzgledem
dodawania i kazda niezerowa liczba wymierna ma element
odwrotny wzgledem mnozenia.



8. Rozwazmy dowolny niepusty zbiér X i rodzing A
wszystkich funkcji f : X — X oraz dziatanie sktadania
funkcji.

Jest to dziatanie laczne, ale nie jest przemienne.

Funkcja identycznosciowa X 3 x — x € X jest elementem
neutralnym tego dzialania, a jedyne funkcje, ktére maja
elementy odwrotne, to funkcje réznowartosciowe.



Definicja

1. Algebra nazywamy cigg

(Aa*la"'7*n7B1a"'7Bm7'17"

'7'm)7

gdzie A jest niepustym zbiorem,xq, ..., %, dziataniami
wewnetrznymi w zbiorze A, a -1, ..., dzialaniami
zewnetrznymi w zbiorze A (wraz z odpowiadajgcymi im
zbiorami By, ..., Bp).

2. Grupa nazywamy algebre (G, %), gdzie = jest lgczne, ma
element neutralny i kazdy element w zbiorze G ma element
odwrotny.

Jezeli ponadto = jest przemienne, to grupe (G, *) nazywamy
przemienng (lub abelowg).



Przyktady:

9. Przyktadami algebr znanymi z wyktadu z algebry liniowej
sa ciala, czyli algebry (F, +,-), gdzie + i - sa dzialaniami
lacznymi, przemiennymi, majacymi elementy neutralne,
odpowiednio, 0 i 1 oraz takie, ze kazdy element zbioréw,
odpowiednio, F' i F* ma element odwrotny.

Przyktadami algebr, w ktérych wystepuja dziatania
zewnetrzne, sa przestrzenie liniowe, czyli algebry

(V,+, F,-), gdzie + jest dzialaniem wewnetrznym zbioru F,
ktore jest taczne, przemienne, ma element neutralny i
wzgledem ktérergo kazdy element zbioru V' ma element
odwrotny, natomiast - : ' x V — V jest pewnym
dziataniem zewnetrznym, przy czym F' jest ciatem.



10. Grupy liczbowe. (Z,+),(Q,+), (R, +), (C, +) sa
przykladami grup przemiennych. (N, +) nie jest grupa.
Podobnie (Q*, ), (R*,-), (C*,-), gdzie A* = A\{0}, sa
grupami przemiennymi. (N*,.) i (Z*,-) nie sa grupami.



11. Grupy pochodzace od ciala. Uogdlniajac poprzedni
przyklad, dla dowolnego ciata (F, +,-) algebry (F, +) oraz
(F™*,-) sa grupami przemiennymi.



12. Grupy reszt. Niech n € N i oznaczmy przez

Zn =1{0,1,...,n—1}. W zbiorze Z,, definiujemy
dodawanie modulo n:

T @,y = reszta z dzielenia x + y przez n
oraz mnozenie modulo n:

T ®ny = reszta z dzielenia x - y przez n.
Niech ponadto

U(Zyp) ={k€Zy: NWD(k,n) =1}.

(Zy,,®n) 1 (U(Zy),®y) sa przykladami grup przemiennych.

(Z7,®y) na ogol nie jest grupa, chyba ze n jest liczba
pierwsza — wowczas Z: = U(Zy,).



13. Grupy macierzy. Niech F' bedzie dowolnym cialem, niech
M (n, F) oznacza zbiér macierzy kwadratowych stopnia n o
wspolczynnikach z ciata F'.

(M(n, F),+) jest grupa przemienna, przy czym -+ oznacza
tu dodawanie macierzy.
Niech

GL(n,F)={Ae M(n,F):det A+ 0}.
(GL(n, F),-) jest grupa, ktéra na ogdt nie jest przemienna,
przy czym - oznacza tu mnozenie macierzy.

Grupe te nazywamy grupa liniowg stopnia n nad ciatem
F.

Niech
SL(n,F)={Ae M(n,F):det A =1}
(SL(n, F),-) jest grupa, ktéra na ogdt nie jest przemienna.

Grupe te nazywamy specjalng grupg liniowa stopnia n
nad ciatlem F'.



14. Grupy zwigzane z przestrzenia liniowa. Niech V'
bedzie przestrzenia liniowa. (V, +) jest grupa przemienna,
przy czym + oznacza tu dodawanie wektorow.

Oznaczmy przez Aut(V') zbiér automorfizméw liniowych
przestrzeni V.

(Aut(V'),0) jest grupa, ktéra na ogél nie jest przemienna,
przy czym o jest tu dziataniem sktadania przeksztalcen
liniowych.

Zatézmy, ze w przestrzeni V zdefiniowalismy funkcjonat
dwuliniowy £ okreslajacy na V strukture przestrzeni
euklidesowej.

Oznaczmy przez O(V') zbiér automorfizméw ortogonalnych
przestrzeni V.

(O(V),0) jest grupa, ktéra na ogdt nie jest przemienna.

Grupe te nazywamy grupa ortogonalna przestrzeni

(V. €)-



15. Grupy funkcji. Niech (G, *) bedzie grupa, niech X # (.
W rodzinie funkcji

GX = {f:X — G : f jest funkcja}
definiujemy dziatanie
(fog)(@) = f(x)*g(x).

(GX ,©) jest grupa, ktoéra jest przemienna, gdy G jest
przemienna.



16. Grupy zadane tabelkami Cayleya. Dzialania w
grupach czesto wygodnie jest zapisywaé w tabelkach
Cayleya.

Na przyktad tabelka dziatan w grupie (Z},®s) wyglada

nastepujaco:
(@ [[1]2]3]4]
1111234
2 121413
3 (3|114]2
4 141321




Przyktadem grupy zadanej przez tabelke Cayleya, ktéra nie ma
odpowiednika wsréd grup liczbowych, jest grupa czwérkowa
Kleina (K4, ), gdzie K4 = {a,b, ¢, d} oraz dzialanie -
zdefiniowane jest nastepujaco:

ol || o
e |x|laofo
Qoo | | &

QIO |




17. Grupy przeksztalcen. Niech X # (J, niech
S(X) ={f:X — X : f jest bijekcja}.

(S(X),0) jest grupa, ktéra na ogdt nie jest przemienna,
przy czym o oznacza tu dziatanie sktadania funkc;ji.

Jesli X = {1,2,...,n}, to grupe S(X) oznaczamy przez
S(n) i nazywamy grupa symetryczng stopnia n albo
grupa permutacji stopnia n.

Dla grup symetrycznych przyjmujemy nastepujaca notacje:
jeslioe S(n)io(l) =1i1,...,0(n) =ip, to piszemy

(1 2 ... n>
g = . . . .
11 19 ... 1p



Na przyktad dla n = 3 elementy grupy S(3) to nastepujace

funkcje:

g (123 (123 /12 3

M3\ 9 3) % Lo 3 1) 22" {31 2
1 2 3 1 2 3 /12 3

51 13 2) % 3 21) % (213



Tym samym tabelka dzialan w grupie S(3) wyglada
nastepujaco:

Lo [ids]oi|oa] s [s2]s]
idg idg 01 09 S1 S9 S3

01 01 02 id3 S9 S3 S1

09 || 09 |id3 | o1 | s3 | s1 | s9

S1 1l 81 | s3 | 82 |id3 | o9 | 01

59 59 S1 S3 01 idg 09

S3 S3 S9 S1 09 01 idg

Widzimy, Ze jest to przyklad grupy nieprzemiennej:

S§1 001 = S§2 aleolosl = S3.



18. Grupy izometrii wlasnych n-kata foremnego. Dla
n = 3, n € N, oznaczmy przez D(n) zbidr izometrii
wlasnych n-kata foremnego.

(D(n), o) jest grupa.



Na przyklad grupa D(3) sklada sie z nastepujacych izometrii

tréjkata rownobocznego:

3

ID3 :

identycznosé

3

Os :
1 2

obrét o 240°

3
symetria wzgledem

symetralnej przechodzacej
przez wierzchotek 2

O :

1 2

obrét o 120°

3

S1: i 2
symetria wzgledem
symetralnej przechodzacej
przez wierzchotek 1
3

. /N

symetria wzgledem
symetralnej przechodzacej
przez wierzchotek 3



Tabelka dziatan w grupie D(3) wyglada zatem nastepujaco:

Lo [IDs] 01 [ 05 [ S1 | % | S |
IDs || ID3s | Oy 0D S1 So Ss
O1 || O | Oy |IDs| Sy | S3 | Sy
Oy || O2 |ID3| O1 | S5 | S1 | 52
S1 S1 S3 Sy | IDs3 | Oo 01
S9 S9 S1 S3 O1 |ID3 | O9
Ss Ss | Sy | S1 | Oz | O | IDs




19. Skoniczony produkt grup. Niech (G1,*1),...,(Gp, *p)
beda grupami.
W produkcie kartezjanskim G = Gy x ... x G, definiujemy
dziatanie “po wspolrzednych”:

(al,...,an)*(bl,...,bn) = (a1 *1 bl,...,an*nbn).

(G, *) jest grupa.



Jako przyklad rozwazmy grupy (Zz2,®2) i (Z2,®2). Wowczas

{(0,0),(0,1),(1,0), (1, 1)}

i tablelka dziatan wyglada nastepujaco:

ZQXZQ

[ (0,0)](0,1)](1,0) ] (1,1)]

|||
— O |— |
—— DD
S [ | N | —
—~| ||
O[O |
(DD
S [ | |
|||
—|O |~ O
OO | [~
S [ | N | —
—~| ||
O[O |
O | |
g D e
—~| ||
O |O |-
OO |- [~
| —|—




Definicja
Niech (G1,*1) i (Ga,*2) bedg grupami.

Funkcje f : G1 — G nazywamy izomorfizmem grup, jezeli
jest bijekcjq i spelniony jest warunek

Yo,y e Gilf(z*1y) = f(z) *2 f(y)].

Jezeli istnieje izomorfizm f: Gy — Ga, to grupy Gy i Ga
nazywamy izomorficznymi, co oznaczamy przez G1 = Gs.



Przyktady:

20. Grupy S(3) i D(3) sa izomorficzne.
Istotnie, rozwazmy funkcje f : S(3) — D(3), ktéra, dla
wygody oznaczen, zdefiniujemy tabelka jako:

| o [ids Jor[os[s1]sa]ss]
[J(@) [ID3[ 0102 [ 51 ] 2] S5 ]

Oczywiscie jest to bijekcja.
Poréwnujac tabelki dzialan w S(3) i D(3) widzimy, ze jest
to tez izomorfizm grup.



21. Grupy Ky i Zs x Zo sa izomorficzne.

Istotnie, izomorfizm ustala funkcja f : K4 — Zo X Zo dana
tabelka

[z [ a [ b ] c[d]
/@ [00[0.)[00[ED]




W dowolnej grupie (G, *) wprowadzamy oznaczenie

W szczegdlnosci [ [/, z = 2™



Tradycyjnie uzywamy w teorii grup dwéch réwnolegtych
terminologii, addytywnej i multyplikatywnej, wedlug
nastepujacego schematu:

’ Definicja Notacja addytywna | Notacja multyplikatywna
Jr
dziatanie dodawanie mnozenie
suma iloczyn
0 1
element neutralny .
Z€ero jedynka
otepa. nx z"
potes wielokrotnosé potega
element odwrotn, 7 z!
Y| element przeciwny element odwrotny




Twierdzenie
Niech (G, %) bedzie grupg. Wowczas:

1.

© 0 N> o

Ll

element neutmlny e jest wyznaczony jednoznacznie;

m .
Hi=1 Ty * ] m+1 Hk; 1 Lk dla z1,...,Tmin € G;
m+"=$x,dlaxeG,

(™ = 2™ dla x € G;

element odwrotny jest wyznaczony jednoznacznie;

x

(2% x xZ’“)*l =z, "

(= H™l =2, dla z € G;
(tsyxa)" =2 sy s 2, dlax,y € G;

#...xxyt, dlaxy,. ..o € G

jezeliz sy =x=*2, toy =z oraz jeZeliy=x = z*x, to
y = z (prawo skracania).



Dowdd.
Udowodnimy dla przyktadu czesé (1):

jedli e i €’ sa dwoma elementami neutralnymi, to wéwczas



Podgrupy, podgrupy generowane
przez zbior.



Definicja

Niech (G, -) bedzie grupq.

Podzbior H # & zbioru G nazywamy podgrupa grupy G
(piszemy H < G), gdy (H, - pxm) jest grupq.



Przyktady:

. Z < R z dodawaniem;
. R* < C* z mnozeniem;

. SL(n,F) < SL(n,F) z mnozeniem macierzy;

I R

. Zy, nie jest podgrupa grupy Z.



Twierdzenie
Niech & # H < G i niech (G,-) bedzie grupqg.
Nastepujgce warunki s¢ réwnowazne:

1. H<G;

2. H ma nastepujgce wlasnosci:
» lg € H,
» Yao,ye H(zy € H),
» Ve Hxz ' e H);

3. H ma nastepujgcg wlasnosé:
» Vz,ye H(xy~' e H).



Dowdd.
Roéwnowaznosé (1) < (2) jest oczywista.
Dla dowodu implikacji (2) = (3) ustalmy z,y € H.

e H, wiec xy~' € H.

Mamy, ze y~
Pozostaje udowodni¢ implikacje (3) = (1).
Poniewaz H # (¢, wiec istnieje x € H.
Stad
lg = zx~' e H.

Dalej:

7l =1gz ' e H.
Ustalmy z,y € H.

1

Wéwczas y~ € H, a zatem:

zy=xz(y )" teH.



Przyktady:

5. Zauwazmy, ze 1, (C) = {z € C*: 2" =1} < C*.
Istotnie, ustalmy 21, 22 € 1, (C), a zatem niech 2z =11
zy = 1.

Wowcezas (2125 1) = (2)" = % =1=1,czyli
21251 € p1,(C).
6. Zauwazmy, ze {0,2,4} < Zg z dodawaniem.

Istotnie, 0 € {0, 2,4}, dodawanie na kazdej parze nie
wychodzi poza zbior {0,2,4} oraz 0 jest elementem
symetrycznym dla 0, 2 dla 4 i 4 dla 2.



7. Zauwazmy, ze 2Z = {2k : k € Z} < Z 7z dodawaniem.
Istotnie, ustalmy x,y € 27, a zatem niech x = 2k i y = 21.
Wéwezas ¢ —y = 2k — 21l = 2(k — 1), czyli ¢ — y € 2Z.

8. Zauwazmy, ze je$li G jest dowolng grupa, to
{lg} < G oraz G < G.

Podgrupy te nazywamy podgrupami niewlasciwymi,
wszystkie pozostale — podgrupami wtasciwymi.



Twierdzenie
Niech R = {H; :i € I} bedzie rodzing podgrup grupy G;
1. ey Hi jest podgrupa grupy G,
2. U;er Hi jest podgrupa grupy G, o ile R jest laricuchem.



Dowdd.

1. Oznaczmy F = (),.; H;. Ustalmy z,y € F.
Wtedy
Vie I(x,y € Hy),

a zatem
Vie I(zy ' e H),
czyli zy~1t e F.
2. Oznaczmy F =
Ustalmy =,y € F.
Wtedy

zEI

Hio € I(x,y (S Hio)7

a zatem
Jig € I(zy~' € Hyy),

czyli zy~ ' € F.



Definicja

Niech (G, -) bedzie grupg oraz A < G pewnym zbiorem.
Nagmniejszqg w sensie inkluzji podgrupe grupy G zawierajgcqg
zbior A (tj. przekrdj wszystkich podgrup grupy G zawierajgcych
A) nazywamy podgrupa generowang przez A i oznaczamy

(A).



Uwaga

Podgrupa grupy G generowana przez zbior A ma nastepujgce
wlasnosci:

1. (A) <G,
2. Ac (A,
3. jesli H < G oraz A c H, to wtedy (A) < H.



Definicja
Kazdy zbior A o tej wlasnosci, ze (A) = G nazywamy zbiorem
generatoréw grupy G.

Jesli A = {ay,...,an} to oznaczamy

{ay,. .. an) = (A).

Mowimy, Ze grupa jest skonczenie generowana, gdy istniejg
elementy g1, ...,9n € G takie, Ze

G={g1, -, 9n)-



Uwaga
W szczegdlnosci grupa skonczenie generowana nie musi byé
skoriczona, na przyklad 7. = (1).



Twierdzenie (o postaci elementéw podgrupy generowanej
przez zbibr)

Niech (G, -) bedzie grupg, niech A < G.
Wowczas

A afak 2 ..a" neNk€Z,a; e A}
1 72 n



Dowdd:

Oznaczmy

Ay = {aab? . afr ineN ke Z,a; e A}

n

Pokazemy, ze A1 < G.



Zauwazmy, ze 1g € Ax:
Istotnie, wezmy aq € A.
Wtedy z definicji potegi af = 1 € A;.
Zauwazmy dalej, ze dla z,y € A zachodzi xy € A;:
Istotnie, ustalmy x = a"flaé€2 coabn oy = blllblg2 Sobm nome N,
ki,li € Z, a;,b; € A.
Mamy:

vy = aab? . akrplbl L bim e AL
Na koniec zauwazmy, ze dla x € A; zachodzi 7' € Ay:
Istotnie, ustalmy = = a'flagz c.af mneN ke, a; € A
Mamy:

— _ _ —kp— —
el = (aFrabr ek = g ke Mt e e AL



Pozostaje pokazaé, ze A = (A).

Inkluzja (D) jest oczywista, pozostaje wykazaé inkluzje (<).
Dowéd prowadzimy przez indukcje wzgledem n.

Dla n = 1 ustalmy a; € A.

7 definicji podgrupy, alfl nalezy do wszystkich podgrup
zawierajacych a1, a wiec i zbiér A, zatem z definicji alfl e (A).



Zalézmy, ze twierdzenie zachodzi dla pewnej ustalonej liczby
n > 1, a wiec ze dla a1, a9,...,an, € A, k1,...,k, € Z zachodzi

akr . akn e (A).

Wowcezas dla dla a1, a9, ...,0n, 0041 € A, k1,..., kn, kny1 €Z

zachodzi

aft b afr e (A,
—_——————

&4 e(4)



Whniosek
1. Niech G bedzie grupg oraz niech a € G.

Wowczas
(a) = {a*: ke Z}.

2. Niech (G,-) bedzie grupg abelowq oraz niech
{ai,...,an} < G.

Wowczas

la, ... an) = {a™ .. . af" : k; € 7).



Przyktady:

9. (1) =Z;

10. {15 = Zn, n e N;

11, (2,3) = {2k + 31 : k,l € Z} < Z;
12. {4,5) = {4"5™ : n,m € Z} < R*,



13. W grupie D(3) = {ID3, 01,03, 51, S92, S3} mamy:

{IDs) {IDs},
(O1) = {ID3,01,0},
(O2) = {ID3,01,03},
(S1) = {ID3, 51},
(S2) = {ID3, 5},
(93) = {ID3, 53},
(01,51) = D(3);



14. Q* = <{ip]f1 ..pinine Nk € Z,p; € PY), gdzie P oznacza
zbioér liczb pierwszych;



15. W grupie GL(n, F') rozwazmy macierze postaci

10 ... 0 ... 0 ... 017
o1 ... 0 ...0 ... 0
00 1 a 0 ;
Tij(a) = oraz
0 0 0 1 0 J
L 0 0 0 0 1]
1
r1 0 07
0 1 0 0
Oi(a) = 0 0 a 0 i
Lo 0 ... 0 ... 1]

7

zwane, odpowiednio, transwekcjami oraz dylatacjami.



Wéwcezas

GL(n,F) = {Ti;j(a),0i(b) : a,be F,i,j e {1

.....



