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Zadania

Zestaw 1: Przestrzenie wspó≥rzÍdnych

CzÍúÊ A

Przestrzenie wspó≥rzÍdnych i ich podprzestrzenie

1. W przestrzeni liniowej R2 oblicz:
(a) [1, 2] + [1, 4], (b) 4[1, 3], (c) ≠[4, 3], (d) [2, 0]≠ [3, 1].

2. W przestrzeni wektorowej R2 rozwiπø równanie:
(a) x+ [5, 4] = [3, 1], (b) [2, 6]≠ x = [1, 0], (c) 5x = [5, 2], (d) 4x = [6, 1].

3. W przestrzeni liniowej R3 oblicz:
(a) [7, 1, 8]+ [1, 6, 0], (b) 5[1,≠1, 0], (c) ≠[1, 0, 4], (d) [1, 3, 0]≠ [1, 5,≠1], (e) 5[9, 3, 1]≠ 7[5, 1, 0].

4. W przestrzeni wektorowej R3 rozwiπø równanie:
(a) x+[7, 2, 0] = [8, 7, 5], (b) [9, 6, 3]≠x = [5, 1, 7], (c) 3x = [9,≠12, 0], (d) 4x+[1, 1, 6] = [5, 13, 6].

5. Niech K bÍdzie cia≥em. Zbadaj, które z nastÍpujπcych podzbiorów przestrzeni K

4
sπ podprzestrzeniami

wektorowymi:

(a) U = {[t, t+ 1, 0, 1] : t œ K},
(b) U = {[t, u, t+ u, t≠ u] : t, u œ K},
(c) U = {[tu, u, t, 0] : t, u œ K},
(d) U = {[x, y, z, t] : x+ y ≠ z = 0},
(e) U = {[x, y, z, t] : x+ y ≠ z = 0 i 2x+ y = 0},
(f) U = {[x, y, z, t] : xy = 0},
(g) U = {t[1, 0, 1, 0] + u[0,≠1, 0, 1] : t, u œ K}.

6. Zbadaj, które z nastÍpujπcych podzbiorów przestrzeni R4 sπ podprzestrzeniami liniowymi:
(a) U = {[t, u, t+ u, t≠ u] : t ˛ u},
(b) U = {[t, u, t, 0] : tu ˇ 0},
(c) U = {[x, y, z, t] : x, y, z, t œ Q}.

7. Zbadaj, które z nastÍpujπcych podzbiorów przestrzeni Z23 sπ podprzestrzeniami liniowymi:
(a) U = {[0, 0], [1, 2], [2, 1]},
(b) U = {[0, 0], [1, 1], [2, 2]},
(c) U = {[0, 0], [1, 2], [2, 2]}.

8. Jakiej postaci sπ wektory naleøπce do warstwy [1, 1] +W , gdzie W = {[u, u+ t] : u, t œ R} < R2.
9. Dana jest podprzestrzeÒ U = Sol(X ≠ Y = 0) przestrzeni Z32. Wypisz wszystkie wektory naleøπce do
warstwy [1, 2] + U .

10. Wprzestrzeni Rn wyznacz kombinacjÍ liniowπ wektorów v1,v2,v3 o wspó≥czynnikach odpowiednio a1, a2, a3,
gdzie:

(a) n = 2, v1 = [1, 0], v2 = [≠2, 3], v3 = [1, 2], a1 = ≠1, a2 = 2, a3 = 1,
(b) n = 3, v1 = [1, 0, 2], v2 = [2, 1, 1], v3 = [1, 2, 0], a1 = 1, a2 = 2, a3 = 1.

11. Sprawdü czy wektor w jest kombinacjπ liniowπ wektorów v1, . . . ,vn przestrzeni Rn, jeúli:
(a) n = 2, v1 = [1, 0], v2 = [2, 1], w = [≠1, ≠1];
(b) n = 3, v1 = [1, 0, 2], v2 = [1, 1, 1], v3 = [1, 2, 0], w = [1, 1, 2].

12. Wyznacz wszystkie wartoúci parametru a œ R, dla których wektor w jest kombinacjπ liniowπ wektorów
v1,v2,v3 przestrzeni R3, gdzie:
(a) v1 = [2, 3, 5], v2 = [3, 7, 8], v3 = [1, ≠6, 1], w = [7, ≠2, a];
(b) v1 = [4, 4, 3], v2 = [7, 2, 1], v3 = [4, 1, 6], w = [5, 9, a];

(c) v1 = [3, 2, 5], v2 = [2, 4, 7], v3 = [5, 6, a], w = [1, 3, 5];

(d) v1 = [3, 2, 6], v2 = [5, 1, 3], v3 = [7, 3, 9], w = [a, 2, 5].
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13. Sprawdü czy w przestrzeni wektorowej R3 prawdziwa jest przynaleønoúÊ:
(a) [4, 9, 9] œ lin([≠8,≠18, 18]),
(b) [2, 5, 3] œ lin([1, 3, 0], [0, 8, 1]),
(c) [3, 1, 5] œ lin([1, 4, 8], [1, 5,≠5], [1, 6, 0]).

14. Sprawdü czy w przestrzeni R2 zachodzi równoúÊ W1 =W2, jeúli:
(a) W1 = lin([3, 1]), W2 = lin([21, 7], [9, 2]),

(b) W1 = lin([1, 6], [4, 1]), W2 = lin([1, 2], [5, 2]),

(c) W1 = lin([1, 3], [9, 6]), W2 = lin([5, 3], [7, 6]).

15. Sprawdü czy dane wektory rozpinajπ przestrzeÒ R2:
(a) [1, 3], [1, 4], (b) [1, 2], [7, 6], (c) [1, 2], [5, 1], [9, 0].

16. Sprawdü czy dane wektory rozpinajπ przestrzeÒ R3:
(a) [1, 2, 2], [5, 1, 3], [9, 0, 4], (b) [2, 3, 5], [3, 4, 9], [5, 8, 17], (c) [1, 2, 4], [3, 5, 9].

17. Sprawdü czy wektory v oraz w sπ kombinacjami liniowymi uk≥adu A wektorów przestrzeni R4, jeøeli

a) A = (
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Czy zapis wektora v w postaci kombinacji liniowej uk≥adu A jest jednoznaczny?
18. Dla danych podzbiorów U, A przestrzeni liniowej V pokaø, øe U jest podprzestrzeniπ przestrzeni V oraz

lin(A) µ U .
(a) V = R3, U = {[x1, x2, x3] : 2x1 ≠ x2 + x3 = 0}, A = {[1, 0, ≠2], [0, 1, 1], [1, ≠1, ≠3]};

(b) V = Z34, U = Sol(
I
X1 +X2 ≠X4 = 0
X2 ≠ 2X3 = 0

), A = {[1, 1, 2, 2], [0, 1, 2, 1], [2, 2, 1, 1]}.

19. Wskaø skoÒczony zbiór A rozpinajπcy podprzestrzeÒ U przestrzeni liniowej V , gdzie:

(a) V = R3, U = R3;
(b) V = R4, U = {[t+ u, u, 2t, t≠ u] : t, u œ R};
(c) V = Z33, U = Sol(X1 +X2 ≠X3 = 0);

(d) V = Q4, U = Sol(
I
X1 + 2X2 ≠X3 = 0
X1 ≠X2 +X3 ≠X ≠ 4 = 0

).

20. Stosujπc operacje elementarne wyznacz ca≥kowicie zredukowany uk≥ad rozpinajπcy U , gdzie:

(a) V = R3, U = lin( [1, 5, 7], [2, 1, 2], [≠5, 2, 1] );
(b) V = Z54, U = lin( [4, 2, 3, 2], [2, 1, 2, 2], [1, 3, 0, 4], [2, 1, 4, 1] ).

21. Wykonujπc przekszta≥cenia elementarne na zbiorze rozpinajπcym, wyznacz ca≥kowicie zredukowany uk≥ad

rozpinajπcy podprzestrzeÒ U przestrzeni liniowej V , gdzie:

(a) V = R4, U = lin( [1, 2, ≠2, 2], [0, 3, ≠3, 0], [≠2, 5, ≠5, ≠4], [≠1, 0, 0, ≠2], [3, ≠1, ≠1, 6] );
(b) V = Z73, U = lin( [1, 3, 3], [2, 5, 0], [2, 1, 4], [5, 2, 0] );
(c) V = Q3, U = lin( [1, 1, 1], [2, ≠1, 3], [0, 1, ≠5], [3, ≠2, 1], [6, ≠2, ≠1] ).

22. Przedstaw wektor v œ V w postaci sumy wektora z podprzestrzeni U i wektora z podprzestrzeni W , jeúli:
(a) V = R3, U = lin( [1, 0,≠1], [0, 1, 1] ), W = lin( [1, 1, 0] ), v = [0, 1, 1];
(b) V = Z53, U = lin( [2, 0, 1], [0, 1, 2] ), W = lin( [1, 1, 1], [3, 1, 2] ), v = [1, 2, 3];
(c) V = R3, U = lin( [1, 1, 1] ), W = Sol(X1 +X2 ≠X3 = 0), v = [1, ≠1, 2];

23. Pokaø, øe R3 = U1 ü U2, jeøeli

(a) U1 = Sol(x1 + x2 + x3 = 0 ), natomiast U2 = lin(
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(b) U1 = Sol(
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