Zestaw zadan 1: Grupy i izomorfizmy grup. Podgrupy, podgrupy generowane przez zbior.

(1) Rozstrzygna¢ (uzasadniajac odpowiedz), czy podane zbiory z okreslonymi odwzorowaniami sa

grupami:
(a) (N, +),
(b) (Z, +),
(c) (R, +),
(d) (Z7 ')a
(e) (@, ),
(f) (@ -),
(g) (R*,-),
(h) (R, ),

i) (

) (

) (

) (Z[i], +),
gdzie symbole +, - oznaczaja zwykte dodawanie i mnozenie, Q* = Q\ {0}, R* =R\ {0},
R* oznacza zbior liczb rzeczywistych dodatnich, Q(v/2) = {a+bv2 : a,b € Q}, Z[i] = {a+bi :
a,beZ}.
(2) Zbadaé, czy zbiér R z dziataniem o jest grupa, jesli:
(a) zoy=x+y+1,
(b) xoy=2y—x—y+2.
(3) Sprawdzi¢, ze:
(a) odwzorowanie z xy = x + y + xy jest dzialaniem w zbiorze A = R\ {—1}, oraz ze system
(A, x) jest grupa abelowa.
(b) mnozenie - jest dziataniem w zbiorze C; = {z € C : |z| = 1}, oraz ze system (Cy,-) jest
grupa abelows.
(c) mnozenie - jest dzialaniem w zbiorze p,(C) = {z € C : 2" = 1}, oraz ze system (u,(C), )
jest grupa abelowa.
(4) Sprawdzi¢, ze:
(a) zbiér Z, = {0,1,2,...,n — 1} reszt modulo n (n > 1) z dodawaniem modulo n jest grupa
abelowa.
Utozy¢ tabelke dziatania w grupie Z,, Zs, Zg,
(b) zbior U(Z,) = {k € Z, : NWD(k, n) = 1} z dzialaniem mnozenia modulo n jest grupa
abelowa.
Ulozy¢ tabelke dziatania w grupie U(Zo), U(Zs), U(Zy5),
(c) zbior D(n) (dlan > 2) izometrii wlasnych n-kata foremnego z dziataniem sktadania izometrii
jest grupa.
Utozy¢ tabelke dziatania w grupie D(3), D(4).
(5) Wykazaé, ze zbiér M (n, K') wszystkich macierzy stopnia n nad cialem K z dodawaniem macierzy
jest grupa abelowa.
(6) Wykazaé, ze kazdy sposréd nastepujacych zbioréw macierzy jest grupa ze wzgledu na mnozenie
macierzy:
(a) zbiér Gl(n, K) = {A € M(n, K) : det A # 0} macierzy odwracalnych stopnia n nad ciatem
K7
(b) zbiér Sl(n, K) = {A € M(n,K) : det A =1} macierzy o wyznaczniku réwnym 1,



(c) zbiér O(n,K) = {A € M(n,K) : A- AT = I'} macierzy ortogonalnych stopnia n nad cialem
K.
(7) Rozwazmy 8 nastepujacych macierzy nalezacych do S1(2,C):

() () (2 1) (A A)ene

(a) Sprawdzié, ze i = j2 = k2 = —1I, ij = k = —ji, jk =i = —kj, ki = j = —ik.

(b) Sprawdzié, ze zbior tych 8 macierzy tworzy grupe ze wzgledu na mnozenie macierzy. Grupe
te oznacza¢ bedziemy Quat i nazywaé grupg kwaternionow.

(c) Sporzadzi¢ tabelke dziatan w grupie Quat.

(8) Niech X # () bedzie zbiorem i niech (G, ) bedzie grupa. Udowodnié, ze:

(a) zbidr S(X) wszystkich bijekcji zbioru X na siebie jest grupa ze wzgledu na sktadanie funkcji;
obliczy¢ rzad tej grupy gdy X jest zbiorem n-elementowym,

(b) zbiér P(X) wszystkich podzbioréw X tworzy grupe ze wzgledu na réznice symetryczna
A+B=(A\B)U(B\A),

(c) zbiér GX wszystkich funkcji odwzorowujacych X w G z dzialaniem (f o g)(z) = f(x) - g(2)
dla kazdego x € X tworzy grupe, oraz, ze jedli G jest grupa abelows, to G¥ jest grupa
abelowa.

(9) Niech (Gy,0), (G2, ) beda grupami. Udowodnié, ze zbiér G; X Go z dziataniem (a,b) x (¢,d) =
(aoc,bed) tworzy grupe, oraz, ze jezeli Gy i Gy sa grupami abelowymi, to G X G jest grupa
abelowa.

(10) Wykazaé, ze w grupie multiplikatywnej (G, - 1) dla kazdych a,b,g € G oraz m,n € Z zachodza
wtasnosci:

Sformutowaé powyzsze wlasnosci w notacji grupy addytywnej (G, +, 0).
(11) Sprawdzi¢, ze grupy (Cq,-), (1n(C), ), (teo(C), ), gdzie poo(C) = |J pn(C) sa podgrupami grupy
n=1

(C*, -, 1).
(12) Wyznaczy¢ wszystkie podgrupy grupy :



(c) {z € C:Re(z) =1Im(z)},
(d) Z[D] = {a+bVD : a,b € Z}, gdzie D jest ustalong liczba catkowita bezkwadratows.
(14) Sprawdzi¢, ze podzbiory
(a) Sl(n, K);
(b) D(n, K) ={A € Gl(n, K): A=la;], a;; =0dlai # j};
(¢c) T(n, K)={A € Gl(n, K) : A= [a;], a;; =0dlai> j}
sa podgrupami grupy Gl(n, K).
5) Niech Gy, G5 beda grupami. Wykazaé, ze jesli Hy < Gy oraz Hy < Gg, to Hy X Hy < Gy X Gs.
6) Niech G bedzie grupg oraz X zbiorem niepustym. Wykazaé, ze jesli H < G, to HX < GX.
7) Niech H, F beda podgrupami grupy G. Wykazaé, ze HUF < G<= H CFV F C H.
8) Udowodnié, ze grupa nie daje sie przedstawi¢ w postaci sumy mnogosciowej dwoch podgrup
wlasciwych.
(19) Dla kazdej z podanych grup wyznaczy¢ najmniejszy zbiér generatoréw :
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