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3. Wyk≥ad 3: Homomorfizmy grup, podgrupy normalne. Grupa ilorazowa, twierdzenie
o homomorfizmie.

3.1. Homomorfizmy grup, podgrupy normalne.

Definicja 3.1. Niech G,F bÍdπ grupami.
(1) Odwzorowanie � : G ! F nazywamy homomorfizmem, jeúli

8a, b 2 G[�(a · b) = f(a) · f(b)].
Zbiór wszystkich homomorfizmów grupy G w grupÍ F oznaczamy Hom(G,F ).

(2) Homomorfizm � : G ! F nazywamy monomorfizmem, jeúli jest róønowartoúciowy.
(3) Homomorfizm � : G ! F nazywamy epimorfizmem, jeúli jest surjektywny.
(4) Homomorfizm � : G ! G nazywamy endomorfizmem. Zbiór wszystkich endomorfizmów ozna-
czamy End(G).

(5) Izomorfizm � : G ! G nazywamy automorfizmem. Zbiór wszystkich automorfizmów oznaczamy
Aut(G).

(6) Jeúli � : G ! F jest homomorfizmem, to zbiór

ker� = ��1
(1F ) = {a 2 G : �(a) = 1F}

nazywamy jπdrem homomorfizmu �, zaú zbiór

im� = �(G) = {b 2 F : 9a 2 g[b = �(a)]}
nazywamy obrazem homomorfizmu �.

Uwaga 3.1. Niech G,F bÍdπ grupami, niech � : G ! F bÍdzie homomorfizmem. Wówczas:
(1) �(1G) = 1F ;
(2) �(a�1

) = (�(a))�1, dla a 2 G;
(3) �(ak) = (�(a))k, dla a 2 G;
(4) r(�(a))|r(a), dla a 2 G;
(5) jeúli � jest izomorfizmem, to r(�(a)) = r(a), dla a 2 G.

Dowód. (1) Mamy:
�(1G) = �(1G · 1G) = �(1G)�(1G),

skπd, po skróceniu, �(1G) = 1G.
(2) Mamy:

1F = �(1G) = �(a · a�1
) = �(a)�(a�1

),

skπd, po podzieleniu, �(a�1
) = (�(a))�1.

(3) Prosty dowód indukcyjny pozostawiamy Czytelnikowi jako nietrudne Êwiczenie.
(4) Niech r(a) = k. Wówczas ak = 1G i stπd

1F = �(1G) = �(ak) = (�(a))k.

Zatem r(�(a))|r(a).
(5) Odwzorowanie � : G ! F jest róønowartoúciowe i surjektywne, wiÍc istnieje odwzorowanie
odwrotne ��1

: F ! G. W szczególnoúci

r(�(a))|r(a) oraz r(��1
(�(a))) = r(a)|r(�(a)).

Zatem r(�(a)) = r(a).
⇤
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Twierdzenie 3.1. Niech G,F bÍdπ grupami, niech � : G ! F bÍdzie homomorfizmem. Wówczas:
(1) ker� < G oraz im� < F ;
(2) � jest monomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy ker� = {1G};
(3) � jest epimorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy im� = F ;
(4) � jest izomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje homomorfizm  : F ! G taki, øe

� �  = idF oraz  � � = idG;

(5) jeúli � jest monomorfizmem, to dla kaødej grupy H i dla kaødych homomorfizmów  1, 2 : H ! G

jeúli � �  1 = � �  2, to  1 =  2;

(6) jeúli � jest epimorfizmem, to dla kaødej grupy H i dla kaødych homomorfizmów  1, 2 : F ! H

jeúli  1 � � =  2 � �, to  1 =  2.

Dowód. (1) Pokaøemy, øe jπdro homomorfizmu jest podgrupπ. Ustalmy w tym celu elementy a, b 2
ker�. Wówczas �(a) = 1F , �(b) = 1F oraz

�(ab�1
) = �(a) · �(b�1

) = �(a) · (�(b))�1
= 1F · 1F = 1F ,

czyli ab�1 2 ker�.
Podobnie, pokaøemy, øe obraz homomorfizmu jest podgrupπ. Ustalmy w tym celu elementy

c, d 2 im�. Wówczas c = �(a), d = �(b) dla pewnych a, b 2 G oraz

cd�1
= �(a) · (�(b))�1

= �(a) · �(b�1
) = �(ab�1

) 2 im�.

(2) ()): Za≥óømy, øe � jest monomorfizmem i ustalmy a 2 ker�. Wówczas �(a) = 1F = �(1G) i
poniewaø � jest róønowartoúciowe, wiÍc a = 1G.

((): Za≥óømy, øe � jest homomorfizmem, dla którego ker� = {1G} i ustalmy a, b 2 G i niech
�(a) = �(b). Wówczas

1F = �(a) · (�(b))�1
= �(a) · �(b�1

) = �(ab�1
),

czyli ab�1 2 ker�, a zatem a = b.
(3) jest oczywiste.
(4) ()): Za≥óømy, øe � jest izomorfizmem i zdefiniujmy odwzorowanie  : F ! G wzorem

 (f) = g wtedy i tylko wtedy, gdy �(g) = f.

Poniewaø � jest epimorfizmem, wiÍc  jest zdefiniowane dla kaødego elementu grupy F , a po-
niewaø � jest monomorfizmem, wiÍc  jest dobrze okreúlonπ funkcjπ. Warunki � �  = idF oraz
 � � = idG wynikajπ wprost z okreúlenia funkcji  . Pozostaje sprawdziÊ, øe  jest homomor-
fizmem. W tym celu ustalmy f1, f2 2 F . Poniewaø � jest epimorfizmem, niech f1 = �(g1) oraz
f2 = �(g2), g1, g2 2 G. Wówczas �(g1 + g2) = �(g1) + �(g2) = f1 + f2. Tym samym:

 (f1 + f2) = g1 + g2 =  (f1) +  (f2).

((): Za≥óømy, øe istnieje homomorfizm  : F ! G taki, øe

� �  = idF oraz  � � = idG.

Pokaøemy, øe � jest monomorfizmem. Ustalmy g 2 ker�. Wówczas �(g) = 1F . Ponadto g =

idG(g) =  � �(g) =  (1F ) = 1G. Podobnie pokaøemy, øe � jest epimorfizmem. Ustalmy f 2 F .
Wówczas f = idF (f) = � �  (f) = �( (f)).
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(5) Za≥óømy, øe � jest monomorfizmem. Ustalmy grupÍ H, homomorfizmy  1, 2 : H ! G takie, øe
� �  1 = � �  2 oraz element h 2 H. Wówczas

�( 1(h)) = � �  1(h) = � �  2(h) = �( 2(h))

i poniewaø � jest injekcjπ, wiÍc  1(h) =  2(h). Wobec dowolnoúci h 2 H,  1 =  2.
(6) Za≥óømy, øe � jest epimorfizmem. Ustalmy grupÍ H, homomorfizmy  1, 2 : F ! H takie, øe

 1 � � =  2 � � oraz element f 2 F . Poniewaø � jest surjekcjπ, wiÍc istnieje g 2 G taki, øe
�(g) = f . Wówczas

 1(f) =  1(�(g)) =  1 � �(g) =  2 � �(g) =  2(�(g)) =  2(f)

i wobec dowolnoúci f 2 F ,  1 =  2.
⇤

Przyk≥ady:
(1) � : R⇤ ! R⇤

+, �(x) = x2 jest homomorfizmem.
(2) � : Z ! Z, �(x) = 2x jest homomorfizmem.
(3) � : R⇤

+ ! R, �(x) = log x jest homomorfizmem.
(4) � : GL(n, F ) ! F , �(A) = detA jest homomorfizmem.
(5) � : G ! G, �(x) = 1G jest homomorfizmem, nazywamy go homomorfizmem trywialnym.
(6) � : G ! G, �(x) = x jest automorfizmem.
(7) � : C ! C, �(z) = z jest automorfizmem.
(8) � : R⇤ ! R⇤, �(x) = x�1 jest automorfizmem.
(9) ia : G ! G, a 2 G, ia(x) = axa�1 jest automorfizmem, nazywamy go automorfizmem we-
wnÍtrznym grupy G. Zbiór wszystkich automorfizmów wewnÍtrznych oznaczamy Inn(G), po-
zosta≥e automorfizmy nazywamy zewnÍtrznymi a ich zbiór oznaczamy przez Out(G).

Dowód. Ustalmy grupÍG i element a 2 G. Pokaøemy, øe ia jest homomorfizmem; istotnie, ustalmy
x, y 2 G. Wówczas:

ia(xy) = axya�1
= axa�1aya�1

= ia(x)ia(y).

Dalej, ia jest injekcjπ, poniewaø

x 2 ker ia , ia(x) = 1g , axa�1
= 1G , x = a�1a = 1G.

ia jest równieø surjekcjπ, gdyø

x = aa�1xaa�1
= a(a�1xa)a�1

= ia(a
�1xa).

⇤
Uwaga 3.2. Niech G bÍdzie grupπ, niech a, b 2 G. Wówczas
(1) i1G = idG,
(2) iab = ia � ib,
(3) ia�1

= (ia)�1.

Dowód. (1) oczywiste.
(2) Ustalmy x 2 G. Wówczas:

iab(x) = abx(ab)�1 = a(bxb�1
)a�1

= ia � ib(x).
(3) Wynika wprost z (2).

⇤
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Uwaga 3.3. Niech G,F,H bÍdπ grupami. Wówczas
(1) Jeúli � 2 Hom(G,F ) i  2 Hom(F,H), to wówczas  � � 2 Hom(G,H).
(2) (End(G), �) jest algebrπ ≥πcznπ z jedynkπ (ale niekoniecznie grupπ).
(3) (Aut(G), �) jest grupπ, jest to podgrupa grupy S(G).
(4) Relacja ⇠

=

jest równowaønoúciπ.

Twierdzenie 3.2. Niech G,F bÍdπ grupami, H < G, K < F , niech � : G ! F bÍdzie homomorfizmem.
Wówczas:
(1) �(H) < F ,
(2) ��1

(K) < G.

Dowód. (1) Ustalmy c, d 2 �(H), c = �(a), d = �(b), a, b 2 H. Wówczas:

cd�1
= �(a)(�(b))�1

= �(ab�1
) 2 �(H).

(2) analogicznie.
⇤

Definicja 3.2. Niech G bÍdzie grupπ, niech H,K < G.
(1) Elementy x, y 2 G nazywamy sprzÍøonymi, gdy istnieje element a 2 G taki, øe y = ia(x).
Element ten nazywamy elementem sprzÍgajπcym. Elementy sprzÍøone oznaczamy x ⇠ y.

(2) Podgrupy H,K < G nazywamy sprzÍøonymi, gdy istnieje element a 2 G taki, øe H = ia(K).
Element ten nazywamy elementem sprzÍgajπcym.

Uwaga 3.4. Niech G bÍdzie grupπ.
(1) Relacja sprzÍgania ⇠ jest relacjπ równowaønoúciowπ i jako taka rozbija G na klasy równowaønoúci.
Klasy równowaønoúci relacji ⇠ nazywamy klasami elementów sprzÍøonych i oznaczamy

K(x) = {y 2 G : 9a 2 G[y = ia(x)]}.
(2) x 2 K(x), dla x 2 G.
(3) K(x) 6= K(y) ) K(x) \K(y) = ;, dla x, y 2 G.
(4) K(x) \K(y) 6= ; ) K(x) = K(y), dla x, y 2 G.
(5) G =

S
x2G K(x).

(6) RzÍdy grup sprzÍøonych sπ równe.

Dowód. (2), (3), (4) i (5) sπ prostymi konsekwencjami (1). (6) wynika z faktu, iø pomiÍdzy grupami sprzÍ-
øonymi potrafimy wskazaÊ bijekcjÍ ustanowionπ przez automorfizm wewnÍtrzny. Pozostaje udowodniÊ
(1). Poniewaø x = i1G(x), wiÍc ⇠ jest zwrotna. Jest teø symetryczna, gdyø:

x ⇠ y , y = axa�1, a 2 G , x = a�1ya = ia�1
(y), a�1 2 G.

Na koniec ⇠ jest przechodnia, albowiem
x ⇠ y ^ y ⇠ z , y = axa�1, z = byb�1, a, b 2 G ) z = baxa�1b�1

= iba(x).

⇤
Definicja 3.3. Niech G bÍdzie grupπ, niech H < G. H nazywamy podgrupπ normalnπ (lub dzielni-
kiem normalnym albo podgrupπ niezmienniczπ), jeúli

8a 2 G(aH = Ha).

Oznaczamy H C G.



21

Uwaga 3.5. Niech G bÍdzie grupπ.
(1) Jeúli G jest abelowa, to kaøda jej podgrupa jest normalna.
(2) Podgrupy {1G} i G sπ normalne.
(3) Jeúli H < G i (G : H) = 2, to H jest podgrupπ normalnπ.

Dowód. Jedyna nietrywialna czÍúÊ uwagi to (3), poprzestaniemy zatem na jej dowodzie. Ustalmy a 2 G.
Jeúli a 2 H, to wtedy aH = H = Ha. Jeúli a /2 H, to wtedy H 6= aH oraz H 6= Ha. Poniewaø
(G : H) = 2, wiÍc WL(H) = {aH,H} oraz WP (H) = {Ha,H}. Ponadto G = aH [H = Ha [H oraz
H \ aH = ; = H \Ha, a zatem aH = G \H = Ha. ⇤
Twierdzenie 3.3. Niech G bÍdzie grupπ, niech H < G. NastÍpujπce warunki sπ równowaøne:
(1) H C G,
(2) 8a 2 G(aHa�1

= H),
(3) 8a 2 G(aHa�1 ⇢ H),
(4) 8a 2 G(a 2 H ) K(a) ⇢ H).

Dowód. (1) , (2): H C G , 8a 2 G(aH = Ha) , 8a 2 G(aHa�1
= H).

(2) ) (3): Oczywiste.
(3) ) (3): Za≥óømy, øe 8a 2 GaHa�1 ⇢ H. Pokaøemy, øe 8a 2 GaHa�1 � H. Ustalmy a 2 G oraz

x 2 H. W szczególnoúci
a�1x(a�1

)

�1
= y 2 a�1H(a�1

)

�1 ⇢ H,

zatem x = aya�1 2 aHa�1.
(1) ) (4): Za≥óømy, øe 8b 2 GbH = Hb, lub równowaønie 8b 2 GbHb�1

= H. Ustalmy a 2 H.
Pokaøemy, øe K(a) = {y 2 G : 9b 2 G[y = ib(x)]} ⇢ H. Ustalmy x 2 K(a), x = bab�1, dla pewnego
b 2 G. Wówczas x 2 bHb�1

= H.
(4) ) (1): Za≥óømy, øe dla wszystkich a 2 H zachodzi K(a) ⇢ H. Ustalmy a 2 G. Pokaøemy, øe

aH = Ha.
(⇢): Ustalmy ax 2 aH. W szczególnoúci x 2 H, a zatem K(x) ⇢ H. Stπd 8b 2 G(bxb�1 2 H). W
szczególnoúci, axa�1 2 H, czyli ax 2 Ha.
(�): analogicznie. ⇤
Przyk≥ady:
(10) Rozwaømy D(3) = {ID3, O1, O2, S1, S2, S3} oraz H = {ID3, O1, O2} < D(3). Wówczas H C

D(3), poniewaø (D(3) : H) = 2.
(11) Rozwaømy D(3) = {ID3, O1, O2, S1, S2, S3} oraz H = {ID3, S1} < D(3). Wówczas H 6 D(3),
poniewaø S2 �H = {S2, O1} ale H � S2 = {S2, O2}.

(12) Rozwaømy Aut(G) oraz Inn(G) < Aut(G). Wówczas Inn(G) C Aut(G).

Dowód. Pokaøemy, øe Inn(G) < Aut(G). Ustalmy ia, ib 2 Inn(G). Wówczas

ia � (ib)�1
= ia � ib�1

= iab�1 2 Inn(G).

Pokaøemy, øe Inn(G) C Aut(G), czyli øe 8� 2 Aut(G)[� � Inn(G) � ��1 ⇢ Inn(G)]. Ustalmy
� 2 Aut(G) oraz ia 2 Inn(G). Pokaøemy, øe � � ia � ��1

= i�(a) 2 Inn(G); istotnie, dla x 2 G
otrzymujemy

� � ia � ��1
(x) = �(ia(�

�1
(x))) = �(a��1

(x)a�1
)

= �(a)�(��1
(x))�(a�1

)

= �(a)x�(a�1
) = i�(a)(x).
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⇤
Twierdzenie 3.4. Niech G,F bÍdπ grupami, H < G, K < F , niech � : G ! F bÍdzie homomorfizmem.
Wówczas:
(1) ker� C G,
(2) jeúli K C F , to ��1

(K) C G,
(3) jeúli H C G i � jest epimorfizmem, to �(H) C F .

Dowód. (1) Pokaøemy, øe 8a 2 G[a ker�a�1 ⇢ ker�]. Ustalmy a 2 G, h 2 ker�, to znaczy �(h) = 1F .
Mamy:

�(aha�1
) = �(a)�(h)�(a�1

) = �(a)(�(a))�1
= 1F ,

czyli aha�1 2 ker�.
(2) Pokaøemy, øe 8a 2 G[a��1

(K)a�1 ⇢ ��1
(K)]. Ustalmy a 2 G, h 2 ��1

(K), to znaczy �(h) =

k 2 K C F . Mamy:

�(aha�1
) = �(a)�(h)(�(a))�1

= �(a)k(�(a))�1 2 K

czyli aha�1 2 ��1
(K).

(3) analogicznie.
⇤

Przyk≥ad:
(13) Rozwaømy GL(n, F ) oraz SL(n, F ) < GL(n, F ). Wówczas SL(n, F ) C GL(n, F ), poniewaø

SL(n, F ) = ker�, gdzie � : GL(n, F ) ! F ⇤ dane jest wzorem �(A) = detA.

3.2. Grupa ilorazowa, twierdzenie o homomorfizmie.

Definicja i Uwaga 3.1. Niech (G, ·) bÍdzie grupπ, H C G. Oznaczmy

G/H = WP (H) = WL(H)

i w zbiorze G/H okreúlmy dzia≥anie

(aH) ⇤ (bH) = (a · b)H.

Wówczas (G/H, ⇤) jest grupπ, nazywamy jπ grupπ ilorazowπ grupy G wzglÍdem podgrupy normalnej
H.

Dowód. Pokaøemy, øe dzia≥anie ⇤ jest poprawnie okreúlone. Istotnie, ustalmy aH, a0H, bH, b0H 2 G/H i
niech

aH = a0H oraz bH = b0H.

Wówczas

(aH) ⇤ (bH) = (a · b)H = a(bH) = a(b0H)

= a(Hb0) = (aH)b0 = (a0H)b0

= a0(Hb0) = a0(b0H) = (a0 · b0)H
= (a0H) ⇤ (b0H).

Pokaøemy, øe dzia≥anie ⇤ jest ≥πczne. Istotnie, ustalmy aH, bH, cH 2 G/H. Wówczas

((aH) ⇤ (bH)) ⇤ (cH) = ((a · b)H) ⇤ (cH) = (a · b) · cH
= a · (b · c)H = (aH) ⇤ ((b · c)H)

= (aH) ⇤ ((bH) ⇤ (cH)).
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Pokaøemy, øe 1GH jest elementem neutralnym dzia≥ania ·. Ustalmy aH 2 G/H. Wówczas

(aH) ⇤ (1GH) = aH

(1GH) ⇤ (aH) = aH.

Pokaøemy istnienie elementu odwrotnego. Ustalmy aH 2 G/H. Wówczas

(aH) ⇤ (a�1H) = 1GH

(a�1H) ⇤ (aH) = 1GH.

⇤
Przyk≥ady:
(1) Rozwaømy Z oraz 3Z C Z. Wówczas:

Z/3Z = {0 + 3Z, 1 + 3Z, 2 + 3Z}.
Tabelka dzia≥aÒ w grupie:

0 + 3Z 1 + 3Z 2 + 3Z
0 + 3Z 0 + 3Z 1 + 3Z 2 + 3Z
1 + 3Z 1 + 3Z 2 + 3Z 0 + 3Z
2 + 3Z 2 + 3Z 0 + 3Z 1 + 3Z

W szczególnoúci widzimy, øe Z/3Z ⇠
=

Z3.

Uwaga 3.6. Niech (G, ·) bÍdzie grupπ, H C G. Wówczas:
(1) |G/H| = (G : H),
(2) |G/H| = |G|

|H| , o ile G jest skoÒczona.

Twierdzenie 3.5 (uogólnione twierdzenie Lagrange’a). Niech (G, ·) bÍdzie grupπ, H C G. Wówczas
zbiory

G oraz G/H ⇥H

sπ równoliczne.

Dowód. Wybierzmy uk≥ad reprezentantów warstw {giH : i 2 I}, a wiÍc zbiór o nastÍpujπcej w≥asnoúci:
G/H = {giH : i 2 I} oraz |G/H| = |I|.

Zdefiniujmy funkcjÍ  : G ! G/H wzorem

(g) = gH,

funkcjÍ l : G ! I warunkiem

l(g) = i wtedy i tylko wtedy, gdy gH = giH,

oraz funkcjÍ � : G ! G/H wzorem
�(g) = ((g), g�1gl(g)).

Pokaøemy, øe � jest bijekcjπ. W tym celu zdefiniujmy funkcjÍ  : G/H ⇥H ! G wzorem  (giH, h) =
gih�1. Wówczas

� �  (giH, h) = �(gih
�1
) = (gih

�1H, (gih
�1
)

�1gi)

= (giH, hg�1
i gi) = (giH, h)
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oraz

 � �(g) =  (gH, g�1gl(g)) =  (l(g)H, g�1gl(g))

= gl(g)(g
�1gl(g))

�1
= gl(g)g

�1
l(g)g = g.

⇤
Definicja i Uwaga 3.2. Niech (G, ·) bÍdzie grupπ, H C G. Wówczas odwzorowanie  : G ! G/H dane
wzorem

(g) = gH

jest epimorfizmem oraz ker = H. Nazywamy go epimorfizmem kanonicznym.

Dowód. Pokaøemy, øe  jest homomorfizmem. W tym celu ustalmy a, b 2 G. Wówczas

(ab) = (ab)H = (aH)(bH) = (a)(b).

Poniewaø, dla dowolnego aH 2 G/H, aH = (a), wiÍc  jest surjekcjπ i pozostaje sprawdziÊ, øe
ker = H. Istotnie:

a 2 ker, (a) = 1GH , aH = 1GH , a 2 H.

⇤
Wniosek 3.1. Niech (G, ·) bÍdzie grupπ, H < G. Wówczas H C G wtedy i tylko wtedy, gdy H jest
jπdrem pewnego homomorfizmu.

Dowód. ((): wynika z Twierdzenia ?? (1).
()): za≥óømy, øe H C G. Rozwaømy epimorfizm kanoniczny  : G ! G/H. Wówczas H = ker. ⇤
Definicja 3.4. Diagram sk≥adajπcy siÍ ze strza≥ek miÍdzy róønymi obiektami nazywamy diagramem
przemiennym, gdy w kaødym przypadku moøna przejúÊ od jednego obiektu do drugiego za pomocπ dwóch
róønych ciπgów strza≥ek.

Przyk≥ady:
(2) To, øe diagram:

A
f

//

h ��@
@@

@@
@@

@ B

g��~~
~~
~~
~~

C
jest przemienny, oznacza

h = g � f.
(3) To, øe diagram:

A
f
//

�
✏✏

B

g
✏✏

C
 
// D

jest przemienny, oznacza
g � f =  � �.

Twierdzenie 3.6 (o homomorfizmie). Niech G,F1, F2 bÍdπ grupami �1 : G ! F1 homomorfizmem
surjektywnym, �2 : G ! F2 homomorfizmem.
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(1) Jeúli istnieje homomorfizm  : F1 ! F2 taki, øe  � �1 = �2, to ker�1 ⇢ ker�2.
(2) Jeúli ker�1 ⇢ ker�2, to istnieje dok≥adnie jeden homomorfizm  : F1 ! F2 taki, øe  � �1 = �2.
Ponadto wówczas im = im�2 oraz ker = �1(ker�2).
Inaczej: diagram

G
�1

”na”~~~~
~~
~~
~~ �2

  @
@@

@@
@@

@

F1
 

//_______ F2

jest przemienny.

Dowód. (1) Ustalmy a 2 ker�1, a wiÍc niech �1(a) = 1F1 . Wówczas

�2(a) =  � �1(a) =  (�1(a)) =  (1F1) = 1F2 ,

to znaczy a 2 ker�2.
(2) Zdefiniujmy odwzorowanie  : F1 ! F2. Ustalmy b 2 F1. Wówczas b = �1(a), dla pewnego a 2 G.
Przyjmujemy

 (b) = �2(a).

Pokaøemy, øe  jest poprawnie okreúlone. Ustalmy b 2 F1. Niech b = �1(a1) = �1(a2), dla
pewnych a1, a2 2 G. Wówczas �1(a1)(�1(a2))�1

= �1(a1a
�1
2 ) = 1F1 , czyli a1a

�1
2 2 ker�1. Stπd

a1a
�1
2 2 ker�2, zatem �2(a1a

�1
2 ) = �2(a1)(�2(a2))�1

= 1F2 . Wówczas �2(a1) = �2(a2).
Pokaøemy, øe  jest homomorfizmem. Ustalmy b1, b2 2 F1. Niech b1 = �1(a1), b2 = �1(a2), dla
pewnych a1, a2 2 G. Wówczas:

 (b1b2) =  (�1(a1)�1(a2)) =  (�1(a1a2)) = �2(a1a2)

= �2(a1)�2(a2) =  (�1(a1)) (�1(a2)) =  (b1) (b2).

Pokaøemy, øe  jest wyznaczony jednoznacznie. Niech  , 0
: F1 ! F2 bÍdπ takimi homomor-

fizmami, øe
 � �1 = �2 oraz  0 � �1 = �2.

Poniewaø �1 jest epimorfizmem, a wiÍc epimorfizmem kategoryjnym, wiÍc  =  0.
To, øe im = im�2 wynika z okreúlenia  , pozostaje wiÍc pokazaÊ, øe ker = �1(ker�2).
Ustalmy b 2 ker psi ⇢ F1. Niech b = �1(a), dla pewnego a 2 G. Wówczas

b 2 ker ,  (b) = 1F2 ,  (�1(a)) = 1F2

, �2(a) = 1F2 , a 2 ker�2

, b 2 �(ker�2).

⇤
Wniosek 3.2. Niech G,F1, F2 bÍdπ grupami, �1 : G ! F1 homomorfizmem surjektywnym, �2 : G ! F2

homomorfizmem. Niech ponadto ker�1 ⇢ ker�2. Wówczas istnieje dok≥adnie jeden homomorfizm  :

F1 ! F2 taki, øe  � �1 = �2 oraz:
(1) jeúli �2 jest surjektywny, to  jest surjektywny;
(2) jeúli ker�1 = ker�2, to  jest róønowartoúciowy;
(3) jeúli �2 jest surjektywny i ker�1 = ker�2, to  jest izomorfizmem.

Dowód. Istnienie homomorfizmu  wynika z twierdzenia o homomorfizmie.
(1) Poniewaø im = im�2, wiÍc jeúli im�2 = F2, to  jest epimorfizmem.
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(2) Poniewaø ker = �1(ker�2), wiÍc jeúli ker�1 = ker�2, to

ker = �1(ker�2) = �1(ker�1) = {1F1}.
(3) Wynika wprost z (1) i (2).

⇤
Wniosek 3.3 (twierdzenie o homomorfizmie dla grup ilorazowych). Niech G,F bÍdπ grupami, H C G,
� : G ! F homomorfizmem.
(1) Jeúli istnieje homomorfizm  : G/H ! F taki, øe  �  = � (gdzie  : G ! G/H oznacza
epimorfizm kanoniczny), to H ⇢ ker�.

(2) Jeúli H ⇢ ker�, to istnieje dok≥adnie jeden homomorfizm  : G/H ! F taki, øe  �  = �.
Ponadto wówczas im = im� oraz ker = (ker�).
Inaczej: diagram

G


”na”}}zz
zz
zz
zz �

��>
>>

>>
>>

>

G/H
 

//_______ F

jest przemienny.

Dowód. W twierdzeniu o homomorfizmie wystarczy wziπÊ F1 = G/H, F2 = F , �1 = , �2 = �. ⇤
Wniosek 3.4. Niech G,F bÍdπ grupami, H C G, � : G ! F homomorfizmem. Niech ponadto H ⇢ ker�.
Wówczas istnieje dok≥adnie jeden homomorfizm  : G/H ! F taki, øe  �  = � (gdzie  : G ! G/H
oznacza epimorfizm kanoniczny) oraz
(1) jeúli � jest surjektywny, to  jest surjektywny;
(2) jeúli H = ker�, to  jest róønowartoúciowy;
(3) jeúli � jest surjektywny i H = ker�, to  jest izomorfizmem.

Twierdzenie 3.7 (I twierdzenie Noether o izomorfizmie). Niech G,F bÍdπ grupami, � : G ! F homo-
morfizmem. Wówczas

im� ⇠
=

G/ ker�.

Przyk≥ady:
(4) Rozwaømy grupy R⇤, {�1, 1} oraz homomorfizm � : R⇤ ! {�1, 1}, �(x) = sgn(x). Wówczas

im� = {�1, 1}, ker� = R⇤
+, a zatem

R⇤/R⇤
+
⇠
=

{�1, 1}.
(5) Rozwaømy grupy Z, Zn oraz homomorfizm � : Z ! Zn, �(x) = reszta z dzielenia x przez n.
Wówczas im� = Zn, ker� = nZ, a zatem

Z/nZ ⇠
=

Zn.

(6) Rozwaømy grupÍ G oraz homomorfizm � : G ! G, �(x) = x. Wówczas im� = G, ker� = {1G},
a zatem

G/{1G} ⇠
=

G.

(7) Rozwaømy grupy GL(n, F ), F ⇤ oraz homomorfizm � : GL(n, F ) ! F ⇤, �(A) = detA. Wówczas
im� = F ⇤, ker� = SL(n, F ), a zatem

GL(n, F )/SL(n, F )

⇠
=

F ⇤.
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(8) Przypomnijmy, øe µn(C) = {z 2 C⇤
: zn = 1} < C⇤. Oznaczmy ponadto:

µ(C) =
[

n2N

µn(C).

W szczególnoúci ≥atwo sprawdzamy, øe µ(C) < C⇤. Rozwaømy grupy Q, µ(C) oraz homomorfizm
� : Q ! µ(C), �(m

n
) = cos

2⇡m
n

+ i sin 2⇡m
n
. Wówczas im� = µ(C), ker� = Z, a zatem

Q/Z ⇠
=

µ(C).

Twierdzenie 3.8 (II twierdzenie Noether o izomorfizmie). Niech G bÍdzie grupπ, H < G, N C G.
Wówczas
(1) N \H C H,
(2) H/N \H ⇠

=

HN/N,

gdzie HN = {hn : h 2 H,n 2 N} < G.

Dowód. Pokaøemy najpierw, øe HN < G. Ustalmy hn, h0n0 2 HN . Wówczas:

hn(h0n0
)

�1
= hnn0�1h0�1

= hh0�1
| {z }
2H

h0 nn0�1
| {z }
2NCG

h0�1

| {z }
2N

2 HN.

Rozwaømy epimorfizm kanoniczny  : G ! G/N , a nastÍpnie jego zwÍøenie  �H : H ! G/N .
(1) Pokaøemy, øe N \H C H, czyli øe N \H = ker �H . W tym celu ustalmy a 2 H. Wówczas

a 2 ker �H ,  �H (a) = N , aN = N

, a 2 N.

Zatem a 2 H i a 2 N , wiÍc a 2 H \N .
(2) Pokaøemy, øe im �H= HN/N . Ustalmy cN 2 im �H . Wówczas:

cN 2 im �H , 9a 2 H(aN = cN)

, 9a 2 H(a�1c 2 N)

, 9a 2 H9b 2 N(a�1c = b)

, 9a 2 H9b 2 N(c = ab)

, c 2 HN , cN 2 HN/N.

Korzystajπc z I twierdzenia Noether o izomorfizmie otrzymujemy

H/N \H ⇠
=

HN/N.

⇤
Przyk≥ady:
(9) Rozwaømy grupÍ Z i jej podgrupy 12Z < Z oraz 20Z C Z. Wówczas 12Z+20Z = 4Z, 12Z\20Z =

60Z C 12Z oraz 12Z/60Z ⇠
=

4Z/20Z.

Twierdzenie 3.9 (lemat o odpowiednioúci miÍdzy podgrupami). Niech G, F bÍdπ grupami, ⇡ : G ! F
homomorfizmem surjektywnym i niech N = ker ⇡. Oznaczmy

R = {H : H < G oraz N ⇢ H},S = {K : K < F}.
Wówczas odwzorowania

� : R ! R,�(H) = ⇡(H),
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 : R ! S, (K) = ⇡�1
(K)

sπ wzajemnie odwrotne i zachowujπ inkluzjÍ, indeks, normalnoúÊ i grupy ilorazowe.

Dowód. Pokaøemy, øe  � � = idR. Ustalmy w tym celu H < G i niech N ⇢ H. Wówczas:

 � �(H) =  (�(H)) = ⇡�1
(⇡(H))

i wobec tego wystarczy sprawdziÊ, øe H = ⇡�1
(⇡(H)). Dla dowodu inkluzji (⇢) ustalmy a 2 H. Wówczas

⇡(a) 2 ⇡(H) oraz
a 2 ⇡�1

(⇡(a)) ⇢ ⇡�1
(⇡(H)).

Dla dowodu inkluzji (�) ustalmy a 2 ⇡�1
(⇡(H)). Wówczas ⇡(a) 2 ⇡(H), czyli ⇡(a) = ⇡(b), dla pewnego

b 2 H. Wówczas:
1F = (⇡(b))�1⇡(a) = ⇡(b�1a).

Zatem b�1a 2 ker ⇡ = N ⇢ H. Stπd:
a 2 bH = H.

Pokaøemy, øe � �  = idS . Ustalmy w tym celu K < F . Wówczas:

� �  (K) = �( (K)) = ⇡(⇡�1
(K)) = K \ im⇡ = K.

Pokaøemy, øe jeúli H1 ⇢ H2, dla H1, H2 2 R, to �(H1) ⇢ �(H2). Ustalmy w tym celu H1, H2 < G i
niech N ⇢ H1, H2. Dalej, ustalmy c 2 �(H1) = ⇡(H1). Niech c = ⇡(a), dla pewnego a 2 H1 ⇢ H2. Tym
samym c 2 ⇡(H2) = �(H2).
Analogicznie pokazujemy, øe jeúli K1 ⇢ K2, dla K1, K2 2 S, to  (K1) ⇢  (K2).
Pokaøemy, øe jeúli H 2 R i (G : H) = n, to (F : �(H)) = n. Ustalmy H < G i niech N ⇢ H
oraz (G : H) = n. Wystarczy oczywiúcie pokazaÊ, øe zbiory WL(H) oraz WL(�(H)) sπ równoliczne.
Zdefiniujmy w tym celu odwzorowanie � : WL(H) ! WL(�(H)) wzorem

�(aH) = ⇡(a)�(H)

oraz odwzorowanie  : WL(�(H)) ! WL(H) wzorem

 (c�(H)) = ⇡�1
(c�(H)).

Pokaøemy, øe  �� = idWL(H). Ustalmy w tym celu aH 2 WL(H). Pokaøemy zatem, øe  ��(aH) = aH.
Dla dowodu inkluzji (�) ustalmy ah 2 aH. Wówczas:

⇡(ah) 2 ⇡(aH) = ⇡(a)⇡(H)

= ⇡(a)�(H) = �(aH),

zatem

ah 2 ⇡�1
(⇡(ah)) = ⇡�1

(�(aH))

= ⇡�1
(⇡(a)�(H))

=  (⇡(a)�(H)) =  � �(aH).

Dla dowodu inkluzji (⇢) ustalmy x 2  � �(aH). Wówczas:

⇡(x) 2 ⇡( � �(aH)) = ⇡( (⇡(a)�(H)))

= ⇡(⇡�1
(⇡(a)�(H))) = ⇡(⇡�1

(⇡(a)⇡(H)))

= ⇡(⇡�1
(⇡(aH))) ⇢ ⇡(aH).

Tym samym:
9h 2 H(⇡(x) = ⇡(ah))
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lub równowaønie:
9h 2 H(1F = ⇡(x�1ah))

czyli x�1ah 2 ker ⇡ = N ⇢ H. Stπd (x�1ah)�1
= h�1a�1x 2 H. Zatem x 2 ahH = aH.

Analogicznie pokazujemy, øe øe � �  = idWL(�(H)), co koÒczy dowód tej czÍúci twierdzenia. Równieø
analogicznie pokazujemy, øe jeúli K 2 S i (F : K) = n, to (G :  (K)) = n.
Z Twierdzenia ?? (2) i (3) wynika od razu, øe jeúli H 2 R i H C G, to �(H) C F oraz øe jeúli K 2 S
i K C F , to  (K) C G.
Na koniec, w úwietle udowodnionej juø czÍúci twierdzenia, jest oczywiste, øe jeúli H1, H2 2 R oraz

H1 C H2, to �(H2)/�(H1) jest dobrze okreúlonπ grupπ ilorazowπ oraz øe jeúli K1, K2 2 S oraz K1 C K2,
to  (K2)/ (K1) równieø jest dobrze okreúlonπ grupπ ilorazowπ. ⇤
Wniosek 3.5 (III twierdzenie Noether o izomorfizmie). Niech G bÍdzie grupπ, H < G, N C G oraz
N ⇢ H. Wówczas
(1) H C G wtedy i tylko wtedy, gdy H/N C G/N ,
(2) jeúli H C G, to G/H ⇠

=

(G/N)/(H/N).

Dowód. W lemacie o odpowiednioúci miÍdzy podgrupami wystarczy przyjπÊ F = G/N oraz ⇡ = . ⇤
Twierdzenie 3.10 (o klasyfikacji grup cyklicznych). Niech G bÍdzie grupπ cyklicznπ.
(1) Jeúli G jest nieskoÒczona, to G ⇠

=

Z.
(2) Jeúli G jest skoÒczona i |G| = Zn, to G ⇠

=

Zn.

Dowód. Ustalmy grupÍ cyklicznπ G = hai. Zdefiniujmy odwzorowanie � : Z ! G wzorem �(k) = ak.
Pokaøemy, øe � jest epimorfizmem. Istotnie, � jest homomorfizmem, gdyø dla ustalonych k, l 2 Z
zachodzi �(k + l) = ak+l

= akal = �(k)�(l). Jest teø surjekcjπ, gdyø dla ustalonego b 2 G, b = ak, dla
pewnego k 2 Z, a zatem b = �(k).

(1) Za≥óømy, øe |G| = 1, a wiÍc w szczególnoúci r(a) = 1. Pokaøemy, øe � jest izomorfizmem.
Ustalmy w tym celu k 2 ker�. Wówczas

k 2 ker�, �(k) = 1 , ak = 1 , k = 0,

a zatem ker� = {0} i � jest izomorfizmem.
(2) Za≥óømy, øe |G| = n, a wiÍc w szczególnoúci r(a) = n. Pokaøemy, øe ker� = nZ. Ustalmy w tym
celu k 2 ker�. Wówczas

k 2 ker� , �(k) = 1 , ak = 1 , n|k
, k = nt, dla pewnego t 2 Z,

a zatem ker� = nZ. Z I twierdzenia o izomorfizmie, Z/nZ ⇠
=

G i poniewaø Z/nZ ⇠
=

Zn, wiÍc
G ⇠

=

Zn.

⇤
Uwaga 3.7. Niech G, F bÍdπ grupami, niech G bÍdzie cykliczna, a � : G ! F niech bÍdzie epimorfizmem.
Wówczas F jest grupπ cyklicznπ.

Dowód. Ustalmy grupy G = hai, F i epimorfizm � : G ! F . Pokaøemy, øe F = h�(a)i. Inkluzja (�)

jest oczywista, pozostaje udowodniÊ inkluzjÍ (⇢). Ustalmy w tym celu c 2 F . Wówczas c = �(b), dla
pewnego b 2 G. Ponadto b = ak, dla pewnego k 2 Z. Zatem c = �(ak) = �(a)k 2 h�(a)i. ⇤


