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2. WYKEAD 2: WARSTWY GRUPY WZGLEDEM PODGRUPY. TWIERDZENIE LAGRANGE’A. RZAD
ELEMENTU GRUPY. GRUPY CYKLICZNE.

2.1. Warstwy grupy wzgledem podgrupy. Twierdzenie Lagrange’a.
Definicja 2.1. Niech (G, -) bedzie grupg i niech a € G. Odwzorowanie A\, : G — G dane wzorem

Ao(7) = ax
nazywamy przesunieciem lewostronnym o element a, natomiast odwzorowanie 7, : G — G dane
wzorem

Ta(x) = xa
nazywamy przesunieciem prawostronnym o element a.
Twierdzenie 2.1. Przesuniecia lewostronne i prawostronne sq bijekcjami oraz

A © Ay = Agp, Ty © T = Tpg.

Dowdd. Dowdd przeprowadzimy dla przesunieé¢ lewostronnych, rozumowanie dla przesunie¢ prawostron-
nych jest podobne. Dla a,b € G i ustalonego » € G mamy:

Ao 0 Mp(2) = Aa(Mo()) = a(bx) = (ab)x = ().
W szczegdlnosei
Ao © A1 = A\, = idg oraz A\,-1 0\, = idg,

a wiec A\, jest bijekcja. O
Definicja 2.2. Niech (G,-) bedzie grupg, H < G ia € G. Zbidr

aH =\,(H)={ah:h e H}
nazywamy warstwa lewostronng grupy G wzgledem podgrupy H (wyznaczong przez element a).
Zbior wszystkich warstw lewostronnych oznaczamy

Wi(H) ={aH : a € G}.

Zbior

Ha=mn,(H)={ha:heH}
nazywamy warstwg prawostronng grupy G wzgledem podgrupy H (wyznaczong przez element
a). Zbior wszystkich warstw prawostronnych oznaczamy

Wp(H) ={Ha:ae€ G}.

Przyktady:

(1) Rozwazmy grupe Zg oraz H = {0,3} < Zgs. Wowczas:
1+H = {1,4}, A+H = {41} =1+4,
2+ H = {2,5}, 5+H = {52}=2+H,
3+ H = {300 =H, 0+H = {0,3} = H,

awiec W (H)={H,1+ H,2+ H}.
(2) Rozwazmy grupe D(3) = {ID3, 01,04, 51,52, 53} oraz H = {ID3, 5} < D(3). Wéwczas:

IDgoH = {ID3,51}, HOID3 = {IDg,Sl},
SloH = {[Dg,Sl}, HoSl = {ID3751}7
SQOH = {SQ,OQ} = H, HOSQ = {52,01},

a wiec warstwy lewostronne i warstwy prawostronne mogga sie réznic.
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Definicja 2.3. Niech (G,-) bedzie grupg, H < G i a,b € G. Méwimy, Ze a przystaje lewostronnie
do b wedlug modutu H, co oznaczamy przez a y= b, jesl

a'be H.
Mowimy, ze a przystaje prawostronnie do b wedlug modulu H, co oznaczamy przez a =5 b, jesli
ab™' € H.

Twierdzenie 2.2. Niech (G,-) bedzie grupe, H < G ia € G.
(1) Relacja y= jest rownowaznosciq oraz la] = = aH.
(2) Relacja =y jest rownowainoscig oraz [a]=, = Ha.

Dowdd. Przeprowadzimy dowdd dla warstw lewostronnych, rozumowanie dla warstw prawostronnych
przebiega analogicznie. Poniewaz, dla g € G g7'g =1 € H, wigc ¢ z= ¢ i tym samym relacja 5= jest
zwrotna. Jezeli ustalimy g, h € G takie, ze g z= h, czyli g7'h € H, to wéwcezas h™lg = (¢~ 'h)™' € H,
czyli h ;= ¢ irelacja p= jest symetryczna. Podobnie, jezeli ustalimy g, h,k € G takie, ze g = h i
h u= k, czyli takie, ze g7'h € Hih™'k € H, to wowczas g 'k = g 'k =g 'hh 'k € H,czylig ,= ki
~—
cH €H
relacja = jest przechodnia. Tym samym pokazaliSmy, ze ;= jest relacja rownowaznosciowa na zbiorze
G i pozostaje opisaé jej klasy abstrakcji. W tym celu zauwzmy, ze

gela,=cay=gea'ge He3he Ha 'g=h) < g=ah € aH.

Whniosek 2.1. Niech (G, -) bedzie grupg, H < G i a,b € G. Wowczas:

(1) Ya € G(a € aH) (symetrycznie: Ya € G(a € Ha)).

) Jesli aH # bH, to aH NbH = 0 (symetrycznie: jesli Ha # Hb, to HaN Hb =10 ).

) Jesli aH NOH # 0, to aH = bH (symetrycznie: jesli HaN Hb # (), to Ha = Hb).

) G =Upeq 0 (symetrycznie: G = o Ha).

5) aH = bH wtedy i tylko wtedy, gdy a='b € H (symetrycznie: Ha = Hb wtedy i tylko wtedy, gdy
ab-te H).

Whniosek 2.2. Niech (G, ) bedzie grupg, H < G ia € G. Wowczas:

(1) Kazda warstwa lewostronna aH jest réwnoliczna ze zbiorem H.
(2) Kazda warstwa prawostronna Ha jest réwnoliczna ze zbiorem H.
(3) Kazda warstwa lewostronna aH jest réwnoliczna z warstwg prawostronng Ha.

(2
(3
(4
(

Dowdd. Réwnoliczno$¢é w punkcie (1) ustala bijekcja A, : H — aH, réwnolicznos¢ w punkcie (2) ustala
bijekcja m, : H — Ha, a punkt (3) jest oczywistym wnioskiem z (1) i (2). O
Twierdzenie 2.3. Niech (G,-) bedzie grupg, niech H < G. Wowczas zbiory Wi (H) i Wp(H) sqg réw-
noliczne.
Dowéd. Zdefiniujmy funkcje ¢ : Wi(H) — Wp(H) wzorem
¢p(aH) = Ha™ .

Zauwazmy, ze funkcja ta jest poprawnie okreslona, zal6zmy bowiem, ze aH = bH: wowczas a~'b € H, a
stad a=1(b™1)"! € H, czyli Ha™' = Hb™'. Pozostaje sprawdzi¢, ze ¢ istotnie jest bijekcja.

¢ jest roznowartosciowa, zalézmy bowiem, ze ¢p(aH) = ¢(bH), czyli ze Ha™' = Hb™'. Wowczas
a ' (b7t e H, czylia~1b € H, wiec aH = bH. ¢ jest tez surjektywna, ustalmy bowiem Hb € Wp(H):
natenczas Hb = H(b~1)~! = ¢(b~1H). O
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Definicja 2.4. Niech (G,-) bedzie grupg, niech H < G. Wspélng moc zbioréw Wi(H) i« Wp(H) nazy-
wamy indeksem podgrupy H w grupie G i oznaczamy (G : H).

Przyktady:
(3) Rozwazmy grupe Zg oraz H = {0,3} < Zg. Wowczas (Zg : H) = 3.
(4) ROZW&ZHIy grupe D(S) = {]Dg, Ol, Og, Sl, 82, 53} oraz H = {[Dg, Sl} < D(S) Wowczas (D(S) :
H)=3.
(5) Rozwazmy grupe Z oraz 57 < Z. Wezmy pod uwage dwie warstwy a + 5Z i b + 5Z:

a+5Z=b+52 < (—a)+bebZ<5b—a
< a = b(modb).
Tym samym funkcja ¢ : W (5Z) — {0, 1,2, 3,4} dana wzorem
(a+ 5Z) = reszta z dzielenia a przez 5
jest réznowartosciowa i surjektywna, a wiec liczy warstwy. Tym samym (Z : 5Z) = 5.
(6) Rozwazmy grupe R* oraz R = {z € R* : x > 0}. Wezmy pod uwage dwie warstwy aR* i bR? :
aR’ = IRY & % € R’ < sgna = sgnb.
Tym samym funkcja ¢ : Wy (R%) — {£1} dana wzorem
Y(aR?) = sgna

jest réznowartosciowa i surjektywna, a wiec liczy warstwy. Tym samym (R* : R*) = 2.

Twierdzenie 2.4 (Lagrange’a). Niech (G,-) bedzie grupg skonczong, niech H < G. Wéwczas
Gl = (G H) - |H].

Dowdd. Niech (G : H) = k i niech a;H,asH,...,aH beda wszystkimi parami réznymi warstwami

lewostronnymi. Wowczas

k
a;HNa;H=10, dlai# joraz G = UaiH,
i=1
a zatem

k
Gl = |a:H]|
i=1

i poniewaz |a;H| = |H|, wiec

k
G| =) _|H|=k-|H|=(G: H)-|H|.
=1

O
Whiosek 2.3. Niech (G, -) bedzie grupg skoriczong, niech H < G. Woéwczas
- H) = 16l

(2) rzad podgrupy jest dzielnikiem rzedu grupy,
(3) (G:{lg}) =G| oraz (G : G) =1.

Przyktad:
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(7) Rozwazmy grupe D(3) = {IDs3, 01,05, 51, 52,53} oraz H = {ID3,S1} < D(3). Wowczas
[D@3)| _ 6
D@3):H)=——==-=2.
(D) H) = =2
2.2. Rzad elementu grupy. Grupy cykliczne.
Definicja 2.5. Niech (G, -) bedzie grupg, a € G. Podgrupe (a) nazywamy podgrupa cykliczng gene-
rowang przez element a. Mowimy, zZe grupa G jest cykliczna, gdy istnieje element g € G taki, Ze
G = (g). Element g nazywamy generatorem grupy G.
Przyktady:
(1) Niech G = Z. Wtedy (1) = Z.
(2) Niech G = Z,,. Wtedy (1) = Z,.
Twierdzenie 2.5. Jesli rzqd grupy G jest liczbg pierwszq, to G jest cykliczna i nie zawiera podgrup
wlasciwych.

Dowdd. Rozwazmy grupe (G, -) i niech |G| = p, p € P. Pokazemy, ze G jest cykliczna. Ustalmy 1g #
a € G. Wowczas (a) < G oraz (a) # {1}. Wobec twierdzenia Lagrange’a, |(a)||p. Zatem |(a)| = p, czyli

(a) = G.
Pokazemy, ze G nie zawiera podgrup wlasciwych. Ustalmy H < . Z twierdzenia Lagrange’a wynika,
ze |H||p. Zatem |H| =11lub |H| =p, czyli H = {1} lub H = G. O

Uwaga 2.1. Jesli G jest grupg cykliczng, to rzqd G nie musi byc liczbg pierwszq — na przyktad rozwazmy
Zg.

Definicja 2.6. Niech (G,-) bedzie grupg, a € G. Rzedem elementu a nazywamy rzqd podgrupy cy-
klicznej generowanej przez a i oznaczamy r(a).

Przyktlady:

(3) Rozwazmy grupe R*. Wéwczas:
o (—1)={-1,1}, wigc r(—1) =2;
o (2) = {2F: k € Z}, wigc r(2) = oo.
(4) Rozwazmy grupe Zg. Wowczas:
o (2) = {0,2,4, wiee r(2) = 3
o (1) =1{0,1,2,3,4,5}, wicc r(1) = 6.
(5) Rozwazmy grupe Z. Wowczas:
o (1) =7, wiec r(1) = co.
(6) Rozwazmy grupe D(3) = {IDs3, 01,0, S1, S2, S3}. Wowcezas:
* <Sl> = {]7 Sl}7 WIQC T(Sl) =2

Uwaga 2.2. Niech (G,-) bedzie grupg, a € G. Wowczas:

(1) r(a) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy a = 1g;
(2) r(a) =r(a™);
(3) jesli G jest skoriczona, to
r(a) < oo oraz r(a)||G|.
Dowdd. (1) Oczywiste.
(2) Wystarczy zauwazy¢, ze (a) = (a™1).
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(3) Rzad elementu a jest skoficzony, poniewaz r(a) = |(a)| oraz (a) C G, wiec |{(a)| < oo. Dalej, rzad
elementu a dzieli rzad grupy G, poniewaz r(a) = |(a)| i na mocy twierdzenia Lagrange’a |(a)|||G|.
U

Twierdzenie 2.6. Niech (G,-) bedzie grupg, a € G.
(1) Jesli nie istnieje n € N takie, zZe a™ = 1¢, to r(a) = oo.
(2) Jesli istnieje n € N takie, Ze a" = 1, to

r(a) = min{n € N:a" = 15}.

Dowad. (1) Zgodnie z definicja, r(a) = [{a)| oraz {a) = {a* : k € Z}. Pokazemy, ze jesli i # j, to
a’ # o’. Ustalmy 14,7, i > j oraz przypusémy, ze a' = a’. Woéwezas a7/ = 1g oraz i — j € N, co
jest sprzeczne z zalozeniem o nieistnieniu n € N takiego, ze a" = 14.
Tym samym (a) zawiera nieskonczenie wiele parami réznych elementéw, czyli r(a) = oo.

(2) Tak jak poprzednio, r(a) = |(a)| oraz (a) = {a* : k € Z}. Niech k = min{n € N : a" = 15}.
Pokazemy, ze |(a)| = {1¢,a',a?, ..., a"* '}. Inkluzgja (D) jest oczywista, a dla dowodu inkluzji (C)
ustalmy g € |{(a)|. Wowczas g = a™, dla pewnego m € Z. Drzielac z reszta m przez k otrzymujemy
istnieje q,r € Z takich, ze

m=kq+roraz 0 <r <k.

Dalej, a™ = a***" = (a¥)%a” = a” € {1,a',a?, ..., a*" 1}
Pozostaje pokazaé, ze zbiér {1,a',a?, ..., a* 1} zawiera k elementéw. Przypuéémy bowiem, ze
istnieja 7,5 € {0,1,...,k — 1}, i > j, takie, ze a' = o/. Woéwczas a'™7 = 1g, ale 0 <i—j <k, co

jest sprzeczne z wyborem k.
0
Przyktlady:
(7) Rozwazmy grupe U(Zy) ={1,3,7,9}. Wowczas r(3) = 4.
(8) Rozwazmy grupe D(3) = {IDs3, 01,02, S1, S2, S3}. Wowcezas r(Os) = 3.
Whniosek 2.4. Niech (G, -) bedzie grupg.
(1) Jezeli G jest skonczona i |G| =n, to Va € G(a"™ = 1¢).
(2) Jezelia € G ir(a) =k, toad" = 1g.
(3) Jezelia € G, r(a) =k ia™ = 1¢g, to k < m.
Przyktad:
(9) Rozwazmy grupe U(Zs) = {1,3,5,7}. Wowcezas 3* = 1, ale r(3) = 2.
Twierdzenie 2.7. Niech (G, ) bedzie grupg, a € G. Jezeli a™ = 1g, to wéwczas r(a)|m.

Dowdd. Niech r(a) = k. Przypusémy, ze k t m. Dzielac z reszta m przez k otrzymujemy istnieje liczb
catkowitych g, r € Z takich, ze
m=kq+roraz 0 <r <k.

Dalej, 15 = a™ = a**" = (a¥)%" = a", co daje sprzecznosé¢ z Twierdzeniem 2.6. O

Whiosek 2.5. Niech (G,-) bedzie grupg skoniczong. Wowczas G jest cykliczna wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje a € G taki, ze r(a) = |G|.

Dowdd. (=): oczywiste. (<=): niech a € G bedzie taki, ze r(a) = |G|; wéwczas |(a)| = |G| oraz (a) < G,
czyli (a) = G. O

Przyktlady:
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(10) Zs jest cykliczna, gdyz r(1) = 5.
(11) U(Zsg) nie jest cykliczna, gdyz
r(1) =1,r(3) =2,7(5) = 2 oraz r(7) = 2.
(12) Zo X Zs nie jest cykliczna, gdyz
r((0,0)) = 1,7((1,0)) = 2,r((0,1)) = 2 oraz r((1,1)) = 2.

(13) Zy x Zs jest cykliczna, gdyz r((1,2)) = 6.

Twierdzenie 2.8. (1) Dowolna grupa cykliczna jest abelowa.
(2) Podgrupa grupy cyklicznej jest cykliczna.
Dowdd. (1) Niech G = {(a). Ustalmy z,y € G. Wtedy x = a*, y = d!, dla pewnych k, [ € Z. Natenczas
2y = dd' = a* = @ = gla* = ya.

(2) Niech G = (a). Ustalmy H < G. Mozemy zalozy¢, ze H # {1¢} (oczywiscie podgrupa trywialna
{15} jest cykliczna). Ustalmy ¢ € H, ¢ # 1g. W szczegdlnosci ¢ = a*, dla pewnego k € Z.
Mozemy zalozy¢, ze k € N, gdyz jesli k < 0, to ¢c™' = a™* € H. Niech n = min{l € N: da' € H}.

Pokazemy, ze H = (a™). Inkluzja (D) jest oczywista, skupmy sie na dowodzie inkluzji (C).
Ustalmy = € H. Wowczas © = a™, dla pewnego m € Z. Dzielac z reszta m przez n otrzymujemy
istnieje liczb catkowitych ¢, r € Z takich, ze

m=nqg+roraz 0 <r <n.

Dalej, a™ = a™*" = (a")%a", a wiec a” = a™(a")"? € H. Wobec wyboru n, jedyna mozliwoscia
staje sie, aby r = 0. Wéwczas m = nq, a stad x = a™ = (a™)? € (a").
U

Uwaga 2.3. Z przeprowadzonego dowodu wynika, Ze jesli (G,-) jest grupg cykliczng, G = {(a) oraz
{l¢} # H < G, to H = (a"), gdzie
n=min{l € N:d € H}.
Przyktad:
(14) Rozwazmy grupe Z oraz H = (m,n) < Z. H jest cykliczna oraz
H={(a",d=min{lcN:1-1¢ H}.

Poniewaz H = {xm+yn : z,y € Z}, wied d jest najmniejsza z liczb naturalnych postaci zm+yn,
a wiec, wobec algorytmu Euklidesa, d = NW D(m,n).



