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2. Wyk≥ad 2: Warstwy grupy wzglÍdem podgrupy. Twierdzenie Lagrange’a. Rzπd
elementu grupy. Grupy cykliczne.

2.1. Warstwy grupy wzglÍdem podgrupy. Twierdzenie Lagrange’a.

Definicja 2.1. Niech (G, ·) bÍdzie grupπ i niech a 2 G. Odwzorowanie �a : G ! G dane wzorem

�a(x) = ax

nazywamy przesuniÍciem lewostronnym o element a, natomiast odwzorowanie ⇡a : G ! G dane
wzorem

⇡a(x) = xa

nazywamy przesuniÍciem prawostronnym o element a.

Twierdzenie 2.1. PrzesuniÍcia lewostronne i prawostronne sπ bijekcjami oraz
�a � �b = �ab, ⇡a � ⇡b = ⇡ba.

Dowód. Dowód przeprowadzimy dla przesuniÍÊ lewostronnych, rozumowanie dla przesuniÍÊ prawostron-
nych jest podobne. Dla a, b 2 G i ustalonego x 2 G mamy:

�a � �b(x) = �a(�b(x)) = a(bx) = (ab)x = �ab(x).

W szczególnoúci
�a � �a�1

= �
1G

= idG oraz �a�1 � �a = idG,

a wiÍc �a jest bijekcjπ. ⇤
Definicja 2.2. Niech (G, ·) bÍdzie grupπ, H < G i a 2 G. Zbiór

aH = �a(H) = {ah : h 2 H}
nazywamy warstwπ lewostronnπ grupy G wzglÍdem podgrupy H (wyznaczonπ przez element a).
Zbiór wszystkich warstw lewostronnych oznaczamy

WL(H) = {aH : a 2 G}.
Zbiór

Ha = ⇡a(H) = {ha : h 2 H}
nazywamy warstwπ prawostronnπ grupy G wzglÍdem podgrupy H (wyznaczonπ przez element
a). Zbiór wszystkich warstw prawostronnych oznaczamy

WP (H) = {Ha : a 2 G}.
Przyk≥ady:
(1) Rozwaømy grupÍ Z

6

oraz H = {0, 3} < Z
6

. Wówczas:

1 +H = {1, 4}, 4 +H = {4, 1} = 1 +H,
2 +H = {2, 5}, 5 +H = {5, 2} = 2 +H,
3 +H = {3, 0} = H, 0 +H = {0, 3} = H,

a wiÍc WL(H) = {H, 1 +H, 2 +H}.
(2) Rozwaømy grupÍ D(3) = {ID

3

, O
1

, O
2

, S
1

, S
2

, S
3

} oraz H = {ID
3

, S
1

} < D(3). Wówczas:

ID
3

�H = {ID
3

, S
1

}, H � ID
3

= {ID
3

, S
1

},
S
1

�H = {ID
3

, S
1

}, H � S
1

= {ID
3

, S
1

},
S
2

�H = {S
2

, O
2

} = H, H � S
2

= {S
2

, O
1

},
a wiÍc warstwy lewostronne i warstwy prawostronne mogπ siÍ róøniÊ.
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Definicja 2.3. Niech (G, ·) bÍdzie grupπ, H < G i a, b 2 G. Mówimy, øe a przystaje lewostronnie
do b wed≥ug modu≥u H, co oznaczamy przez a ⌘H b, jeúli

a�1b 2 H.

Mówimy, øe a przystaje prawostronnie do b wed≥ug modu≥u H, co oznaczamy przez a ⌘H b, jeúli

ab�1 2 H.

Twierdzenie 2.2. Niech (G, ·) bÍdzie grupπ, H < G i a 2 G.
(1) Relacja ⌘H jest równowaønoúciπ oraz [a] ⌘H

= aH.
(2) Relacja ⌘H jest równowaønoúciπ oraz [a]⌘H

= Ha.

Dowód. Przeprowadzimy dowód dla warstw lewostronnych, rozumowanie dla warstw prawostronnych
przebiega analogicznie. Poniewaø, dla g 2 G g�1g = 1 2 H, wiÍc g ⌘H g i tym samym relacja ⌘H jest
zwrotna. Jeøeli ustalimy g, h 2 G takie, øe g ⌘H h, czyli g�1h 2 H, to wówczas h�1g = (g�1h)�1 2 H,
czyli h ⌘H g i relacja ⌘H jest symetryczna. Podobnie, jeøeli ustalimy g, h, k 2 G takie, øe g ⌘H h i
h ⌘H k, czyli takie, øe g�1h 2 H i h�1k 2 H, to wówczas g�1k = g�1

1k = g�1h|{z}
2H

h�1k|{z}
2H

2 H, czyli g ⌘H k i

relacja ⌘H jest przechodnia. Tym samym pokazaliúmy, øe ⌘H jest relacjπ równowaønoúciowπ na zbiorze
G i pozostaje opisaÊ jej klasy abstrakcji. W tym celu zauwømy, øe

g 2 [a] ⌘H
, a ⌘H g , a�1g 2 H , 9h 2 H(a�1g = h) , g = ah 2 aH.

⇤
Wniosek 2.1. Niech (G, ·) bÍdzie grupπ, H < G i a, b 2 G. Wówczas:
(1) 8a 2 G(a 2 aH) (symetrycznie: 8a 2 G(a 2 Ha)).
(2) Jeúli aH 6= bH, to aH \ bH = ; (symetrycznie: jeúli Ha 6= Hb, to Ha \Hb = ; ).
(3) Jeúli aH \ bH 6= ;, to aH = bH (symetrycznie: jeúli Ha \Hb 6= ;, to Ha = Hb).
(4) G =

S
a2G aH (symetrycznie: G =

S
a2G Ha).

(5) aH = bH wtedy i tylko wtedy, gdy a�1b 2 H (symetrycznie: Ha = Hb wtedy i tylko wtedy, gdy
ab�1 2 H).

Wniosek 2.2. Niech (G, ·) bÍdzie grupπ, H < G i a 2 G. Wówczas:
(1) Kaøda warstwa lewostronna aH jest równoliczna ze zbiorem H.
(2) Kaøda warstwa prawostronna Ha jest równoliczna ze zbiorem H.
(3) Kaøda warstwa lewostronna aH jest równoliczna z warstwπ prawostronnπ Ha.

Dowód. RównolicznoúÊ w punkcie (1) ustala bijekcja �a : H ! aH, równolicznoúÊ w punkcie (2) ustala
bijekcja ⇡a : H ! Ha, a punkt (3) jest oczywistym wnioskiem z (1) i (2). ⇤
Twierdzenie 2.3. Niech (G, ·) bÍdzie grupπ, niech H < G. Wówczas zbiory WL(H) i WP (H) sπ rów-
noliczne.

Dowód. Zdefiniujmy funkcjÍ � : WL(H) ! WP (H) wzorem

�(aH) = Ha�1.

Zauwaømy, øe funkcja ta jest poprawnie okreúlona, za≥óømy bowiem, øe aH = bH: wówczas a�1b 2 H, a
stπd a�1

(b�1

)

�1 2 H, czyli Ha�1

= Hb�1. Pozostaje sprawdziÊ, øe � istotnie jest bijekcjπ.
� jest róønowartoúciowa, za≥óømy bowiem, øe �(aH) = �(bH), czyli øe Ha�1

= Hb�1. Wówczas
a�1

(b�1

)

�1 2 H, czyli a�1b 2 H, wiÍc aH = bH. � jest teø surjektywna, ustalmy bowiem Hb 2 WP (H):
natenczas Hb = H(b�1

)

�1

= �(b�1H). ⇤
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Definicja 2.4. Niech (G, ·) bÍdzie grupπ, niech H < G. Wspólnπ moc zbiorów WL(H) i WP (H) nazy-
wamy indeksem podgrupy H w grupie G i oznaczamy (G : H).

Przyk≥ady:
(3) Rozwaømy grupÍ Z

6

oraz H = {0, 3} < Z
6

. Wówczas (Z
6

: H) = 3.
(4) Rozwaømy grupÍ D(3) = {ID

3

, O
1

, O
2

, S
1

, S
2

, S
3

} oraz H = {ID
3

, S
1

} < D(3). Wówczas (D(3) :

H) = 3.
(5) Rozwaømy grupÍ Z oraz 5Z < Z. Weümy pod uwagÍ dwie warstwy a+ 5Z i b+ 5Z:

a+ 5Z = b+ 5Z , (�a) + b 2 5Z , 5|b� a

, a ⌘ b(mod5).

Tym samym funkcja  : WL(5Z) ! {0, 1, 2, 3, 4} dana wzorem
 (a+ 5Z) = reszta z dzielenia a przez 5

jest róønowartoúciowa i surjektywna, a wiÍc liczy warstwy. Tym samym (Z : 5Z) = 5.
(6) Rozwaømy grupÍ R⇤ oraz R⇤

+

= {x 2 R⇤
: x > 0}. Weümy pod uwagÍ dwie warstwy aR⇤

+

i bR⇤
+

:

aR⇤
+

= bR⇤
+

, a

b
2 R⇤

+

, sgna = sgnb.

Tym samym funkcja  : WL(R⇤
+

) ! {±1} dana wzorem
 (aR⇤

+

) = sgna

jest róønowartoúciowa i surjektywna, a wiÍc liczy warstwy. Tym samym (R⇤
: R⇤

+

) = 2.

Twierdzenie 2.4 (Lagrange’a). Niech (G, ·) bÍdzie grupπ skoÒczonπ, niech H < G. Wówczas

|G| = (G : H) · |H|.

Dowód. Niech (G : H) = k i niech a
1

H, a
2

H, . . . , akH bÍdπ wszystkimi parami róønymi warstwami
lewostronnymi. Wówczas

aiH \ ajH = ;, dla i 6= j oraz G =

k[

i=1

aiH,

a zatem

|G| =
kX

i=1

|aiH|

i poniewaø |aiH| = |H|, wiÍc

|G| =
kX

i=1

|H| = k · |H| = (G : H) · |H|.

⇤
Wniosek 2.3. Niech (G, ·) bÍdzie grupπ skoÒczonπ, niech H < G. Wówczas

(1) (G : H) =

|G|
|H| ,

(2) rzπd podgrupy jest dzielnikiem rzÍdu grupy,
(3) (G : {1G}) = |G| oraz (G : G) = 1.

Przyk≥ad:
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(7) Rozwaømy grupÍ D(3) = {ID
3

, O
1

, O
2

, S
1

, S
2

, S
3

} oraz H = {ID
3

, S
1

} < D(3). Wówczas

(D(3) : H) =

|D(3)|
|H| =

6

3

= 2.

2.2. Rzπd elementu grupy. Grupy cykliczne.

Definicja 2.5. Niech (G, ·) bÍdzie grupπ, a 2 G. PodgrupÍ hai nazywamy podgrupπ cyklicznπ gene-
rowanπ przez element a. Mówimy, øe grupa G jest cykliczna, gdy istnieje element g 2 G taki, øe
G = hgi. Element g nazywamy generatorem grupy G.

Przyk≥ady:
(1) Niech G = Z. Wtedy h1i = Z.
(2) Niech G = Zn. Wtedy h1i = Zn.

Twierdzenie 2.5. Jeúli rzπd grupy G jest liczbπ pierwszπ, to G jest cykliczna i nie zawiera podgrup
w≥aúciwych.

Dowód. Rozwaømy grupÍ (G, ·) i niech |G| = p, p 2 P. Pokaøemy, øe G jest cykliczna. Ustalmy 1G 6=
a 2 G. Wówczas hai < G oraz hai 6= {1}. Wobec twierdzenia Lagrange’a, |hai||p. Zatem |hai| = p, czyli
hai = G.
Pokaøemy, øe G nie zawiera podgrup w≥aúciwych. Ustalmy H < G. Z twierdzenia Lagrange’a wynika,
øe |H||p. Zatem |H| = 1 lub |H| = p, czyli H = {1} lub H = G. ⇤
Uwaga 2.1. Jeúli G jest grupπ cyklicznπ, to rzπd G nie musi byÊ liczbπ pierwszπ – na przyk≥ad rozwaømy
Z

6

.

Definicja 2.6. Niech (G, ·) bÍdzie grupπ, a 2 G. RzÍdem elementu a nazywamy rzπd podgrupy cy-
klicznej generowanej przez a i oznaczamy r(a).

Przyk≥ady:
(3) Rozwaømy grupÍ R⇤. Wówczas:

• h�1i = {�1, 1}, wiÍc r(�1) = 2;
• h2i = {2k : k 2 Z}, wiÍc r(2) = 1.

(4) Rozwaømy grupÍ Z
6

. Wówczas:
• h2i = {0, 2, 4}, wiÍc r(2) = 3;
• h1i = {0, 1, 2, 3, 4, 5}, wiÍc r(1) = 6.

(5) Rozwaømy grupÍ Z. Wówczas:
• h1i = Z, wiÍc r(1) = 1.

(6) Rozwaømy grupÍ D(3) = {ID
3

, O
1

, O
2

, S
1

, S
2

, S
3

}. Wówczas:
• hS

1

i = {I, S
1

}, wiÍc r(S
1

) = 2.

Uwaga 2.2. Niech (G, ·) bÍdzie grupπ, a 2 G. Wówczas:
(1) r(a) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy a = 1G;
(2) r(a) = r(a�1

);
(3) jeúli G jest skoÒczona, to

r(a) < 1 oraz r(a)||G|.

Dowód. (1) Oczywiste.
(2) Wystarczy zauwaøyÊ, øe hai = ha�1i.
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(3) Rzπd elementu a jest skoÒczony, poniewaø r(a) = |hai| oraz hai ⇢ G, wiÍc |hai| < 1. Dalej, rzπd
elementu a dzieli rzπd grupy G, poniewaø r(a) = |hai| i na mocy twierdzenia Lagrange’a |hai|||G|.

⇤
Twierdzenie 2.6. Niech (G, ·) bÍdzie grupπ, a 2 G.
(1) Jeúli nie istnieje n 2 N takie, øe an = 1G, to r(a) = 1.
(2) Jeúli istnieje n 2 N takie, øe an = 1G, to

r(a) = min{n 2 N : an = 1G}.

Dowód. (1) Zgodnie z definicjπ, r(a) = |hai| oraz hai = {ak : k 2 Z}. Pokaøemy, øe jeúli i 6= j, to
ai 6= aj. Ustalmy i, j, i > j oraz przypuúÊmy, øe ai = aj. Wówczas ai�j

= 1G oraz i � j 2 N, co
jest sprzeczne z za≥oøeniem o nieistnieniu n 2 N takiego, øe an = 1G.
Tym samym hai zawiera nieskoÒczenie wiele parami róønych elementów, czyli r(a) = 1.

(2) Tak jak poprzednio, r(a) = |hai| oraz hai = {ak : k 2 Z}. Niech k = min{n 2 N : an = 1G}.
Pokaøemy, øe |hai| = {1G, a1, a2, . . . , ak�1}. Inkluzja (�) jest oczywista, a dla dowodu inkluzji (⇢)

ustalmy g 2 |hai|. Wówczas g = am, dla pewnego m 2 Z. Dzielπc z resztπ m przez k otrzymujemy
istnieje q, r 2 Z takich, øe

m = kq + r oraz 0  r < k.

Dalej, am = akq+r
= (ak)qar = ar 2 {1, a1, a2, . . . , ak�1}.

Pozostaje pokazaÊ, øe zbiór {1, a1, a2, . . . , ak�1} zawiera k elementów. PrzypuúÊmy bowiem, øe
istniejπ i, j 2 {0, 1, . . . , k � 1}, i > j, takie, øe ai = aj. Wówczas ai�j

= 1G, ale 0 < i� j < k, co
jest sprzeczne z wyborem k.

⇤
Przyk≥ady:
(7) Rozwaømy grupÍ U(Z

10

) = {1, 3, 7, 9}. Wówczas r(3) = 4.
(8) Rozwaømy grupÍ D(3) = {ID

3

, O
1

, O
2

, S
1

, S
2

, S
3

}. Wówczas r(O
2

) = 3.

Wniosek 2.4. Niech (G, ·) bÍdzie grupπ.
(1) Jeøeli G jest skoÒczona i |G| = n, to 8a 2 G(an = 1G).
(2) Jeøeli a 2 G i r(a) = k, to ak = 1G.
(3) Jeøeli a 2 G, r(a) = k i am = 1G, to k  m.

Przyk≥ad:
(9) Rozwaømy grupÍ U(Z

8

) = {1, 3, 5, 7}. Wówczas 34 = 1, ale r(3) = 2.

Twierdzenie 2.7. Niech (G, ·) bÍdzie grupπ, a 2 G. Jeøeli am = 1G, to wówczas r(a)|m.

Dowód. Niech r(a) = k. PrzypuúÊmy, øe k - m. Dzielπc z resztπ m przez k otrzymujemy istnieje liczb
ca≥kowitych q, r 2 Z takich, øe

m = kq + r oraz 0 < r < k.

Dalej, 1G = am = akq+r
= (ak)qar = ar, co daje sprzecznoúÊ z Twierdzeniem 2.6. ⇤

Wniosek 2.5. Niech (G, ·) bÍdzie grupπ skoÒczonπ. Wówczas G jest cykliczna wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje a 2 G taki, øe r(a) = |G|.

Dowód. ()): oczywiste. ((): niech a 2 G bÍdzie taki, øe r(a) = |G|; wówczas |hai| = |G| oraz hai < G,
czyli hai = G. ⇤
Przyk≥ady:
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(10) Z
5

jest cykliczna, gdyø r(1) = 5.
(11) U(Z

8

) nie jest cykliczna, gdyø

r(1) = 1, r(3) = 2, r(5) = 2 oraz r(7) = 2.

(12) Z
2

⇥ Z
2

nie jest cykliczna, gdyø

r((0, 0)) = 1, r((1, 0)) = 2, r((0, 1)) = 2 oraz r((1, 1)) = 2.

(13) Z
2

⇥ Z
3

jest cykliczna, gdyø r((1, 2)) = 6.

Twierdzenie 2.8. (1) Dowolna grupa cykliczna jest abelowa.
(2) Podgrupa grupy cyklicznej jest cykliczna.

Dowód. (1) Niech G = hai. Ustalmy x, y 2 G. Wtedy x = ak, y = al, dla pewnych k, l 2 Z. Natenczas
xy = akal = ak+l

= al+k
= alak = yx.

(2) Niech G = hai. Ustalmy H < G. Moøemy za≥oøyÊ, øe H 6= {1G} (oczywiúcie podgrupa trywialna
{1G} jest cykliczna). Ustalmy c 2 H, c 6= 1G. W szczególnoúci c = ak, dla pewnego k 2 Z.
Moøemy za≥oøyÊ, øe k 2 N, gdyø jeúli k < 0, to c�1

= a�k 2 H. Niech n = min{l 2 N : al 2 H}.
Pokaøemy, øe H = hani. Inkluzja (�) jest oczywista, skupmy siÍ na dowodzie inkluzji (⇢).
Ustalmy x 2 H. Wówczas x = am, dla pewnego m 2 Z. Dzielπc z resztπ m przez n otrzymujemy
istnieje liczb ca≥kowitych q, r 2 Z takich, øe

m = nq + r oraz 0 < r < n.

Dalej, am = anq+r
= (an)qar, a wiÍc ar = am(an)�q 2 H. Wobec wyboru n, jedynπ moøliwoúciπ

staje siÍ, aby r = 0. Wówczas m = nq, a stπd x = am = (an)q 2 hani.
⇤

Uwaga 2.3. Z przeprowadzonego dowodu wynika, øe jeúli (G, ·) jest grupπ cyklicznπ, G = hai oraz
{1G} 6= H < G, to H = hani, gdzie

n = min{l 2 N : al 2 H}.

Przyk≥ad:
(14) Rozwaømy grupÍ Z oraz H = hm,ni < Z. H jest cykliczna oraz

H = hadi, d = min{l 2 N : 1 · l 2 H}.
Poniewaø H = {xm+yn : x, y 2 Z}, wiÍd d jest najmniejszπ z liczb naturalnych postaci xm+yn,
a wiÍc, wobec algorytmu Euklidesa, d = NWD(m,n).


