
Grupy permutacji.



Twierdzenie (Cayley’a)

Dowolna grupa G jest izomorficzna z pewnπ podgrupπ grupy
przekszta≥ceÒ SpGq.



Dowód.

Zdefiniujmy odwzorowanie � : G Ñ SpGq wzorem �paq “ �a,
gdzie �a : G Ñ G jest przesuniÍciem lewostronnym.

� jest dobrze okreúlonym homomorfizmem.

Pokaøemy, øe � jest monomorfizmem.

Ustalmy w tym celu a P ker�.

Wówczas:

�paq “ idG ô �a “ idG ô @b P Gpab “ bq ô a “ 1G.

Ponadto, oczywiúcie, im� † SpGq, a zatem
G – im� † SpGq.



Uwaga

Niech X i Y bÍdπ zbiorami równolicznymi. Wówczas
SpXq – SpY q.



Dowód:

Niech f : X Ñ Y bÍdzie bijekcjπ ustalajπcπ równolicznoúÊ.

Zdefiniujmy odwzorowanie  : SpXq Ñ SpY q wzorem
 p�q “ f ˝ � ˝ f´1.

Pokaøemy, øe  jest homomorfizmem.

Ustalmy w tym celu �1,�2 P SpXq.
Wówczas

 p�1 ˝ �2q “ f ˝ �1 ˝ �2 ˝ f´1 “ f ˝ �1 ˝ f´1 ˝ f ˝ �2 ˝ f´1

“  p�1q ˝  p�2q.



Pokaøemy, øe  jest surjektywne.

Ustalmy w tym celu ⌧ P SpY q.
Wówczas

⌧ “ f ˝ f´1 ˝ ⌧ ˝ f ˝ f´1 “  pf´1 ˝ ⌧ ˝ fq.



Pokaøemy, øe  jest róønowartoúciowe.

Ustalmy w tym celu � P ker .

Wówczas

� P ker ô  p�q “ idY ô f ˝ � ˝ f´1 “ idY ô � “ idX .



Wniosek

Dowolna grupa n-elementowa G jest izomorficzna z pewnπ
podgrupπ grupy permutacji Spnq.



Dowód.

Ustalmy grupÍ G i niech |G| “ n.

Wówczas G jest równoliczna z t1, . . . , nu, zatem
SpGq – Spnq.



Wniosek

Dla ustalonej liczby n istnieje skoÒczona liczba grup parami
nieizomorficznych rzÍdu n.



Definicja:

Niech � P Spnq.
1. Zbiór

supp p�q “ ta P t1, . . . , nu : �paq ‰ au
nazywamy noúnikiem permutacji �.

2. Mówimy, øe permutacje �1,�2 P Spnq sπ roz≥πczne (lub
niezaleøne), gdy

supp p�1q X supp p�2q “ H.



3. PermutacjÍ � P Spnq nazywamy cyklem o d≥ugoúci k, gdy
istnieje podzbiór A “ ta1, . . . , aku Ä t1, . . . , nu taki, øe

�pa1q “ a2,�pa2q “ a3, . . . ,�pak´1q “ ak,�pakq “ a1

oraz
�piq “ i, dla i P t1, . . . , nuzA.

Cykl taki zapisujemy jako

� “ pa1, a2, . . . , akq.
Przyjmujemy ponadto, øe idt1,...,nu jest cyklem o d≥ugoúci 1
i oznaczamy go jako p1q.

4. Cykl o d≥ugoúci 2 nazywamy transpozycjπ.



Przyk≥ady:

1. Rozwaømy � “
ˆ

1 2 3 4 5 6

3 2 1 5 6 4

˙

. Wówczas:

supp p�q “ t1, 3, 4, 5, 6u.



2. Rozwaømy �1 “
ˆ

1 2 3 4

2 1 3 4

˙

, �2 “
ˆ

1 2 3 4

1 2 4 3

˙

.

Wówczas �1 i �2 sπ permutacjami roz≥πcznymi.



3. Rozwaømy � “
ˆ

1 2 3 4 5

3 5 2 1 4

˙

. Wówczas � jest

cyklem:
� “ p1, 3, 2, 5, 4q.



4. Rozwaømy � “
ˆ

1 2 3 4

2 1 3 4

˙

. Wówczas � jest

transpozycjπ:
� “ p1, 2q.



Uwaga

Niech Spnq bÍdzie grupπ permutacji.
1. Jeúli � P Spnq i a P supp p�q, to �paq P supp p�q.
2. Jeúli � P Spnq i k P N, to supp p�kq Ä supp p�q.
3. Jeúli � P Spnq, to supp p�´1q Ä supp p�q.
4. Jeúli �, ⌧ P Spnq i supp p�q X supp p⌧q “ H, to � ˝ ⌧ “ ⌧ ˝ �.



Dowód:

1. Ustalmy � P Spnq i a P supp p�q.
Wówczas �paq ‰ a i poniewaø � jest bijekcjπ, to
�p�paqq ‰ �paq, czyli �paq P supp p�q.



2. Ustalmy � P Spnq i k P N.
Ustalmy a P supp p�kq.
Wówczas �kpaq ‰ a.

PrzypuúÊmy nie wprost, øe �paq “ a.

Wówczas:

�paq “ a

�2paq “ �paq “ a

�3paq “ �2paq “ �paq “ a
...

�kpaq “ . . . “ a



3. Ustalmy � P Spnq i a P supp p�´1q.
Wówczas �´1paq ‰ a.

Niech �´1paq “ b, b ‰ a.

Wówczas a “ �pbq i poniewaø � jest bijekcjπ, wiÍc
�paq ‰ �pbq, czyli a ‰ �paq.



4. Ustalmy �, ⌧ P Spnq i niech supp p�q X supp p⌧q “ H.
Ustalmy a P t1, . . . , nu i rozwaømy kilka przypadków.

§ Niech a R supp p�q Y supp p⌧q.
Wówczas �paq “ a, ⌧paq “ a, wiÍc � ˝ ⌧paq “ ⌧ ˝ �paq.

§ Niech a P supp p�q.
Wówczas �paq P supp p�q.
Dalej, �paq R supp p⌧q oraz a R supp p⌧q.
Zatem � ˝ ⌧paq “ �paq “ ⌧p�paqq “ ⌧ ˝ �.

§ Niech a P supp p⌧q.
Rozumowanie prowadzimy analogicznie.



Uwaga

Niech Spnq bÍdzie grupπ permutacji.
1. Jeúli � P Spnq oraz � “ pa1, . . . , akq, to

supp p�q “ ta1, . . . , aku.
2. Jeúli � P Spnq oraz � “ pa1, . . . , akq, to
� “ pa2, . . . , a1, a1q “ pa3, . . . , a1, a2q “ . . . “ pak, . . . , ak´2, ak´1q.

3. Jeúli � P Spnq oraz � “ pa1, . . . , akq, to
�´1 “ pak, . . . , a1q.



Uwaga

Niech Spnq bÍdzie grupπ permutacji.
1. Dla i, j P t1, . . . , nu zachodzi pi, jq2 “ pi, jq ˝ pi, jq “ p1q.
2. Dla i, j P t1, . . . , nu zachodzi pi, jq “ pj, iq.
3. Dla i, j P t1, . . . , nu zachodzi pi, jq “ p1, iq ˝ p1, jq ˝ p1, iq.



Twierdzenie

Kaøda permutacja � P Spnq da siÍ przedstawiÊ w postaci
iloczynu cykli parami roz≥πcznych. Przedstawienie to jest
jednoznaczne z dok≥adnoúciπ do kolejnoúci cykli.



Dowód:

Pokaøemy istnienie stosownego rozk≥adu.

Niech m “ |supp p�q|.
Dowód poprowadzimy przez indukcjÍ wzglÍdem m.

Jeøeli m “ 0, to wówczas

� “
ˆ

1 2 . . . n
1 2 . . . n

˙

a zatem � “ p1q.



Jeøeli m • 2, to za≥óømy, øe kaøda permutacja � P Spnq taka, øe
|supp p�q| † m

daje siÍ roz≥oøyÊ na iloczyn cykli parami roz≥πcznych.
Ustalmy permutacjÍ � P Spnq takπ, øe

|supp p�q| “ m.

Pokaøemy, øe � daje siÍ roz≥oøyÊ na iloczyn cykli parami
roz≥πcznych.
Ustalmy w tym celu a1 P supp p�q i rozwaømy ciπg

b1 “ a1, b2 “ �pb1q, b3 “ �pb2q, . . .
Oczywiúcie

@p P Npbp P t1, . . . , nuq,
a zatem

Dp1, p2 P Npbp1 “ bp2q.
Wobec tego niech

k “ mintp P N : bp`1 “ bs, dla pewnego s P t1, . . . , puu.



Pokaøemy, øe s “ 1.

PrzypuúÊmy bowiem, øe s ° 1.

Wówczas w szczególnoúci:

bk`1 “ bs dla pewnego s P t2, . . . , ku
i zgodnie z okreúleniem ciπgu pb1, b2, . . .q:

�pbkq “ bk`1 “ bs “ �pbs´1q,
ale poniewaø � jest bijekcjπ, wiÍc

bk “ bs´1

czyli
bpk´1q`1 “ bs´1 oraz s ´ 1 P t1, . . . , k ´ 1u.

Wszelako k by≥o najmniejszπ liczbπ o powyøszej w≥asnoúci, co
daje sprzecznoúÊ.



Wobec tego liczby

b1 “ a1, b2 “ �pb1q, b3 “ �pb2q, . . . , bk “ �pbk´1q
sπ parami róøne oraz

bk`1 “ b1.

Mamy wiÍc

� “
ˆ

b1 b2 . . . bk
b2 b3 . . . b1

˙

˝
ˆ

c1 c2 . . . cm´k

�pc1q �pc2q . . . �pcm´kq
˙

looooooooooooooooooooomooooooooooooooooooooon

“⌧

“ pb1, . . . , bkq ˝ ⌧.

Jeúli m “ k, to � “ pb1, . . . , bmq jest cyklem.



Jeúli m ° k, to |supp p⌧q| “ m ´ k † m, wiÍc na podstawie
za≥ozenia indukcyjnego

⌧ “ �1 ˝ . . . ˝ �l,
gdzie �i, i P t1, . . . , lu sπ cyklami roz≥πcznymi.
Wobec tego

� “ pb1, . . . , bkq ˝ �1 ˝ . . . ˝ �l
oraz

@i P t1, . . . , lupsupp p�iq X supp pb1, . . . , bkq “ Hq.



Pokaøemy jednoznacznoúÊ (z dok≥adnoúciπ do kolejnoúci)
stosownego rozk≥adu.

Niech
� “ �1 ˝ . . . ˝ �l1 “ �1

1 ˝ . . . ˝ �1
l2 ,

gdzie �1, . . . , �l1 , �
1
1, . . . , �

1
l2
sπ cyklami oraz

@i, j P t1, . . . , l1upsupp p�iq X supp p�jq “ Hq,
@i, j P t1, . . . , l2upsupp p�1

iq X supp p�1
jq “ Hq.

PrzypuúÊmy, øe
@i P t1, . . . , l2up�1 ‰ �1

iq.



Ustalmy a1 P supp p�1q Ä supp p�q.
Dla pewnego i P t1, . . . , l2u

a1 P supp p�1
iq

i moøemy – zmieniajπc ewentualnie numeracjÍ – za≥óøyÊ, øe

a1 P supp p�1
1q.

Wobec tego:
�1 “ pa1, a2, . . . , ak1q,
�1
1 “ pa1, a1

2, . . . , a
1
k2q.

Ale poniewaø � jest bijekcjπ, wiÍc:

a1
2 “ �pa1q “ a2,

a1
3 “ �pa2q “ a3,
...

zatem �1 “ �1
1, co jest sprzecznoúciπ.



Przyk≥ady:

5. Rozwaømy � “
ˆ

1 2 3 4 5 6 7 8

3 1 2 5 4 5 8 7

˙

P Sp8q.
Wówczas:

� “ p1, 3, 2q ˝ p4, 6, 5q ˝ p7, 8q.

6. Rozwaømy � “
ˆ

1 2 3 4 5 6 7 8

2 3 5 1 6 7 8 4

˙

P Sp8q.
Wówczas:

� “ p1, 2, 3, 5, 6, 7, 8, 4q.



Wniosek

Grupa Spnq jest generowana przez zbiór wszystkich cykli.



Uwaga

Rzπd cykli o d≥ugoúci k w grupie Spnq jest równy k.



Dowód.

Ustalmy �1 “ pa1, a2, . . . , akq P Spnq.
Wówczas:

�k “
ˆ

a1 a2 . . . ak
a1 a2 . . . ak

˙

“ p1q.

Ustalmy i P t1, . . . , k ´ 1u.
Wówczas:

�ipa1q “ ai`1

ale i ` 1 P t2, . . . , ku, wiÍc
�ipa1q ‰ a1.



Twierdzenie (RuÖniego)

Jeøeli � P Spnq ma nastÍpujπcy rozk≥ad na cykle roz≥πczne:
� “ �1 ˝ . . . ˝ �m

o d≥ugoúciach, odpowiednio, k1, . . . , km, to wówczas

rp�q “ NWW pk1, . . . , kmq.



Dowód:

Ustalmy � o rozk≥adzie jak w twierdzeniu.

Niech rp�q “ r.

Oznaczmy:
w “ NWW pk1, . . . , kmq

oraz dobierzmy liczby naturalne t1, . . . , tm tak, aby

@i P t1, . . . ,muw “ kiti.

Wówczas

�w “ p�1 ˝ . . . ˝ �mqw
“ �w1 ˝ . . . ˝ �wm “ �k1t11 ˝ . . . ˝ �kmt

m

m

“ p�k11 qt1 ˝ . . . ˝ p�kmm qtm “ p1q.

Wobec tego r|w.



Z drugiej strony:

p1q “ �r “ p�1 ˝ . . . ˝ �mqr “ �r1 ˝ . . . ˝ �rm
oraz �r1 , . . . , �

r
m sπ cyklami parami roz≥πcznymi.

Zatem:
�r1 “ p1q, . . . , �rm “ p1q,

skπd k1|r, . . . , km|r.
Wobec tego w|r.



Przyk≥ad:

7. Rozwaømy � “
ˆ

1 2 3 4 5 6 7 8 9

2 3 1 7 5 6 4 9 8

˙

P Sp9q.
Wówczas:

� “ p1, 2, 3q ˝ p4, 7q ˝ p8, 9q,
a zatem rp�q “ NWW p3, 2, 2q “ 6.



Uwaga

Kaødy cykl jest iloczynem transpozycji.



Dowód.

Wystarczy zauwaøyÊ, øe

pa1, . . . , akq “ pa1, akq ˝ pa1, ak´1q ˝ . . . ˝ pa1, a2q.



Wniosek

1. Kaøda permutacja � P Spnq jest iloczynem transpozycji.
2. Grupa Spnq jest generowana przez zbiór wszystkich
transpozycji.

3. Grupa Spnq jest generowana przez zbiór
tp1, 2q, p1, 3q, . . . , p1, nqu.



Przyk≥ady:

8. Rozwaømy � “
ˆ

1 2 3 4 5 6 7 8

6 4 2 3 8 7 1 5

˙

P Sp8q.
Wówczas:

� “ p1, 6, 7q ˝ p2, 4, 3q ˝ p5, 8q
“ p1, 7q ˝ p1, 6q ˝ p2, 3q ˝ p2, 4q ˝ p5, 8q.



9. Rozwaømy � “
ˆ

1 2 3

2 3 1

˙

P Sp3q. Wówczas:

� “ p1, 2, 3q “ p1, 3q ˝ p1, 2q
“ p1, 3q ˝ p1, 2q ˝ p1, 2q ˝ p1, 2q.

W szczególnoúci rozk≥ad permutacji na transpozycje nie
jest jednoznaczny.



Lemat

Niech � P Spnq oraz c1, . . . , ck P t1, . . . , nu. Niech
� “ p1, c1q ˝ . . . ˝ p1, ckq.

Jeúli �psq “ s dla pewnego s P t1, . . . , nu, to element s
wystÍpuje w ciπgu c1, . . . , ck parzystπ liczbÍ razy.



Dowód:

Jeúli s ‰ ci, dla i P t1, . . . , ku, to s wystÍpuje w ciπgu 0 razy.
Za≥óømy wiÍc, øe s “ ci, dla pewnego i P t1, . . . , ku.
Dowód prowadzimy metodπ indukcji po k.

Za≥óømy, øe dla wszelkich p P t1, . . . , k ´ 1u, jeøeli
c1, . . . , cp P t1, . . . , nu oraz

� “ p1, c1q ˝ . . . ˝ p1, cpq,
i jeúli �psq “ s, dla pewnego s P t1, . . . , nu, to element s
wystÍpuje w ciπgu c1, . . . , cp parzystπ liczbÍ razy.

Niech
l “ maxti P t1, . . . , ku : s “ ciu.

Ponadto oznaczmy

⌧i “ p1, ciq, dla i P t1, . . . , ku.



Wówczas

⌧l ˝ ⌧l`1 ˝ . . . ˝ ⌧kpsq “ 1 ‰ s,

⌧1 ˝ . . . ˝ ⌧l ˝ ⌧l`1 ˝ . . . ˝ ⌧kpsq “ �psq “ s.

a zatem
⌧1 ˝ ⌧2 ˝ . . . ˝ ⌧l´1psq ‰ s.

Wobec tego
Di P t1, . . . , l ´ 1ups “ ci.q



Niech
m “ maxti P t1, . . . , l ´ 1u : s “ ciu.

Wówczas

⌧m ˝ ⌧m`1 ˝ . . . ˝ ⌧l ˝ ⌧l`1 ˝ . . . ˝ ⌧kpsq “ s,

⌧1 ˝ . . . ˝ ⌧m ˝ ⌧m`1 ˝ . . . ˝ ⌧l ˝ ⌧l`1 ˝ . . . ˝ ⌧kpsq “ �psq “ s,

a zatem
⌧1 ˝ ⌧2 ˝ . . . ˝ ⌧m´1psq “ s.



Tym samym w ciπgu

cm, . . . , cl, . . . , ck

s wystÍpuje dwa razy oraz

⌧1 ˝ . . . ˝ ⌧m´1 “ p1, c1q ˝ . . . ˝ p1, cm´1q,
przy czym m ´ 1 P t1, . . . , k ´ 1u i skoro ⌧1 ˝ . . . ˝ ⌧m´1psq “ s,
to na podstawie za≥oøenia indukcyjnego w ciπgu

c1, . . . , cm´1

s wystÍpuje parzystπ liczbÍ razy.

Tym samym w ciπgu
c1, . . . , ck

s wystÍpuje parzystπ liczbÍ razy.



Lemat

Niech � P Spnq. Jeúli
� “ pa1, b1q ˝ . . . ˝ pak, bkq “ p1q,

gdzie ai ‰ bi, i P t1, . . . , ku, to k jest liczbπ parzystπ.



Dowód:

Poniewaø

@i P t1, . . . , kurpai, biq “ p1, aiq ˝ p1, biq ˝ p1, aiqs,
wiÍc

� “ p1, a1q ˝ p1, b1q ˝ p1, a1q ˝ . . . ˝ p1, akq ˝ p1, bkq ˝ p1, akq “ p1q.



Stπd w szczególnoúci

@i P t1, . . . , kur�pbiq “ bi.s
i tym samym element bi, dla i P t1, . . . , ku, pojawia siÍ w ciπgu

a1, b1, a1, a2, b2, a2, . . . , ak, bk, ak

parzystπ liczbÍ razy, a wiÍc element bi pojawia siÍ w ciπgu

b1, b2, . . . , bk

parzystπ liczbÍ razy.

Zatem k jest liczbπ parzystπ.



Twierdzenie

Niech � P Spnq oraz
� “ ⌧1 ˝ . . . ˝ ⌧k “ ⌧ 1

1 ˝ . . . ˝ ⌧ 1
l ,

gdzie ⌧1, . . . , ⌧k, ⌧ 1
1, . . . , ⌧

1
l sπ transpozycjami. Wówczas

k ” lp mod 2q.



Dowód.

Wobec równoúci

⌧1 ˝ . . . ˝ ⌧k “ ⌧ 1
1 ˝ . . . ˝ ⌧ 1

l

mamy
⌧1 ˝ . . . ˝ ⌧k ˝ ⌧ 1´1

l ˝ . . . ˝ ⌧ 1´1
1 “ p1q.

Wobec drugiego z lematów liczba

k ` l

jest parzysta, a zatem k ” lp mod 2q.



Definicja

Niech � P Spnq oraz niech � ma nastÍpujπcy rozk≥ad na
transpozycje:

� “ ⌧1 ˝ . . . ˝ ⌧m.

1. LiczbÍ sgnp�q “ p´1qm nazywamy znakiem permutacji �.
2. PermutacjÍ � nazywamy parzystπ, jeúli sgnp�q “ 1, a wiÍc
gdy jest iloczynem parzystej liczby transpozycji i
nieparzystπ w przeciwnym wypadku.



Uwaga

1. Cykl o d≥ugoúci k jest permutacjπ parzystπ wtedy i tylko
wtedy, gdy k jest liczbπ nieparzystπ.

2. Niech � P Spnq i niech � ma nastÍpujπcy rozk≥ad na cykle
roz≥πczne:

� “ �1 ˝ . . . ˝ �l,
przy czym niech ki bÍdzie d≥ugoúciπ cyklu �i, i P t1, . . . , lu.
Wówczas permutacja � jest parzysta wtedy i tylko wtedy,
gdy wúród liczb k1, . . . , kl wystÍpuje parzysta liczba liczb
parzystych.



Dowód.

1. Wynika wprost z toøsamoúci

pa1, . . . , akq “ pa1, akq ˝ pa1, ak´1q ˝ . . . ˝ pa1, a2q.
2. Oczywiste wobec (1).



Przyk≥ady:

10. Rozwaømy � “
ˆ

1 2 3 4 5 6 7 8

6 4 2 3 8 7 1 5

˙

P Sp8q.
Wówczas:

� “ p1, 6, 7q ˝ p2, 4, 3q ˝ p5, 8q
“ p1, 7q ˝ p1, 6q ˝ p2, 3q ˝ p2, 4q ˝ p5, 8q,

wiÍc � jest permutacjπ nieparzystπ.



Twierdzenie

Niech � P Spnq. Rozwaømy wielomiany:
fpx1, . . . , xnq “

π

1§i†j§n

pxi ´ xjq,

f�px1, . . . , xnq “
π

1§i†j§n

px�piq ´ x�pjqq.

Wówczas � jest parzysta wtedy i tylko wtedy, gdy f “ f� oraz �
jest nieparzysta wtedy i tylko wtedy, gdy f “ ´f�.



Dowód:

Wielomiany f i f� róøniπ siÍ co najwyøej znakiem, wiÍc
wystarczy pokazaÊ, øe � jest parzysta wtedy i tylko wtedy, gdy
f “ f�.

W tym celu zauwaømy, øe � jest iloczynem sta≥ej co do
parzystoúci liczby transpozycji ⌧1, . . . ⌧k oraz øe iloczyn dwóch
permutacji jednakowej parzystoúci jest permutacjπ parzystπ, zaú
iloczyn dwóch permutacji róønych parzystoúci jest permutacjπ
nieparzystπ.

Zarazem:
§ jeúli f “ f�1 i f “ f�2 , to f “ f�1˝�2 ,
§ jeúli f “ ´f�1 i f “ ´f�2 , to f “ f�1˝�2 ,
§ jeúli f “ f�1 i f “ ´f�2 , to f “ ´f�1˝�2 .

Wobec tego wystarczy pokazaÊ, øe jeúli ⌧ jest transpozycjπ, to
f “ ´f ⌧ .



Pokaøemy najpierw, øe jeúli ⌧ “ pk, k ` 1q, gdzie
k P t1, . . . , n ´ 1u, to f “ ´f ⌧ .

Istotnie:

f ⌧ px1, . . . , xnq “
π

1§i†j§n

px⌧piq ´ x⌧pjqq.

Tylko jeden czynnik px⌧piq ´ x⌧pjqq w iloczynie
±

1§i†j§npx⌧piq ´ x⌧pjqq spe≥nia ⌧piq ° ⌧pjq, a mianowicie
px⌧pkq ´ x⌧pk`1qq “ pxk`1 ´ xkq.

Zmieniajπc znak tego czynnika na przeciwny otrzymujemy f , a
zatem f “ ´f ⌧ .



Dalej, dla dowolnej transpozycji ⌧ “ pm, rq, 1 § m † r § n,
zachodzi:

pm, rq “ pm,m ` 1q ˝ pm ` 1,m ` 2q ˝ . . .

˝ pr ´ 2, r ´ 1q ˝ pr ´ 1, rq ˝ pr ´ 2, r ´ 1q ˝ . . .

˝ pm ` 1,m ` 2q ˝ pm,m ` 1q.
Zatem dowolna transpozycja jest iloczynem 2pr ´ mq ´ 1

transpozycji postaci pk, k ` 1q, przy czym liczba 2pr ´ mq ´ 1

jest nieparzysta, co koÒczy dowód.



Uwaga

Odwzorowanie sgn : Spnq Ñ t´1, 1u jest homomorfizmem grup.
Jego jπdrem jest zbiór wszystkich permutacji parzystych.



Definicja

PodgrupÍ Apnq grupy Spnq z≥oøonπ ze wszystkich permutacji
parzystych zwiemy grupπ alternujπcπ stopnia n.



Wniosek

Niech n • 2. Wówczas:
1. Apnq Ÿ Spnq;
2. Spnq{Apnq – t´1, 1u – Z2;
3. |Apnq| “ n!

2 .



Twierdzenie

Niech n • 2. Wówczas:
1. grupa Apnq jest generowana przez zbiór wszystkich
permutacji bÍdπcych iloczynem dwóch transpozycji;

2. grupa Apnq jest generowana przez zbiór wszystkich cykli o
d≥ugoúci 3;

3. grupa Apnq jest generowana przez zbiór:
tp1, 2, 3q, p1, 2, 4q, . . . , p1, 2, nqu;

4. grupa Apnq jest generowana przez zbiór:
tp1, i, jq : i, j P t2, . . . , nu, i ‰ ju.



Dowód.

1. Oczywiste.

2. Wystarczy zauwaøyÊ, øe dla parami róønych
i, j, k, l P t1, . . . , nu:

pi, jq ˝ pi, jq “ p1q,
pi, jq ˝ pi, kq “ pi, k, jq,
pi, jq ˝ pk, lq “ pj, k, lq ˝ pi, l, jq.

3. Oczywiste wobec (1) i (2).

4. Oczywiste wobec (1) i (2).


