Grupy permutacji.



Twierdzenie (Cayley’a)

Dowolna grupa G jest izomorficzna z pewng podgrupg grupy
przeksztatcen S(G).



Dowod.
Zdefiniujmy odwzorowanie ® : G — S(G) wzorem ®(a) = A,
gdzie A\, : G — G jest przesunieciem lewostronnym.

® jest dobrze okreslonym homomorfizmem.
Pokazemy, ze ® jest monomorfizmem.
Ustalmy w tym celu a € ker ®.

Wowcezas:

P(a) =idg < Ny = idg < Vbe G(ab=b) < a = 1g.

Ponadto, oczywiscie, im ® < S((G), a zatem

G=~im® < S(G). ]



Uwaga

Niech X 1Y bedq zbiorami rownolicznymi. Wowczas

S(X)=S(Y).



Dowod:

Niech f : X — Y bedzie bijekcjg ustalajaca réwnolicznosc.
Zdefiniujmy odwzorowanie ¥ : S(X) — S(Y) wzorem

U(o)=fooof 1l

Pokazemy, ze ¥ jest homomorfizmem.
Ustalmy w tym celu 01,09 € S(X).

Wowcezas

w(aloJQ) — foaloagof_l:foalof_lofOJQOf_l

= (01) o(02).



Pokazemy, ze 1 jest surjektywne.
Ustalmy w tym celu 7 € S(Y).

Wobowcezas

r=foftorofoft=y(ftorof).



Pokazemy, ze 1) jest réznowartosciowe.
Ustalmy w tym celu o € ker 9.

Wobowcezas

ocekery < (o) =idy & fooo f ! =idy o =idy.



Wniosek

Dowolna grupa n-elementowa G jest izomorficzna z pewng
podgrupq grupy permutacji S(n).



Dowod.
Ustalmy grupe G i niech |G| = n.

Wowczas G jest réwnoliczna z {1,...,n}, zatem

S(G) = S(n). ]



Wniosek

Dla ustalonej liczby n 1stnieje skonczona liczba grup paramz
nieizomorficznych rzedu n.



Definicja:

Niech o € S(n).
1. Zbior
supp (o) ={a € {l,...,n}:0o(a) # a}
nazywamy nosnikiem permutacji o.

2. Méwimy, ze permutacje 01,02 € S(n) sa roztaczne (lub
niezalezne), gdy

supp (o1) N supp (02) = .



3. Permutacje o € S(n) nazywamy cyklem o dtugosci k, gdy
istnieje podzbiér A = {a1,...,ar} < {1,...,n} taki, ze

U(al):::a270(a2):::a37"'70(ak—1) ::akva(ak):::al

Ooraz

o(i) =1, dlaie{l,...,n}H\A.
Cykl taki zapisujemy jako
o = (CL1,CL2, . . .,ak).

Przyjmujemy ponadto, ze tdy; ) jest cyklem o diugosci 1
i oznaczamy go jako (1).

4. Cykl o dtugosci 2 nazywamy transpozycja.



Przykilady:

: 1 2 3 4 5 6 , .
1. Rozvvazmya-(3 5 1 5 6 4).Wowczas.

supp (o) = {1,3,4,5,6}.



: 1 2 3 4 1 2 3 4
2. Rozwazmy o1 = o 13 49219 4 3/

Wéwczas 01 1 09 sa permutacjami roztgcznymi.



, 1 2 3 4 5 , .
3. Rozwazmya-(3 = 9 1 4).Wowczasajest

cyklem:
o=(1,3,2,5,4).



1 2 3 4

4. Rozwazmya=(2 . 3 4

). Wéwczas o jest

transpozycja:
o= (1,2).



Uwaga

Niech S(n) bedzie grupg permutacyi.
1. Jesli o€ S(n) i a €supp (o), to o(a) € supp (o).
2. Jeslioce S(n) i keN, tosupp (c¥) < supp (o).
3. Jesli o € S(n), to supp (¢ 1) < supp (o).
4. Jesli o,7 € S(n) i supp (o) nsupp (1) = J, tocoT =T00.



Dowod:

1. Ustalmy o € S(n) i a € supp (o).
Wowecezas o(a) # a i poniewaz o jest bijekcja, to
o(o(a)) # o(a), czyli o(a) € supp (o).



2. Ustalmy o0 € S(n)ikeN.
Ustalmy a € supp (o%).
Wéwezas o*(a) # a.

Przypuéémy nie wprost, ze o(a) = a.

Woéwczas:
ola) = a
0%(a) = o(a)=a
0°(a) = o%(a)=0(a)=a



3. Ustalmy o € S(n) i a € supp (c71).
Woéwezas o~ 1(a) # a.
Niech o7 1(a) = b, b # a.
Woéwcezas a = o(b) i poniewaz o jest bijekcja, wiec
o(a) # o(b), czyli a # o(a).



4. Ustalmy o, 7 € S(n) i niech supp () nsupp (1) = .
Ustalmy a € {1,...,n} i rozwazmy kilka przypadkdow.
» Niech a ¢ supp (o) U supp (7).

Wéwezas o(a) = a, 7(a) = a, wigc o0 o7(a) = 7o og(a).
» Niech a € supp (o).

Woéwczas o(a) € supp (o).
Dalej, o(a) ¢ supp (1) oraz a ¢ supp (7).

Zatem g o7(a) =o(a) =71(c(a)) =Too0.
» Niech a € supp (7).

Rozumowanie prowadzimy analogicznie.



Uwaga
Niech S(n) bedzie grupg permutacyi.

1. Jesli o0 € S(n) oraz o = (ay,...,ax), to

supp () = {a1, .., ak}.
2. Jesli o € S(n) oraz o = (a1,...,a;), to

o= (az,...,a1,a1) = (as,...,a1,a3) = ... = (Ap,...,0_2,0k_1).
3. Jesli o € S(n) oraz o = (a1,...,ax), to

ot = (ag,...,a1).



Uwaga

Niech S(n) bedzie grupg permutacyi.
1. Dlai,je{l,...,n} zachodzi (i,7)* = (i,5) o (i,7) = (1).
2. Dlai,j5€{l,...,n} zachodzi (i,j) = (J,1).
3. Dlai,j€{l,...,n} zachodzi (i,7) = (1,7) o (1,7) o (1,4).



T'wierdzenie

Kazda permutacja o € S(n) da sie przedstawi¢ w postaci
wloczynu cykli parami roztgcznych. Przedstawienie to jest
jednoznaczne z doktadnosciq do kolejnosci cykls.



Dowod:

Pokazemy istnienie stosownego rozktadu.
Niech m = |supp (o)|.
Dowdd poprowadzimy przez indukcje wzgledem m.

Jezeli m = 0, to wowczas

a zatem o = (1).



Jezeli m > 2, to zalézmy, ze kazda permutacja o € S(n) taka, ze
supp ()| < m

daje sie roztozyc¢ na iloczyn cykli parami roztacznych.

Ustalmy permutacje o € S(n) taka, ze
[supp ()| = m.

Pokazemy, ze o daje sie roztozy¢ na iloczyn cykli parami
roztacznych.

Ustalmy w tym celu a; € supp (0) i rozwazmy ciag
b1 = a1,b2 = o(b1),b3 = o(b2), ...
Oczywiscie
Vpe N(b, € {1,...,n}),

a zatem
3p1,p2 € N(bp, = bp,).

Wobec tego niech
k = min{p e N:by41 = bs, dla pewnego s e {1,...,p}}.



Pokazemy, ze s = 1.
Przypusémy bowiem, ze s > 1.

Wéwczas w szczegdlnosci:
b1 = bs dla pewnego s € {2,...,k}
i zgodnie z okre$leniem ciagu (by, ba, .. .):
o(bx) = bgr1 = bs = o(bs—1),
ale poniewaz o jest bijekcjg, wiec
b = bs—1

czyli
b(/{—l)-l—l = bs—l oraz s — 1 € {1, cee k — 1}

Wiszelako k bylo najmniejszg liczbg o powyzszej wlasnosci, co
daje sprzecznosc.



Wobec tego liczby
b1 = Cll,bQ — U<b1)7b3 — U(bQ)a IR bk — U(bk—1>

sg parami rézne oraz

br11 = b1.
Mamy wiec
o b1 b2 bi,
-\ by b3 b1
- C1 C2 Cm—k )
o(c1) o(ca) ... o(Cmtk)
= (bl,...,bk)OT.

Jeslim =k, to o = (by,...,bn) jest cyklem.



Jesli m > k, to |supp (7)| = m — k < m, wiec na podstawie
zatozenia indukcyjnego

TI’le...O’yh

gdzie ~;, 1 € {1,...,1} sa cyklami roztacznymi.
Wobec tego
0O = (bla-”abk)O’YlO---onl

oraz

Vie{l,...,l}(supp (i) nsupp (b1, .., bx) = ).



Pokazemy jednoznacznos$é (z dokladnoscia do kolejnoéci)
stosownego rozktadu.

Niech
O =910...0% =70...09,,

gdzie v1,. .., Yy, V15 - -5, S& cyklami oraz
Vi,j € {1,..., i} (supp (i) N supp (v;) = &),

Vi,j € {1,...,la}(supp (v;) N supp (v;) = ).

Przypusémy, ze
Vi€ {17 I 712}(71 7 ,77{)



Ustalmy a; € supp (71) < supp (o).
Dla pewnego i € {1,...,l2}

ay € supp (7;)
1 mozemy — zmieniajac ewentualnie numeracje — zalézyc¢, ze
ay € supp (7).

Wobec tego:
Y1 = (CL1, ag, ... 7a'k1)7

vy = (a1, asy, . .. ,a,§€2).

Ale poniewaz o jest bijekcja, wiec:

ay = o(a1) = as,

ag = o(a2) = as,

zatem 1 = 7], co jest sprzecznodcia.



Przykilady:

: 1 2 3 4 5 6 7 8
5. Rozwazmy o = ( 5 1 95 45 8 7 > e 5(8).
Wéwczas:
o=1(1,3,2)0(4,6,5) 0 (7,8).
: 1 2 3 4 5 6 7 8
6. Rozwazmy o = < 5 35 1 6 7 8 4 ) e 5(8).

Wowcezas:
oc=(1,2,3,5,6,7,8,4).



Whniosek

Grupa S(n) jest generowana przez zbior wszystkich cykli.



Uwaga
Rzqd cykli o dlugosci k w grupie S(n) jest rowny k.



Dowad.
Ustalmy 71 = (a1, a2,...,ar) € S(n).

Wobowcezas:

kE a; a2 ... Qg B
! _<a1 as ... ak>_(1)'

Ustalmy i € {1,...,k — 1}.
Wowcezas:
VZ(CLI) = QAj+1

ale i+ 1€ {2,...,k}, wiec

vi(al) £ aq.



Twierdzenie (Ruffiniego)

Jezeli o € S(n) ma nastepujocy rozklad na cykle roztgczne:

O =790...0%m

o dtugosciach, odpowiednio, ki, ..., ky,, to wowczas

7“(0‘) — NWW(kl, ceey /Cm)



Dowod:

Ustalmy o o rozktadzie jak w twierdzeniu.
Niech r(o) = r.

Oznaczmy:
w=NWW(ki,...,kn)
oraz dobierzmy liczby naturalne tq,...,t,, tak, aby
Vi € {1, ce ,m}w = k;t;.
Wéwczas
c¥ = (mo...oym)"

o w w _ _kits Emtm
= A o...onf =~ oL Lot

= () o.. o (gt = (1),

Wobec tego r|w.



Z, drugiej strony:

(1)=0"=(v10...09n) =~o0...0

oraz vi,...,%,, sa cyklami parami roztacznymi.
Zatem:

=), = (1),
skad kql|r, ..., knlr.
Wobec tego w|r.



Przyktad:

: 1 2 3 4 5 6 7 89
7. ROZW&ZHI}’O‘—(Q 5 1 756 49 8)65(9).
Wéwczas:
o=1(1,2,3)0(4,7)0(8,9),

a zatem r(c) = NWW (3,2,2) = 6.



Uwaga
Kazdy cykl jest tloczynem transpozycji.



Dowodd.

Wystarczy zauwazy¢, ze

(al, P ,CLk> = (al,ak) o (al,ak_l) ©...0 (al,ag).



Wniosek

1. KaZda permutacja o € S(n) jest iloczynem transpozycji.

2. Grupa S(n) jest generowana przez zbior wszystkich
transpozycyi.

3. Grupa S(n) jest generowana przez zbior

{(1,2),(1,3),...,(1,n)}.



Przykilady:

: 1 2 3 4 5 6 7 8
8. Rozwazmya—<6 493 8 7 1 5)65(8).

Wobowcezas:

o = (1,6,7)0(2,4,3) 0 (5,8)
= (1,7)o(1,6)0(2,3)0(2,4)0(5,8).



N —
W DN
—_

. Rozwazmy o = ( ) e S(3). Wéwcezas:

o = (1,2,3) = (1,3) 0 (1,2)
= (1,3)0(1,2)0(1,2)0(1,2).

W szczegdblnosci rozktad permutacji na transpozycje nie
jest jednoznaczny.



Lemat
Niech o0 € S(n) oraz cq,...,cp € {1,...,n}. Niech

o= (1,c1)o0...0(1,cg).

Jesli o(s) = s dla pewnego s € {1,...,n}, to element s
wystepuje w ciqgu c1, . . ., cx parzystq liczbe razy.



Dowod:

Jesli s # ¢;, dlaie {1,...,k}, to s wystepuje w ciggu 0 razy.
Zalozmy wiec, ze s = ¢;, dla pewnego i € {1,..., k}.
Dowdd prowadzimy metoda indukeji po k.

Zalozmy, ze dla wszelkich p e {1,...,k — 1}, jezeli
c1,...,¢p€{l,...,n} oraz

o= (1l,c1)o0...0(1,¢p),

ijesli o(s) = s, dla pewnego s € {1,...,n}, to element s
wystepuje w clagu cq, ..., cp parzysta liczbe razy.

Niech
| =max{ie{l,...,k}:s=c¢}.

Ponadto oznaczmy

T; = (1,(37;), dla 7 € {1,...,]€}.



Wobowcezas

TlOTl+1O...OTk(S) = 17’58,
Tlo...OTlOTl+1O...OTk(S) = O'(S)ZS.
a zatem
TL 0Ty 0...0T7_1(8) # s.
Wobec tego

Yie{l,....l—1}s=ci)



Niech
m = max{i € {1,...,l — 1} : s = ¢;}.

Wowecezas

T © Tm41©...0T]OT|410...0T(s) =

T10...0T OTmae10...0T]0Tj410...0Tk(s) =

a zatem
TLOT20...0Tm—1(8) = s.



Tym samym w ciggu

Cmye--sCly...,Ck
s wystepuje dwa razy oraz
T10...0Tm—1 = (L,c1)0...0(1,cm—1),

przy czymm — 1€ {l,...,k—1}iskoro i o...07,_1(s) = s,
to na podstawie zalozenia indukcyjnego w ciggu

Cly---yCm—1

s wystepuje parzysta liczbe razy.
Tym samym w ciggu

C1y...,Ck

s wystepuje parzysta liczbe razy.



Lemat
Niech o € S(n). Jesli

O = (al,bl) ©...0 (ak,bk) = (1),

gdzie a; # b;, i1 € {1,...,k}, to k jest liczbg parzystq.



Dowod:

Poniewaz

77777



Stad w szczegdblnosci
Vie{l,..., k}o(b;) = b;.]
i tym samym element b;, dla ¢ € {1,..., k}, pojawia sie w ciagu
ai,b1,a1,a92,b2,a90,...,ak, b, ag
parzysta liczbe razy, a wiec element b; pojawia sie w ciggu
bi,b2,...,bg

parzysta liczbe razy.
Zatem k jest liczba parzysta.



Twierdzenie
Niech o € S(n) oraz

U=7‘10...OT1€=T{O...OTZ/,
dzie 71, ..., Tk, 7. . ... T, sq transpozycjami. Wdowczas
’ s Tky 115 » 1]

k=1 mod 2).



Dowod.

Wobec réwnosci
/ /
TlooooOTk:TloooooTl

mamy
To...ompo1 to...o7 = (1).

Wobec drugiego z lematéw liczba
k+ 1

jest parzysta, a zatem k =1( mod 2). ]



Definicja
Niech o € S(n) oraz niech o ma nastepujgcy rozktad na
transpozycje:

O =T10...0TH.

1. Liczbe sgn(o) = (—1)™ nazywamy znakiem permutacji o.

2. Permutacje o nazywamy parzysta, jesli sgn(o) = 1, a wiec
gdy jest iloczynem parzystej liczby transpozycji 1
nieparzysta w przeciwnym wypadku.



Uwaga

1. Cykl o dlugosci k jest permutacjq parzystq wtedy i tylko
wtedy, gdy k jest liczbg nieparzystq.
2. Niech 0 € S(n) i niech 0 ma nastepujgcy rozktad na cykle

roztgczne:
0 ="710...07,

przy czym niech k; bedzie dlugoscig cyklu v;, i € {1,...,1}.
Wowczas permutacja o jest parzysta wtedy ¢ tylko wtedy,
gdy wsrod liczb k1, ...,k wystepuje parzysta liczba liczb
parzystych.



Dowod.

1. Wynika wprost z tozsamosci

(CLl, .. .,ak) — (CLl,CLk) o (al,ak_l) ©...0 (al,ag).

2. Oczywiste wobec (1).



Przykilady:

: 1 2 3 4 5 6 7 8
10. Rozvvazmya—(6 493 8 7 1 5)65(8).

Wobowcezas:

o = (1,6,7)0(2,4,3) 0 (5,8)
= (1,7)o(1,6)0(2,3)0(2,4) o (5,8),

wiec o jest permutac]a nieparzysta.



Twierdzenie
Niech o € S(n). Rozwazmy wielomiany:

f(xl,...,xn) = 11 (IZ'—ZE]'),

O, m) = || (@) — To@))-

Wowczas o jest parzysta wtedy @ tylko wtedy, gdy f = f° oraz o
jest nieparzysta wtedy i tylko wtedy, gdy f = — f°.



Dowod:

Wielomiany f 1 f¢ réznia sie co najwyzej znakiem, wiec
wystarczy pokazac, ze o jest parzysta wtedy i tylko wtedy, gdy
r=1r
W tym celu zauwazmy, ze o jest iloczynem statej co do
parzystosci liczby transpozycji 71, ... 7, oraz ze iloczyn dwbch
permutacji jednakowej parzystosci jest permutacjg parzystg, zas
iloczyn dwoch permutacji réoznych parzystosci jest permutacja
nieparzysta.
Zarazem:

»jesli f = fOr i f = f7%, to f = fOR,

- Jesli f = =711 f = —f72, to f = f71°7%,

»jesli f = f9'1 f = —f92,to f = —f91°92,
Wobec tego wystarczy pokazac, ze jesli 7 jest transpozycja, to

f=-r



Pokazemy najpierw, ze jesli 7 = (k, k + 1), gdzie
ke{l,...,n—1},to f=—f".

Istotnie:
fr@s,. . on) = H (Z2() = 27(5))-
Tylko jeden czynnik (x,;) — x,(;)) W iloczynie
| li<ici<n(®r(iy — T7(j)) spelnia 7(i) > 7(j), a mianowicie
(Tr(k) — Tr(k+1)) = (Th+1 — Tk).

Zmieniajac znak tego czynnika na przeciwny otrzymujemy f, a
zatem f = —f7.



Dalej, dla dowolnej transpozycji 7 = (m,r), 1 < m <r < n,
zachodzi:

(m,r) = (mym+1)o(m+1,m+2)o...
o (r—2,r—1o(r—1,r)o(r—2,r—1)o...
o (m+1,m+2)o(m,m+1).
Zatem dowolna transpozycja jest iloczynem 2(r — m) — 1

transpozycji postaci (k,k + 1), przy czym liczba 2(r —m) — 1
jest nieparzysta, co konczy dowdd.



Uwaga

Odwzorowanie sgn : S(n) — {—1,1} jest homomorfizmem grup.
Jego jadrem jest zbior wszystkich permutacyi parzystych.



Definicja
Podgrupe A(n) grupy S(n) ztoZong ze wszystkich permutacji
parzystych zwiemy grupa alternujaca stopnia n.



Wniosek
Niech n = 2. Wowczas:

1. A(n)< S(n);
2. S(n)/A(n) = {—1,1} = Zs;

3. |A(n)] = 2.



T'wierdzenie
Niech n = 2. Wowczas:

1. grupa A(n) jest generowana przez zbior wszystkich
permutacyi bedgcych iloczynem dwoch transpozycyi,

2. grupa A(n) jest generowana przez zbior wszystkich cykli o
diugosci 3;

3. grupa A(n) jest generowana przez zbior:
{(1,2,3),(1,2,4),...,(1,2,n)};
4. grupa A(n) jest generowana przez zbior:

{(1,i,§) 14,5 €4{2,....n},i# j}.



Dowod.
1. Oczywiste.

2. Wystarczy zauwazy¢, ze dla parami réznych
i, g, k., le{l,...,n}:

3. Oczywiste wobec (1) i (2).
4. Oczywiste wobec (1) i (2).
[]



