Homomorfizmy grup,
podgrupy normalne.



Definicja:

Niech G, F beda grupami.

1. Odwzorowanie ¢ : G — F nazywamy homomorfizmem,

jesli
Va,be G[p(a-b) = fla)- f(b)]-

Zbiér wszystkich homomorfizméw grupy G w grupe F
oznaczamy Hom(G, F).

2. Homomorfizm ¢ : G — F nazywamy monomorfizmem,
jesli jest réznowartosciowy.

3. Homomorfizm ¢ : G — F nazywamy epimorfizmem, jesli
jest surjektywny.



4.

Ut

Homomorfizm ¢ : G — G nazywamy endomorfizmem.
Zbior wszystkich endomorfizméw oznaczamy End(G).

Izomorfizm ¢ : G — G nazywamy automorfizmem. Zbiér
wszystkich automorfizméw oznaczamy Aut(G).

Jedli ¢ : G — F jest homomorfizmem, to zbiér
keré = 7' (1p) = {a e G : ¢la) = 17}

nazywamy jadrem homomorfizmu ¢, zas zbiér
ime = 6(G) = {be F: Jae glb = 6(a)]}

nazywamy obrazem homomorfizmu ¢.



Uwaga
Niech G, F bedg grupami, niech ¢ : G — F bedzie
homomorfizmem. Wowczas:
L ¢(lg) = 1F;
2. ¢(at) = (¢(a))7 Y, dlaaeG;
. ¢(a®) = (¢(a))F, dlaae G;
. r(¢p(a))|r(a), dla a € G;
5. jesli ¢ jest izomorfizmem, to r(¢(a)) = r(a), dla a € G.
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Dowdd:

1. Mamy:
o(1c) = ¢(le - 1a) = ¢(1a)9(1l),
skad, po skréceniu, ¢(1g) = 1¢.
2. Mamy:

Irp = ¢(lg) = dpla-a™") = pla)p(a™"),

skad, po podzieleniu, ¢(a=1) = (¢(a))~ .
3. Prosty dowdd indukcyjny pozostawiamy Czytelnikowi jako
nietrudne ¢wiczenie.



4. Niech r(a) = k. Woéwczas a* = 1 i stad

Ut

1r = ¢(1a) = ¢(a*) = (d(a))".
Zatem r(¢(a))|r(a).

Odwzorowanie ¢ : G — F jest roznowartosciowe i
surjektywne, wiec istnieje odwzorowanie odwrotne
¢~ F — G. W szczegblnosci

r(¢(a))lr(a) oraz r(¢~ ' (¢(a))) = r(a)lr(4(a))-
Zatem r(¢(a)) = r(a).



Twierdzenie:

Niech G, F' beda grupami, niech ¢ : G — F bedzie
homomorfizmem. Wéwczas:
1. ker¢p < G oraz im¢ < F
2. ¢ jest monomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy
ker ¢ = {lg};
3. ¢ jest epimorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy im ¢ = F;



4. ¢ jest izomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
homomorfizm ¢ : F — G taki, ze

¢o =idp oraz 1 o ¢ = idg;

5. jedli ¢ jest monomorfizmem, to dla kazdej grupy H i dla
kazdych homomorfizméw 1,12 : H — G

jesli oy = @ oha, to Py = 1hy;

6. jesli ¢ jest epimorfizmem, to dla kazdej grupy H i dla
kazdych homomorfizméw 1,19 : F — H

jesli Yy o ¢ =1Pg 0 ¢, to 1Py = 1.



Dowdd:

1. Pokazemy, ze jadro homomorfizmu jest podgrupa. Ustalmy
w tym celu elementy a,b € ker ¢. Wowczas ¢(a) = 1p,
¢(b) = 1p oraz

¢lab™") = ¢(a) - (b~") = d(a) - (6(b)) ™' =1p - 1p = 1p,

czyli ab~! € ker ¢.

Podobnie, pokazemy, ze obraz homomorfizmu jest
podgrupa. Ustalmy w tym celu elementy c,d € im ¢.
Wowczas ¢ = ¢(a), d = ¢(b) dla pewnych a,b € G oraz

ed™ = 3(a) - (6(b) ! = Bla) - 4(b7") = Blab™!) € im g,



2. (=): Zalézmy, ze ¢ jest monomorfizmem i ustalmy
a € ker ¢. Wéwezas ¢(a) = 1p = ¢(1¢) 1 poniewaz ¢ jest
réznowartosciowe, wiec a = 1g.
(«): Zalézmy, ze ¢ jest homomorfizmem, dla ktérego
ker ¢ = {1¢} i ustalmy a,b € G i niech ¢(a) = ¢(b).
Wéwcezas

czyli ab~! € ker ¢, a zatem a = b.

3. jest oczywiste.



4. (=): Zalézmy, ze ¢ jest izomorfizmem i zdefiniujmy
odwzorowanie 1) : F' — G wzorem

Y(f) = g wtedy i tylko wtedy, gdy ¢(g) = f.

Poniewaz ¢ jest epimorfizmem, wiec v jest zdefiniowane dla
kazdego elementu grupy F', a poniewaz ¢ jest
monomorfizmem, wiec 1 jest dobrze okreslong funkcja.
Warunki ¢ ot = idp oraz ¢ o ¢ = idg wynikaja wprost z
okreslenia funkcji . Pozostaje sprawdzié, ze ¢ jest
homomorfizmem. W tym celu ustalmy fi, fo € F. Poniewaz
¢ jest epimorfizmem, niech f; = ¢(g1) oraz fo = ¢(g2),

g1, 92 € G. Wéwcezas ¢(g1 + g2) = ¢(91) + ¢(g2) = f1 + fo.
Tym samym:

Y(fi+ f2) = g1 + g2 = Y(f1) + ¥(fa).



(«): Zalézmy, ze istnieje homomorfizm v : F — G taki, ze
¢ o1 =idp oraz o ¢ = 1idg.

Pokazemy, ze ¢ jest monomorfizmem. Ustalmy g € ker ¢.
Wowczas ¢(g) = 1r. Ponadto

g =1dc(g9) =Y o¢(g) = ¥(1r) = 1g. Podobnie pokazemy, ze ¢
jest epimorfizmem. Ustalmy f € F. Wéwczas

f=idr(f) = ¢ov(f) = o(d(F)).



5. Zalézmy, ze ¢ jest monomorfizmem. Ustalmy grupe H,
homomorfizmy 1,9 : H — G takie, ze ¢ o)1 = ¢ oo
oraz element h € H. Wowczas

¢(P1(h)) = popi(h) = ¢ oha(h) = d(Y2(h))

i poniewaz ¢ jest injekcja, wiec ¥1(h) = 12(h). Wobec
dowolnosci h € H, 11 = 1.



6. Zalézmy, ze ¢ jest epimorfizmem. Ustalmy grupe H,
homomorfizmy 1,y : F' — H takie, ze ¢y 0 ¢ = 920 ¢
oraz element f € F. Poniewaz ¢ jest surjekcja, wiec istnieje
g € G taki, ze ¢(g) = f. Wowczas

Vi(f) = ¥1(e(9)) = Y106(g) = 1200(g) = Y2(d(g)) = 12(f)

i wobec dowolnosci f € F, 1 = 1)s.



Przyktady:

1. ¢ :R* > R%, ¢(x) = 22 jest homomorfizmem.

2. ¢:Z — 7, ¢(x) = 2z jest homomorfizmem.

3. ¢ :R%¥ - R, ¢(x) = logz jest homomorfizmem.

4. ¢ : GL(n,F) — F, ¢(A) = det A jest homomorfizmem.

5. ¢:G— G, ¢(x) = 1g jest homomorfizmem, nazywamy go
homomorfizmem trywialnym.

6. ¢: G — G, ¢(x) = x jest automorfizmem.

7. ¢ : C— C, ¢(2) = Z jest automorfizmem.

8. ¢:R* - R* ¢(x) = 7! jest automorfizmem.



9. i : G — G, aeqG,i(r) =ara! jest automorfizmem,
nazywamy go automorfizmem wewnetrznym grupy G.
Zbior wszystkich automorfizméw wewnetrznych oznaczamy
Inn(G), pozostate automorfizmy nazywamy
zewnetrznymi a ich zbiér oznaczamy przez Out(G).

Dowaod.
Ustalmy grupe G i element a € G. Pokazemy, ze i, jest
homomorfizmem; istotnie, ustalmy z,y € G. Wowczas:

ia(zy) = azya! = aza"tayaT! = i (2)ia(y).

Dalej, i, jest injekcja, poniewaz
zekeri, & ig(r) =1y, e ara =lg ez =0a"ta=1g.

iq jest rowniez surjekcja, gdyz

1 -1 1

r=aa 'zaa"! = ala ' za)a™ = iy(a za).



Uwaga

Niech G bedzie grupg, niech a,be G. Wowczas
1. 41, = dg,
2. dgp = ig O 1p,

3. g1 = (ig) "L



Dowdd.

1. oczywiste.

2. Ustalmy x € G. Wéwcezas:
iap(2) = abz(ab)—1 = a(bzb™Ha™t = ig 0dy(z).

3. Wynika wprost z (2).



Uwaga
Niech G, F, H bedg grupami. Wowczas
1. Jesli p € Hom(G, F) iy € Hom(F, H), to wéwczas
Yogpe Hm(G, H).
2. (End(G),o) jest algebrg laczng z jedynkq (ale niekoniecznie
grupg).
3. (Aut(G),0) jest grupq, jest to podgrupa grupy S(G).

4. Relacja = jest rownowazno$ciq.



Twierdzenie
Niech G, F bedg grupami, H < G, K < F, niech ¢ : G —> F
bedzie homomorfizmem. Wowczas:

1. ¢(H) < F,

2. o 1K) <G.



Dowod.
1. Ustalmy ¢,d € ¢(H), ¢ = ¢(a), d = ¢(b), a,b e H. Wowczas:

cd™ = ¢(a)(9(b)) " = ¢(ab™") € ¢(H).

2. analogicznie.



Definicja
Niech G bedzie grupg, niech H, K < G.

1. Elementy x,y € G nazywamy sprzezonymi, gdy istnieje
element a € G taki, ze y = i4(x). Element ten nazywamy
elementem sprzegajacym. Elementy sprzezone oznaczamy
T ~.

2. Podgrupy H, K < G nazywamy sprzezonymi, gdy istnieje
element a € G taki, ze H = i,(K). Element ten nazywamy
elementem sprzegajacym.



Uwaga
Niech G bedzie grupg.
1. Relacja sprzegania ~ jest relacjg rownowaznosciowq i jako
taka rozbija G na klasy réwnowaznosci. Klasy

rownowaznosci relacji ~ nazywamy klasami elementow
sprzezonych i oznaczamy

K(z) ={ye G :3Jac Gy =i4(x)]}.
rxe K(zx), dlaxeG.
K(z)# K(y) = K(z) n K(y) = &, dla x,y € G.
Kz)n K(y) # & = K(z) = K(y), dla z,y € G.

G = U:EEG K(I‘) .
Rzedy grup sprzeionych sqg rowne.
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Dowdd.

(2), (3), (4) i (5) sa prostymi konsekwencjami (1). (6) wynika z
faktu, iz pomiedzy grupami sprzezonymi potrafimy wskazaé
bijekcje ustanowiong przez automorfizm wewnetrzny. Pozostaje
udowodnié¢ (1). Poniewaz x = i, (z), wiec ~ jest zwrotna. Jest
tez symetryczna, gdyz:

1

t~yeoy=ara LacGex=atya=i,1(y),a ' eG.

Na koniec ~ jest przechodnia, albowiem

T~YAY~2Z
o y=aza L, z=byb L a,beC

= 2z =baza bl = iy, (x).



Definicja

Niech G bedzie grupg, niech H < G. H nazywamy podgrupa
normalng (lub dzielnikiem normalnym albo podgrupa
niezmiennicza), jesli

Vae G(aH = Ha).

Oznaczamy H < G.



Uwaga

Niech G bedzie grupg.
1. Jesli G jest abelowa, to kazda jej podgrupa jest normalna.
2. Podgrupy {1g} i G sq normalne.
3. Jesli H< G i (G:H)=2, to H jest podgrupg normalng.



Dowdd.

Jedyna nietrywialna czes¢ uwagi to (3), poprzestaniemy zatem
na jej dowodzie. Ustalmy a € G. Jesli a € H, to wtedy

aH = H = Ha. Jedli a ¢ H, to wtedy H # aH oraz H # Ha.
Poniewaz (G : H) = 2, wiec Wy (H) = {aH, H} oraz

Wp(H) = {Ha,H}. Ponadto G = aH U H = Ha u H oraz
HnaH =@ = H n Ha, a zatem aH = G\H = Ha. O



Twierdzenie
Niech G bedzie grupg, niech H < G. Nastepujgce warunki sq
réwnowazne:

. H< @G,

. YaeG(aHa ! = H),
. VaeG(aHa ' < H),
. VYaeG(ae H= K(a) c H).

N N



Dowdd:

(1) = (2): H< G < VYae G(aH = Ha) < Yae G(aHa™! = H).
(2) = (3): Oczywiste.

(3) = (4): Zatézmy, ze Va € GaHa~! = H. Pokazemy, ze

a~! > H. Ustalmy a € G oraz x € H. W szczegdlnoéci

<C
e
m
Q
S
=

alz(a )t =yeatH(a ) c H,

zatem = = aya~ ' € aHa !,



(1) = (4): Zalézmy, ze Vb € GbH = Hb, lub réwnowaznie
Vbe GbHb™! = H. Ustalmy a € H. Pokazemy, ze
K(a)={ye G:3be Gly =ip(z)]} < H. Ustalmy z € K(a),
= bab™!, dla pewnego b € G. Wéwczas x € bHb™! = H.

4) = (1): Zal()Zmy, ze dla wszystkich a € H zachodzi

(a) © H. Ustalmy a € G. Pokazemy, ze aH = Ha.

<): Ustalmy az € aH. W szczegélnosci x € H, a zatem
K(z) < H. Stad Vb e G(bzb~! € H). W szczegdlnodci,
axa~' e H, czyli ax € Ha.

(2): analogicznie.

8
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Przyktady:

10. Rozwaimy D(3) = {IDg,Ol,OQ,Sl,SQ, 53} oraz
H = {ID3,01,02} < D(3). Wéwczas H < D(3), poniewaz
(D(3): H) = 2.
11. RozwaZmy D(3) = {ID3,01,02,51,52, 53} oraz
H ={ID3, S} < D(3). Wéwczas H <1 D(3), poniewaz
SQ oH = {52,01} ale H o 52 = {52,02}.



12. Rozwazmy Aut(G) oraz Inn(G) < Aut(G). Wowczas
Inn(G) < Aut(G).

Dowad.

Pokazemy, ze Inn(G) < Aut(G). Ustalmy i, i, € Inn(G).

Woéwczas

) (’ib)il =g 001 = iy-1 € Inn(G).

Pokazemy, ze Inn(G) < Aut(G), czyli ze

Vo € Aut(G)[¢ o Inn(G) o ¢~ = Inn(G)]. Ustalmy ¢ € Aut(G)
oraz iq € Inn(G). Pokazemy, ze ¢ 0iq 0 ¢~! =iy € Inn(G);
istotnie, dla x € G otrzymujemy

poigod H(z) = ¢lia(¢p(2)) = plagp™(z)a™t)

= ¢la)p(¢ ' (z))p(a )
= ¢la)zd(a™") = iy (@).



Twierdzenie
Niech G, F bedg grupami, H < G, K < F, niech ¢ : G —> F
bedzie homomorfizmem. Wowczas:

1. kerop < G,

2. jesli K< F, to ¢~ H(K) < G,

3. jesli H< G i ¢ jest epimorfizmem, to ¢(H) < F.



Dowdd.

1. Pokazemy, ze Ya € G[aker pa~' < ker ¢]. Ustalmy a € G,
h € ker ¢, to znaczy ¢(h) = 1p. Mamy:

$laha™") = p(a)p(h)p(a™) = ¢(a)(¢(a)) ™" = 1F,

czyli aha™! € ker ¢.
2. Pokazemy, ze Va € Glag ! (K)a™! < ¢~1(K)]. Ustalmy
aeG, he ¢ 1(K), to znaczy ¢(h) = ke K < F. Mamy:
¢(aha™") = p(a)p(h)(¢(a)) ™" = d(a)k(¢(a)) ™' € K

czyli aha=! € p71(K).

3. analogicznie.



Przyktad:

13. Rozwazmy GL(n, F) oraz SL(n,F) < GL(n, F). Wéwczas
SL(n,F) < GL(n, F'), poniewaz SL(n, F') = ker ¢, gdzie
¢ : GL(n,F) — F* dane jest wzorem ¢(A) = det A.



Grupa ilorazowa,
twierdzenie o homomorfizmie.



Definicja i uwaga
Niech (G,-) bedzie grupg, H <1 G. Oznaczmy

G/H = Wp(H) = W(H)
i w zbiorze G/H okreslmy dzialanie
(aH) * (bH) = (a-b)H.

Wowczas (G/H, =) jest grupg, nazywamy jq¢ grupg ilorazowa
grupy G wzgledem podgrupy normalnej H.



Dowdd:

Pokazemy, ze dziatanie * jest poprawnie okreslone. Istotnie,
ustalmy aH,a'H,bH,V'H € G/H i niech

aH = d' H oraz bH = V'H.
Wéwezas

(aH) % (bH) = (a-b)H =a(bH) = a(V'H)
= a(HVY) = (aH)V = (' H)V
= d(HY)=d(b'H)=(d-V)H
= (d'H)=*(VH).



Pokazemy, ze dzialanie = jest taczne. Istotnie, ustalmy
aH,bH,cH € G/H. Woéwczas

((aH)* (bH)) = (cH) = ((a-
= a-(b
= (aH)=*

b)H) * (cH) = (a-b) - cH
-c)H = (aH) % ((b-c)H)

Pokazemy, ze 1¢H jest elementem neutralnym dziatania -.
Ustalmy aH € G/H. Wowczas

(aH)* (1gH) = aH
(1gH) * (aH) aH.



Pokazemy istnienie elementu odwrotnego. Ustalmy aH € G/H.
Wéwcezas

(aH)* (a"*H) = 1gH
(™ H)  (aH) = 1¢gH.



Przyktady:

1. Rozwazmy Z oraz 37 < Z. Wbwczas:

7)37 = {0 + 37,1 + 3Z,2 + 3Z}.

Tabelka dziatan w grupie:

|

[0+3Z[1+3Z]|2+3Z]|

0+ 3%

0+ 3%

1+ 3%

2+ 3%

1432

1+ 3Z

2+ 3%

0+ 3%

2+ 3%Z

2+ 3%

0+ 3%

1+ 3%Z

W szczegdlnodei widzimy, ze Z/37 =~ Zs.



Uwaga
Niech (G,-) bedzie grupg, H < G. Wéwczas:
1. |G/H| = (G: H),

2. |G/H| = %, o ile G jest skoriczona.



Twierdzenie (uogélnione twierdzenie Lagrange’a)

Niech (G,-) bedzie grupg, H < G. Wéwczas zbiory
G oraz G/H x H

sq rownoliczne.



Dowdd:

Wybierzmy uklad reprezentantéw warstw {g;H : i € I}, a wiec
zbidér o nastepujacej wtasnosci:

G/H = {¢;H : i€ I} oraz |G/H| = |I|.
Zdefiniujmy funkcje x : G — G/H wzorem
r(9) = gH,
funkcje [ : G — I warunkiem
l(g) = i wtedy i tylko wtedy, gdy gH = g;H,
oraz funkcje ¢ : G — G/H wzorem

o(9) = (k(9), 97 gug))-



Pokazemy, ze ¢ jest bijekcja. W tym celu zdefiniujmy funkcje
Y : G/H x H — G wzorem v(g;H,h) = g;h~'. Wéwezas
¢po(giH,h) = ¢(gh™") = (g:h " H,(g:h" ") gi)
= (9:H,hg; " g:) = (9:H,h)

oraz

vodlg) = Y(gH.g g = V(U9 H, 9 gig)

= 99 (9 9ue)) " = G0 9ig)9 = 9-



Definicja i uwaga

Niech (G, -) bedzie grupg, H < G. Wowczas odwzorowanie
k:G — G/H dane wzorem

rk(g) = gH

jest epimorfizmem oraz ker k = H. Nazywamy go
epimorfizmem kanonicznym.



Dowaod.
Pokazemy, ze k jest homomorfizmem. W tym celu ustalmy
a,b e G. Wéwczas

k(ab) = (ab)H = (aH)(bH) = r(a)k(b).

Poniewaz, dla dowolnego aH € G/H, aH = k(a), wiec Kk jest
surjekcja 1 pozostaje sprawdzié, ze ker k = H. Istotnie:

ackerk < k(a) =1gH < aH = 1cH < a€ H.



Whniosek
Niech (G, -) bedzie grupg, H < G. Wéwczas H < G wtedy i
tylko wtedy, gdy H jest jodrem pewnego homomorfizmu.



Dowdd.

(«<): wynika z Twierdzenia 0.3 (1).

(=): zalézmy, ze H < G. Rozwazmy epimorfizm kanoniczny
k:G — G/H. Wéwczas H = ker k. O



Definicja

Diagram skladajgcy sie ze strzalek miedzy roznymi obiektams
nazywamy diagramem przemiennym, gdy w kazdym
przypadku mozna przej$é od jednego obiektu do drugiego za
pomocq dwdch réznych ciggow strzaltek.



Przyktady:

2. To, ze diagram:

3. To, ze diagram:
A N B
¢ g

jest przemienny, oznacza

gof=too.



Twierdzenie (o homomorfizmie)
Niech G, F1, Fy bedg grupami ¢1 : G — F} homomorfizmem
surjektywnym, ¢o : G — Fy homomorfizmem.

1. Jesli istnieje homomorfizm 1 : F1 — Fy taki, Ze
Yo g1 = g2, o ker ¢y < ker ¢.

2. Jesli ker ¢1 < ker ¢o, to istnieje dokladnie jeden
homomorfizm i . F1 — Fy taki, Ze 1 o ¢1 = ¢o. Ponadto
wowezas im P = im ¢g oraz ker ) = ¢1(ker ¢g2).

Inaczej: diagram

G
1 b2
Hna/ﬁ
R---s---F

jest przemienny.



Dowdd:

1. Ustalmy a € ker ¢1, a wiec niech ¢1(a) = 1p,. Wowczas

¢2(a) =1o (;51(@) = ¢(¢1(a)> = ¢(1F1) =1p,

to znaczy a € Kker ¢o.



2. Zdefiniujmy odwzorowanie 1 : I} — F5. Ustalmy b € F.
Wowczas b = ¢1(a), dla pewnego a € G. Przyjmujemy

P(b) = da(a).

Pokazemy, ze i jest poprawnie okreslone. Ustalmy b € F}.
Niech b = ¢1(a1) = ¢1(az2), dla pewnych ay, a3 € G.
Wowezas ¢1(a1)(¢1(a2)) " = di(aray ') = 1, czyli
a1a2_1 € ker ¢1. Stad a1a2_1 € ker ¢, zatem

$2(a1a;5") = ¢a(a1)(¢2(a2)) ™! = 1, Wowezas

p2(ar) = ¢2(az).



Pokazemy, ze v jest homomorfizmem. Ustalmy b1, bs € F;. Niech
b1 = ¢1(a1), ba = ¢1(az), dla pewnych a1, as € G. Wowczas:

Y(biba) = Y(P1(ar1)di1(az)) = Y(d1(araz)) = d2(araz)
= ¢a(a1)g2(az) = Y(¢1(a1))¥(1(az)) = ¥ (b1)1(b2).



Pokazemy, ze 1 jest wyznaczony jednoznacznie. Niech
Y, 1 F| — F5 bedg takimi homomorfizmami, ze

Yo d1 = ¢ oraz P’ o ¢y = Po.

Poniewaz ¢ jest epimorfizmem, a wiec epimorfizmem
kategoryjnym, wiec ¢ = 1’



To, ze im 1 = im ¢9 wynika z okreslenia 1, pozostaje wiec
pokazaé, ze ker) = ¢ (ker ¢2). Ustalmy b € ker psi = Fy. Niech
b = ¢1(a), dla pewnego a € G. Wéwczas

bekery < P(b) =1p < Y(p1(a)) = 1p,
< ¢9(a) =1p, < a € ker gy

< be p(ker ¢y).



Whiosek
Niech G, F1, Fy bedg grupami, ¢1 : G — Fy homomorfizmem
surjektywnym, ¢9 : G — Fy homomorfizmem. Niech ponadto
ker ¢1 < ker ¢po. Wowczas istnieje dokladnie jeden homomorfizm
Y F1 — Fy taki, zZe ¢ o ¢p1 = ¢o oraz:

1. jesli ¢o jest surjektywny, to 1 jest surjektywny;

2. jesli ker ¢p1 = ker ¢2, to Y jest réznowartosciowy;

3. jesli ¢o jest surjektywny i ker ¢ = ker ¢, to Y jest

izomorfizmem.



Dowaod.
Istnienie homomorfizmu v wynika z twierdzenia o
homomorfizmie.

1. Poniewaz im 1 = im ¢9, wiec jesli im ¢o = Fb, to ¢ jest
epimorfizmem.

2. Poniewaz ker i) = ¢1(ker ¢2), wiec jesli ker ¢1 = ker g9, to

ker ) = ¢1(ker ¢2) = ¢1(ker ¢1) = {1p }.

3. Wynika wprost z (1) i (2).



Whiosek (twierdzenie o homomorfizmie dla grup
ilorazowych)
Niech G, F bedg grupami, H < G, ¢ : G — F homomorfizmem.
1. Jesli istnieje homomorfizm v : G/H — F taki, Ze Y o k = ¢
(gdzie k : G — G/H oznacza epimorfizm kanoniczny), to
H < ker ¢.
2. Jesli H < ker ¢, to istnieje dokladnie jeden homomorfizm
Y : G/H — F taki, ze 1) o k = ¢. Ponadto wowczas
imvy = im ¢ oraz ker ) = r(ker ¢).
Inaczej: diagram

jest przemienny.



Dowaod.
W twierdzeniu o homomorfizmie wystarczy wzia¢ Fy; = G/H,
F2:F7¢1:H7¢2:¢' O



Whiosek
Niech G, F bedg grupami, H < G, ¢ : G — F homomorfizmem.
Niech ponadto H < ker ¢. Wéwczas istnieje dokiadnie jeden
homomorfizm ¢ : G/H — F taki, Ze ¥ o k = ¢ (gdzie
k: G — G/H oznacza epimorfizm kanoniczny) oraz

1. jesli ¢ jest surjektywny, to ¢ jest surjektywny;

2. jesli H = ker ¢, to ¢ jest réznowartosciowy;

3. jesli ¢ jest surjektywny « H = ker ¢, to 1 jest

izomorfizmem.



Twierdzenie (I twierdzenie Noether o izomorfizmie)

Niech G, F bedg grupami, ¢ : G — F homomorfizmem. Wowczas

im ¢ =~ G/ ker ¢.



Przyktady:

4. Rozwazmy grupy R*, {—1,1} oraz homomorfizm
¢ R* > {—1,1}, ¢(z) = sgn(z). Wowezas im¢ = {—1,1},
ker ¢ = R%, a zatem

R*/R* = {—1,1}.

5. Rozwazmy grupy Z, Z, oraz homomorfizm ¢ : Z — Z,,
¢(x) = reszta z dzielenia x przez n. Wéwczas im ¢ = Zy,
ker ¢ = nZ, a zatem

Z/nZ = T,



6. Rozwazmy grupe G oraz homomorfizm ¢ : G — G,
d(x) = x. Wowcezas im ¢ = G, ker ¢ = {15}, a zatem

G/{lg} = G.
7. Rozwazmy grupy GL(n, F'), F* oraz homomorfizm

¢:GL(n,F) — F* ¢(A) = det A. Wéwczas im ¢ = F*,
ker ¢ = SL(n, F'), a zatem

GL(n,F)/SL(n,F) =~ F*.

8. Przypomnijmy, ze u,(C) = {z € C*: 2" = 1} < C*.
Oznaczmy ponadto:
w(C) = [ n(C).
neN
W szczegdlnodei tatwo sprawdzamy, ze u(C) < C*.
Rozwazmy grupy Q, p(C) oraz homomorfizm

¢:Q— pu(C), p(2) = cos 2™ + jsin 2™ Wowezas

im¢ = u(C), ker ¢ = Z, a zatem
Q/Z = p(C).



Twierdzenie (II twierdzenie Noether o izomorfizmie)
Niech G bedzie grupg, H < G, N < G. Wowczas

I. NnH<H,

9. H/N ~n H = HN/N,
gdzie HN = {hn:he Hne N} <G.



Dowdd:

Pokazemy najpierw, ze HN < G. Ustalmy hn,h'n’ € HN.
Wowcezas:

hn(h'n/)~t = hnn/7 W=t = ph/ 7L B "t W7l e HN.
—— —
eH . eEN<G

Rozwazmy epimorfizm kanoniczny « : G — G/N, a nastepnie
jego zwezenie kg : H — G/N.



1. Pokazemy, ze N " H < H, czylize NN H =kerx|g. W
tym celu ustalmy a € H. Wéwczas

ackerkly < klgla)=N<aN =N

< a€ N.

Zatemae Hiae N, wiecae Hn N.



2. Pokazemy, ze im kg = HN/N. Ustalmy cN € im k! g.
Wéwczas:

Ja € H(aN = ¢N)

Jae H(a 'ce N)

Jae Hibe N(a tc =)
Ja € H3be N(c = ab)
ce HN < cN e HN/N.

cN eimkly

R

Korzystajac z I twierdzenia Noether o izomorfizmie
otrzymujemy
H/NnnH=>~HN/N.



Przyktady:

9. Rozwazmy grupe Z i jej podgrupy 12Z < Z oraz 207 <1 Z.
Woéwezas 127 + 207 = 47, 127. n 207 = 60Z < 127 oraz
127Z,/607Z ~ 47.,/207.



Twierdzenie (lemat o odpowiednio$ci miedzy podgrupami)

Niech G, F bedg grupami, m : G — F homomorfizmem
surjektywnym i niech N = ker w. Oznaczmy

R={H:H<GorazNcH},S={K:K<F}.
Wowczas odwzorowania
¢:R—>R,p(H)=mn(H),

VR — S Y(K) =1 YK)

sq wzajemnie odwrotne i zachowujq inkluzje, indeks, normalnosé
1 grupy ilorazowe.



Dowdd:

Pokazemy, ze ¢ o ¢ = idg. Ustalmy w tym celu H < G i niech
N < H. Wéwczas:

Yo ¢(H) =v(¢(H)) = (n(H))

i wobec tego wystarczy sprawdzi¢, ze H = 7~ (7 (H)). Dla
dowodu inkluzji (<) ustalmy a € H. Wowczas 7(a) € 7(H) oraz

aen Y(n(a) c m(n(H)).

Dla dowodu inkluzji (o) ustalmy a € 7~ (w(H)). Woéwczas
m(a) € m(H), czyli m(a) = 7(b), dla pewnego b € H. Wowczas:

1p = (b)) tn(a) = (b ta).
Zatem b~ 'a e kerm = N — H. Stad:

ac€bH = H.



Pokazemy, ze ¢ o ¢ = ids. Ustalmy w tym celu K < F.
Wowcezas:

b0 b(K) = o(b(K)) = m(r(K)) = K nimm — K.
Pokazemy, ze jesli Hy ¢ Ho, dla Hy, Hs € R, to ¢(H1) < ¢(Ho).
Ustalmy w tym celu Hy, Ho < G i niech N < Hy, Hy. Dalej,
ustalmy ¢ € ¢(Hy) = w(H1). Niech ¢ = w(a), dla pewnego
a € Hy € Hy. Tym samym c € n(Hs) = ¢(Ha).
Analogicznie pokazujemy, ze jesli K < Ky, dla Ki, K2 € S, to
Y(K1) < P(Ka).
Pokazemy, ze jesli He R i (G : H) =n, to (F: ¢(H)) = n.
Ustalmy H < G iniech N ¢ H oraz (G : H) = n. Wystarczy
oczywiscie pokazaé, ze zbiory Wi (H) oraz Wi (¢(H)) sa
réwnoliczne. Zdefiniujmy w tym celu odwzorowanie

¢ : Wr(H) — Wr(¢(H)) wzorem
p(aH) = 7(a)p(H)

oraz odwzorowanie 1 : Wy (¢(H)) — Wy (H) wzorem

U(cp(H)) = 7~ (cp(H)).



Pokazemy, ze 1) o ¢ = idyy, (m)- Ustalmy w tym celu
aH € Wi, (H). Pokazemy zatem, ze ¢ o ¢(aH) = aH. Dla
dowodu inkluzji (D) ustalmy ah € aH. Wéwczas:

zatem

ah € m \(n(ah)) = 7Y (G(aH))
(H))



Dla dowodu inkluzji (<) ustalmy = € 1) o ¢(aH). Wowezas:

)
m(z) € m(od(aH))

Tym samym:

lub réwnowaznie:
Jhe H(lp = w(ztah))

czyli v tah e kerm = N ¢ H. Stad (z~tah)™' = h~la 'z e H.
Zatem x € ahH = oM.



Analogicznie pokazujemy, ze ze ¢ 0 1) = idyy, (¢(m)), co konczy
dowdd tej czesci twierdzenia. Réwniez analogicznie pokazujemy,
zejesi KeSi(F:K)=n,to(G:¢y(K))=n.



Z Twierdzenia 0.3 (2) i (3) wynika od razu, ze jesli H e R i
H<G,to¢p(H)< ForazzejeSi Ke Si K< F, toy(K)<G.



Na koniec, w $wietle udowodnionej juz czedci twierdzenia, jest
oczywiste, ze jesli Hy, Hy € R oraz Hy < Ho, to ¢(Hz)/d(H1)
jest dobrze okredlong grupa ilorazowsg oraz ze jedli K1, Ko € S
oraz K1 < Ky, to ¥(K2)/1 (K1) réwniez jest dobrze okreslona
grupa ilorazowa.



Whiosek (III twierdzenie Noether o izomorfizmie)

Niech G bedzie grupg, H < G, N < G oraz N ¢ H. Wéwczas
1. H< G wtedy i tylko wtedy, gdy H/N < G/N,
2. jesli H< G, to G/H =~ (G/N)/(H/N).



Dowod.
W lemacie o odpowiednio$ci miedzy podgrupami wystarczy
przyja¢ F' = G/N oraz 7 = k. O



Twierdzenie (o klasyfikacji grup cyklicznych)
Niech G bedzie grupg cykliczng.

1. Jesli G jest nieskoriczona, to G = Z.

2. Jesli G jest skoniczona i |G| = Zn, to G = Zy,.



Dowdd:

Ustalmy grupe cykliczna G = {a). Zdefiniujmy odwzorowanie
¢ :Z — G wzorem ¢(k) = a*.

Pokazemy, ze ¢ jest epimorfizmem. Istotnie, ¢ jest
homomorfizmem, gdyz dla ustalonych k,[ € Z zachodzi

ok +1) = a"* = aFa' = p(k)o(1). Jest tez surjekcja, gdyz dla
ustalonego b € G, b = a*, dla pewnego k € Z, a zatem b = ¢ (k).

1. Zalézmy, ze |G| = o0, a wiec w szczegdlnosci r(a) = .
Pokazemy, ze ¢ jest izomorfizmem. Ustalmy w tym celu
k € ker ¢. Wéwcezas
kekerg < pk)=1ead"=1<k=0,

a zatem ker ¢ = {0} 1 ¢ jest izomorfizmem.



2. Zal6ézmy, ze |G| = n, a wiec w szczegdlnosci r(a) = n.
Pokazemy, ze ker ¢ = nZ. Ustalmy w tym celu k € ker ¢.
Woéwczas

keker¢p < o¢k)=1<d" =1<nlk
< k =nt, dla pewnego t € Z,

a zatem ker ¢ = nZ. Z 1 twierdzenia o izomorfizmie,
Z/nZ = G i poniewaz Z/nZ = Ly, wiec G = Zy,.



Uwaga
Niech G, F bedg grupami, niech G bedzie cykliczna, a ¢ : G — F
niech bedzie epimorfizmem. Wowczas F' jest grupg cykliczng.



Dowdd.

Ustalmy grupy G = {a), F' i epimorfizm ¢ : G — F. Pokazemy,
ze F' = {¢(a)). Inkluzja (D) jest oczywista, pozostaje
udowodnié inkluzje (<). Ustalmy w tym celu ¢ € F. Wéwczas

¢ = ¢(b), dla pewnego b € G. Ponadto b = a*, dla pewnego

k € Z. Zatem ¢ = ¢(a¥) = ¢(a)* € (p(a)). O



