
Homomorfizmy grup,
podgrupy normalne.



Definicja:

Niech G,F będą grupami.

1. Odwzorowanie φ : GÑ F nazywamy homomorfizmem,
jeśli

@a, b P Grφpa ¨ bq “ fpaq ¨ fpbqs.

Zbiór wszystkich homomorfizmów grupy G w grupę F
oznaczamy HompG,F q.

2. Homomorfizm φ : GÑ F nazywamy monomorfizmem,
jeśli jest różnowartościowy.

3. Homomorfizm φ : GÑ F nazywamy epimorfizmem, jeśli
jest surjektywny.



4. Homomorfizm φ : GÑ G nazywamy endomorfizmem.
Zbiór wszystkich endomorfizmów oznaczamy EndpGq.

5. Izomorfizm φ : GÑ G nazywamy automorfizmem. Zbiór
wszystkich automorfizmów oznaczamy AutpGq.

6. Jeśli φ : GÑ F jest homomorfizmem, to zbiór

kerφ “ φ´1p1F q “ ta P G : φpaq “ 1F u

nazywamy jądrem homomorfizmu φ, zaś zbiór

imφ “ φpGq “ tb P F : Da P grb “ φpaqsu

nazywamy obrazem homomorfizmu φ.



Uwaga
Niech G,F będą grupami, niech φ : GÑ F będzie
homomorfizmem. Wówczas:

1. φp1Gq “ 1F ;

2. φpa´1q “ pφpaqq´1, dla a P G;

3. φpakq “ pφpaqqk, dla a P G;

4. rpφpaqq|rpaq, dla a P G;

5. jeśli φ jest izomorfizmem, to rpφpaqq “ rpaq, dla a P G.



Dowód:

1. Mamy:
φp1Gq “ φp1G ¨ 1Gq “ φp1Gqφp1Gq,

skąd, po skróceniu, φp1Gq “ 1G.

2. Mamy:

1F “ φp1Gq “ φpa ¨ a´1q “ φpaqφpa´1q,

skąd, po podzieleniu, φpa´1q “ pφpaqq´1.

3. Prosty dowód indukcyjny pozostawiamy Czytelnikowi jako
nietrudne ćwiczenie.



4. Niech rpaq “ k. Wówczas ak “ 1G i stąd

1F “ φp1Gq “ φpakq “ pφpaqqk.

Zatem rpφpaqq|rpaq.

5. Odwzorowanie φ : GÑ F jest różnowartościowe i
surjektywne, więc istnieje odwzorowanie odwrotne
φ´1 : F Ñ G. W szczególności

rpφpaqq|rpaq oraz rpφ´1pφpaqqq “ rpaq|rpφpaqq.

Zatem rpφpaqq “ rpaq.



Twierdzenie:

Niech G,F będą grupami, niech φ : GÑ F będzie
homomorfizmem. Wówczas:

1. kerφ ă G oraz imφ ă F ;

2. φ jest monomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy
kerφ “ t1Gu;

3. φ jest epimorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy imφ “ F ;



4. φ jest izomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
homomorfizm ψ : F Ñ G taki, że

φ ˝ ψ “ idF oraz ψ ˝ φ “ idG;

5. jeśli φ jest monomorfizmem, to dla każdej grupy H i dla
każdych homomorfizmów ψ1, ψ2 : H Ñ G

jeśli φ ˝ ψ1 “ φ ˝ ψ2, to ψ1 “ ψ2;

6. jeśli φ jest epimorfizmem, to dla każdej grupy H i dla
każdych homomorfizmów ψ1, ψ2 : F Ñ H

jeśli ψ1 ˝ φ “ ψ2 ˝ φ, to ψ1 “ ψ2.



Dowód:

1. Pokażemy, że jądro homomorfizmu jest podgrupą. Ustalmy
w tym celu elementy a, b P kerφ. Wówczas φpaq “ 1F ,
φpbq “ 1F oraz

φpab´1q “ φpaq ¨ φpb´1q “ φpaq ¨ pφpbqq´1 “ 1F ¨ 1F “ 1F ,

czyli ab´1 P kerφ.
Podobnie, pokażemy, że obraz homomorfizmu jest
podgrupą. Ustalmy w tym celu elementy c, d P imφ.
Wówczas c “ φpaq, d “ φpbq dla pewnych a, b P G oraz

cd´1 “ φpaq ¨ pφpbqq´1 “ φpaq ¨ φpb´1q “ φpab´1q P imφ.



2. pñq: Załóżmy, że φ jest monomorfizmem i ustalmy
a P kerφ. Wówczas φpaq “ 1F “ φp1Gq i ponieważ φ jest
różnowartościowe, więc a “ 1G.
pðq: Załóżmy, że φ jest homomorfizmem, dla którego
kerφ “ t1Gu i ustalmy a, b P G i niech φpaq “ φpbq.
Wówczas

1F “ φpaq ¨ pφpbqq´1 “ φpaq ¨ φpb´1q “ φpab´1q,

czyli ab´1 P kerφ, a zatem a “ b.

3. jest oczywiste.



4. pñq: Załóżmy, że φ jest izomorfizmem i zdefiniujmy
odwzorowanie ψ : F Ñ G wzorem

ψpfq “ g wtedy i tylko wtedy, gdy φpgq “ f.

Ponieważ φ jest epimorfizmem, więc ψ jest zdefiniowane dla
każdego elementu grupy F , a ponieważ φ jest
monomorfizmem, więc ψ jest dobrze określoną funkcją.
Warunki φ ˝ ψ “ idF oraz ψ ˝ φ “ idG wynikają wprost z
określenia funkcji ψ. Pozostaje sprawdzić, że ψ jest
homomorfizmem. W tym celu ustalmy f1, f2 P F . Ponieważ
φ jest epimorfizmem, niech f1 “ φpg1q oraz f2 “ φpg2q,
g1, g2 P G. Wówczas φpg1 ` g2q “ φpg1q ` φpg2q “ f1 ` f2.
Tym samym:

ψpf1 ` f2q “ g1 ` g2 “ ψpf1q ` ψpf2q.



pðq: Załóżmy, że istnieje homomorfizm ψ : F Ñ G taki, że

φ ˝ ψ “ idF oraz ψ ˝ φ “ idG.

Pokażemy, że φ jest monomorfizmem. Ustalmy g P kerφ.
Wówczas φpgq “ 1F . Ponadto
g “ idGpgq “ ψ ˝ φpgq “ ψp1F q “ 1G. Podobnie pokażemy, że φ
jest epimorfizmem. Ustalmy f P F . Wówczas
f “ idF pfq “ φ ˝ ψpfq “ φpψpfqq.



5. Załóżmy, że φ jest monomorfizmem. Ustalmy grupę H,
homomorfizmy ψ1, ψ2 : H Ñ G takie, że φ ˝ ψ1 “ φ ˝ ψ2

oraz element h P H. Wówczas

φpψ1phqq “ φ ˝ ψ1phq “ φ ˝ ψ2phq “ φpψ2phqq

i ponieważ φ jest injekcją, więc ψ1phq “ ψ2phq. Wobec
dowolności h P H, ψ1 “ ψ2.



6. Załóżmy, że φ jest epimorfizmem. Ustalmy grupę H,
homomorfizmy ψ1, ψ2 : F Ñ H takie, że ψ1 ˝ φ “ ψ2 ˝ φ
oraz element f P F . Ponieważ φ jest surjekcją, więc istnieje
g P G taki, że φpgq “ f . Wówczas

ψ1pfq “ ψ1pφpgqq “ ψ1˝φpgq “ ψ2˝φpgq “ ψ2pφpgqq “ ψ2pfq

i wobec dowolności f P F , ψ1 “ ψ2.



Przykłady:

1. φ : R˚ Ñ R˚`, φpxq “ x2 jest homomorfizmem.

2. φ : ZÑ Z, φpxq “ 2x jest homomorfizmem.

3. φ : R˚` Ñ R, φpxq “ log x jest homomorfizmem.

4. φ : GLpn, F q Ñ F , φpAq “ detA jest homomorfizmem.

5. φ : GÑ G, φpxq “ 1G jest homomorfizmem, nazywamy go
homomorfizmem trywialnym.

6. φ : GÑ G, φpxq “ x jest automorfizmem.

7. φ : CÑ C, φpzq “ z jest automorfizmem.

8. φ : R˚ Ñ R˚, φpxq “ x´1 jest automorfizmem.



9. ia : GÑ G, a P G, iapxq “ axa´1 jest automorfizmem,
nazywamy go automorfizmem wewnętrznym grupy G.
Zbiór wszystkich automorfizmów wewnętrznych oznaczamy
InnpGq, pozostałe automorfizmy nazywamy
zewnętrznymi a ich zbiór oznaczamy przez OutpGq.

Dowód.
Ustalmy grupę G i element a P G. Pokażemy, że ia jest
homomorfizmem; istotnie, ustalmy x, y P G. Wówczas:

iapxyq “ axya´1 “ axa´1aya´1 “ iapxqiapyq.

Dalej, ia jest injekcją, ponieważ

x P ker ia ô iapxq “ 1g ô axa´1 “ 1G ô x “ a´1a “ 1G.

ia jest również surjekcją, gdyż

x “ aa´1xaa´1 “ apa´1xaqa´1 “ iapa
´1xaq.



Uwaga
Niech G będzie grupą, niech a, b P G. Wówczas

1. i1G “ idG,

2. iab “ ia ˝ ib,

3. ia´1 “ piaq
´1.



Dowód.

1. oczywiste.

2. Ustalmy x P G. Wówczas:

iabpxq “ abxpabq´1 “ apbxb´1qa´1 “ ia ˝ ibpxq.

3. Wynika wprost z (2).



Uwaga
Niech G,F,H będą grupami. Wówczas

1. Jeśli φ P HompG,F q i ψ P HompF,Hq, to wówczas
ψ ˝ φ P HompG,Hq.

2. pEndpGq, ˝q jest algebrą łączną z jedynką (ale niekoniecznie
grupą).

3. pAutpGq, ˝q jest grupą, jest to podgrupa grupy SpGq.

4. Relacja – jest równoważnością.



Twierdzenie
Niech G,F będą grupami, H ă G, K ă F , niech φ : GÑ F
będzie homomorfizmem. Wówczas:

1. φpHq ă F ,

2. φ´1pKq ă G.



Dowód.

1. Ustalmy c, d P φpHq, c “ φpaq, d “ φpbq, a, b P H. Wówczas:

cd´1 “ φpaqpφpbqq´1 “ φpab´1q P φpHq.

2. analogicznie.



Definicja
Niech G będzie grupą, niech H,K ă G.

1. Elementy x, y P G nazywamy sprzężonymi, gdy istnieje
element a P G taki, że y “ iapxq. Element ten nazywamy
elementem sprzęgającym. Elementy sprzężone oznaczamy
x „ y.

2. Podgrupy H,K ă G nazywamy sprzężonymi, gdy istnieje
element a P G taki, że H “ iapKq. Element ten nazywamy
elementem sprzęgającym.



Uwaga
Niech G będzie grupą.

1. Relacja sprzęgania „ jest relacją równoważnościową i jako
taka rozbija G na klasy równoważności. Klasy
równoważności relacji „ nazywamy klasami elementów
sprzężonych i oznaczamy

Kpxq “ ty P G : Da P Gry “ iapxqsu.

2. x P Kpxq, dla x P G.

3. Kpxq ‰ Kpyq ñ Kpxq XKpyq “ H, dla x, y P G.

4. Kpxq XKpyq ‰ H ñ Kpxq “ Kpyq, dla x, y P G.

5. G “
Ť

xPGKpxq.

6. Rzędy grup sprzężonych są równe.



Dowód.
(2), (3), (4) i (5) są prostymi konsekwencjami (1). (6) wynika z
faktu, iż pomiędzy grupami sprzężonymi potrafimy wskazać
bijekcję ustanowioną przez automorfizm wewnętrzny. Pozostaje
udowodnić (1). Ponieważ x “ i1Gpxq, więc „ jest zwrotna. Jest
też symetryczna, gdyż:

x „ y ô y “ axa´1, a P Gô x “ a´1ya “ ia´1pyq, a´1 P G.

Na koniec „ jest przechodnia, albowiem

x „ y ^ y „ z

ô y “ axa´1, z “ byb´1, a, b P G

ñ z “ baxa´1b´1 “ ibapxq.



Definicja
Niech G będzie grupą, niech H ă G. H nazywamy podgrupą
normalną (lub dzielnikiem normalnym albo podgrupą
niezmienniczą), jeśli

@a P GpaH “ Haq.

Oznaczamy H Ÿ G.



Uwaga
Niech G będzie grupą.

1. Jeśli G jest abelowa, to każda jej podgrupa jest normalna.

2. Podgrupy t1Gu i G są normalne.

3. Jeśli H ă G i pG : Hq “ 2, to H jest podgrupą normalną.



Dowód.
Jedyna nietrywialna część uwagi to (3), poprzestaniemy zatem
na jej dowodzie. Ustalmy a P G. Jeśli a P H, to wtedy
aH “ H “ Ha. Jeśli a R H, to wtedy H ‰ aH oraz H ‰ Ha.
Ponieważ pG : Hq “ 2, więc WLpHq “ taH,Hu oraz
WP pHq “ tHa,Hu. Ponadto G “ aH YH “ HaYH oraz
H X aH “ H “ H XHa, a zatem aH “ GzH “ Ha.



Twierdzenie
Niech G będzie grupą, niech H ă G. Następujące warunki są
równoważne:

1. H Ÿ G,

2. @a P GpaHa´1 “ Hq,

3. @a P GpaHa´1 Ă Hq,

4. @a P Gpa P H ñ Kpaq Ă Hq.



Dowód:

p1q ô p2q: H Ÿ Gô @a P GpaH “ Haq ô @a P GpaHa´1 “ Hq.
p2q ñ p3q: Oczywiste.
p3q ñ p4q: Załóżmy, że @a P GaHa´1 Ă H. Pokażemy, że
@a P GaHa´1 Ą H. Ustalmy a P G oraz x P H. W szczególności

a´1xpa´1q´1 “ y P a´1Hpa´1q´1 Ă H,

zatem x “ aya´1 P aHa´1.



p1q ñ p4q: Załóżmy, że @b P GbH “ Hb, lub równoważnie
@b P GbHb´1 “ H. Ustalmy a P H. Pokażemy, że
Kpaq “ ty P G : Db P Gry “ ibpxqsu Ă H. Ustalmy x P Kpaq,
x “ bab´1, dla pewnego b P G. Wówczas x P bHb´1 “ H.
p4q ñ p1q: Załóżmy, że dla wszystkich a P H zachodzi
Kpaq Ă H. Ustalmy a P G. Pokażemy, że aH “ Ha.
pĂq: Ustalmy ax P aH. W szczególności x P H, a zatem
Kpxq Ă H. Stąd @b P Gpbxb´1 P Hq. W szczególności,
axa´1 P H, czyli ax P Ha.
pĄq: analogicznie.



Przykłady:

10. Rozważmy Dp3q “ tID3, O1, O2, S1, S2, S3u oraz
H “ tID3, O1, O2u ă Dp3q. Wówczas H Ÿ Dp3q, ponieważ
pDp3q : Hq “ 2.

11. Rozważmy Dp3q “ tID3, O1, O2, S1, S2, S3u oraz
H “ tID3, S1u ă Dp3q. Wówczas H Ž Dp3q, ponieważ
S2 ˝H “ tS2, O1u ale H ˝ S2 “ tS2, O2u.



12. Rozważmy AutpGq oraz InnpGq ă AutpGq. Wówczas
InnpGq Ÿ AutpGq.

Dowód.
Pokażemy, że InnpGq ă AutpGq. Ustalmy ia, ib P InnpGq.
Wówczas

ia ˝ pibq
´1 “ ia ˝ ib´1 “ iab´1 P InnpGq.

Pokażemy, że InnpGq Ÿ AutpGq, czyli że
@φ P AutpGqrφ ˝ InnpGq ˝ φ´1 Ă InnpGqs. Ustalmy φ P AutpGq
oraz ia P InnpGq. Pokażemy, że φ ˝ ia ˝ φ´1 “ iφpaq P InnpGq;
istotnie, dla x P G otrzymujemy

φ ˝ ia ˝ φ
´1pxq “ φpiapφ

´1pxqqq “ φpaφ´1pxqa´1q

“ φpaqφpφ´1pxqqφpa´1q

“ φpaqxφpa´1q “ iφpaqpxq.



Twierdzenie
Niech G,F będą grupami, H ă G, K ă F , niech φ : GÑ F
będzie homomorfizmem. Wówczas:

1. kerφ Ÿ G,

2. jeśli K Ÿ F , to φ´1pKq Ÿ G,

3. jeśli H Ÿ G i φ jest epimorfizmem, to φpHq Ÿ F .



Dowód.

1. Pokażemy, że @a P Gra kerφa´1 Ă kerφs. Ustalmy a P G,
h P kerφ, to znaczy φphq “ 1F . Mamy:

φpaha´1q “ φpaqφphqφpa´1q “ φpaqpφpaqq´1 “ 1F ,

czyli aha´1 P kerφ.

2. Pokażemy, że @a P Graφ´1pKqa´1 Ă φ´1pKqs. Ustalmy
a P G, h P φ´1pKq, to znaczy φphq “ k P K Ÿ F . Mamy:

φpaha´1q “ φpaqφphqpφpaqq´1 “ φpaqkpφpaqq´1 P K

czyli aha´1 P φ´1pKq.

3. analogicznie.



Przykład:

13. Rozważmy GLpn, F q oraz SLpn, F q ă GLpn, F q. Wówczas
SLpn, F q Ÿ GLpn, F q, ponieważ SLpn, F q “ kerφ, gdzie
φ : GLpn, F q Ñ F ˚ dane jest wzorem φpAq “ detA.



Grupa ilorazowa,
twierdzenie o homomorfizmie.



Definicja i uwaga
Niech pG, ¨q będzie grupą, H Ÿ G. Oznaczmy

G{H “WP pHq “WLpHq

i w zbiorze G{H określmy działanie

paHq ˚ pbHq “ pa ¨ bqH.

Wówczas pG{H, ˚q jest grupą, nazywamy ją grupą ilorazową
grupy G względem podgrupy normalnej H.



Dowód:

Pokażemy, że działanie ˚ jest poprawnie określone. Istotnie,
ustalmy aH, a1H, bH, b1H P G{H i niech

aH “ a1H oraz bH “ b1H.

Wówczas

paHq ˚ pbHq “ pa ¨ bqH “ apbHq “ apb1Hq

“ apHb1q “ paHqb1 “ pa1Hqb1

“ a1pHb1q “ a1pb1Hq “ pa1 ¨ b1qH

“ pa1Hq ˚ pb1Hq.



Pokażemy, że działanie ˚ jest łączne. Istotnie, ustalmy
aH, bH, cH P G{H. Wówczas

ppaHq ˚ pbHqq ˚ pcHq “ ppa ¨ bqHq ˚ pcHq “ pa ¨ bq ¨ cH

“ a ¨ pb ¨ cqH “ paHq ˚ ppb ¨ cqHq

“ paHq ˚ ppbHq ˚ pcHqq.

Pokażemy, że 1GH jest elementem neutralnym działania ¨.
Ustalmy aH P G{H. Wówczas

paHq ˚ p1GHq “ aH

p1GHq ˚ paHq “ aH.



Pokażemy istnienie elementu odwrotnego. Ustalmy aH P G{H.
Wówczas

paHq ˚ pa´1Hq “ 1GH

pa´1Hq ˚ paHq “ 1GH.



Przykłady:

1. Rozważmy Z oraz 3Z Ÿ Z. Wówczas:

Z{3Z “ t0` 3Z, 1` 3Z, 2` 3Zu.

Tabelka działań w grupie:

0` 3Z 1` 3Z 2` 3Z
0` 3Z 0` 3Z 1` 3Z 2` 3Z
1` 3Z 1` 3Z 2` 3Z 0` 3Z
2` 3Z 2` 3Z 0` 3Z 1` 3Z

W szczególności widzimy, że Z{3Z – Z3.



Uwaga
Niech pG, ¨q będzie grupą, H Ÿ G. Wówczas:

1. |G{H| “ pG : Hq,

2. |G{H| “ |G|
|H| , o ile G jest skończona.



Twierdzenie (uogólnione twierdzenie Lagrange’a)
Niech pG, ¨q będzie grupą, H Ÿ G. Wówczas zbiory

G oraz G{H ˆH

są równoliczne.



Dowód:

Wybierzmy układ reprezentantów warstw tgiH : i P Iu, a więc
zbiór o następującej własności:

G{H “ tgiH : i P Iu oraz |G{H| “ |I|.

Zdefiniujmy funkcję κ : GÑ G{H wzorem

κpgq “ gH,

funkcję l : GÑ I warunkiem

lpgq “ i wtedy i tylko wtedy, gdy gH “ giH,

oraz funkcję φ : GÑ G{H wzorem

φpgq “ pκpgq, g´1glpgqq.



Pokażemy, że φ jest bijekcją. W tym celu zdefiniujmy funkcję
ψ : G{H ˆH Ñ G wzorem ψpgiH,hq “ gih

´1. Wówczas

φ ˝ ψpgiH,hq “ φpgih
´1q “ pgih

´1H, pgih
´1q´1giq

“ pgiH,hg
´1
i giq “ pgiH,hq

oraz

ψ ˝ φpgq “ ψpgH, g´1glpgqq “ ψplpgqH, g´1glpgqq

“ glpgqpg
´1glpgqq

´1 “ glpgqg
´1
lpgqg “ g.



Definicja i uwaga
Niech pG, ¨q będzie grupą, H Ÿ G. Wówczas odwzorowanie
κ : GÑ G{H dane wzorem

κpgq “ gH

jest epimorfizmem oraz kerκ “ H. Nazywamy go
epimorfizmem kanonicznym.



Dowód.
Pokażemy, że κ jest homomorfizmem. W tym celu ustalmy
a, b P G. Wówczas

κpabq “ pabqH “ paHqpbHq “ κpaqκpbq.

Ponieważ, dla dowolnego aH P G{H, aH “ κpaq, więc κ jest
surjekcją i pozostaje sprawdzić, że kerκ “ H. Istotnie:

a P kerκô κpaq “ 1GH ô aH “ 1GH ô a P H.



Wniosek
Niech pG, ¨q będzie grupą, H ă G. Wówczas H Ÿ G wtedy i
tylko wtedy, gdy H jest jądrem pewnego homomorfizmu.



Dowód.
pðq: wynika z Twierdzenia 0.3 (1).
pñq: załóżmy, że H Ÿ G. Rozważmy epimorfizm kanoniczny
κ : GÑ G{H. Wówczas H “ kerκ.



Definicja
Diagram składający się ze strzałek między różnymi obiektami
nazywamy diagramem przemiennym, gdy w każdym
przypadku można przejść od jednego obiektu do drugiego za
pomocą dwóch różnych ciągów strzałek.



Przykłady:
2. To, że diagram:

A
f //

h ��@
@@

@@
@@

@ B

g~~~~
~~
~~
~~

C

jest przemienny, oznacza

h “ g ˝ f.

3. To, że diagram:

A
f //

φ
��

B

g

��
C

ψ
// D

jest przemienny, oznacza

g ˝ f “ ψ ˝ φ.



Twierdzenie (o homomorfizmie)
Niech G,F1, F2 będą grupami φ1 : GÑ F1 homomorfizmem
surjektywnym, φ2 : GÑ F2 homomorfizmem.

1. Jeśli istnieje homomorfizm ψ : F1 Ñ F2 taki, że
ψ ˝ φ1 “ φ2, to kerφ1 Ă kerφ2.

2. Jeśli kerφ1 Ă kerφ2, to istnieje dokładnie jeden
homomorfizm ψ : F1 Ñ F2 taki, że ψ ˝ φ1 “ φ2. Ponadto
wówczas imψ “ imφ2 oraz kerψ “ φ1pkerφ2q.
Inaczej: diagram

G
φ1

”na”~~~~
~~
~~
~~ φ2

  A
AA

AA
AA

A

F1
ψ

//_______ F2

jest przemienny.



Dowód:

1. Ustalmy a P kerφ1, a więc niech φ1paq “ 1F1 . Wówczas

φ2paq “ ψ ˝ φ1paq “ ψpφ1paqq “ ψp1F1q “ 1F2 ,

to znaczy a P kerφ2.



2. Zdefiniujmy odwzorowanie ψ : F1 Ñ F2. Ustalmy b P F1.
Wówczas b “ φ1paq, dla pewnego a P G. Przyjmujemy

ψpbq “ φ2paq.

Pokażemy, że ψ jest poprawnie określone. Ustalmy b P F1.
Niech b “ φ1pa1q “ φ1pa2q, dla pewnych a1, a2 P G.
Wówczas φ1pa1qpφ1pa2qq´1 “ φ1pa1a

´1
2 q “ 1F1 , czyli

a1a
´1
2 P kerφ1. Stąd a1a

´1
2 P kerφ2, zatem

φ2pa1a
´1
2 q “ φ2pa1qpφ2pa2qq

´1 “ 1F2 . Wówczas
φ2pa1q “ φ2pa2q.



Pokażemy, że ψ jest homomorfizmem. Ustalmy b1, b2 P F1. Niech
b1 “ φ1pa1q, b2 “ φ1pa2q, dla pewnych a1, a2 P G. Wówczas:

ψpb1b2q “ ψpφ1pa1qφ1pa2qq “ ψpφ1pa1a2qq “ φ2pa1a2q

“ φ2pa1qφ2pa2q “ ψpφ1pa1qqψpφ1pa2qq “ ψpb1qψpb2q.



Pokażemy, że ψ jest wyznaczony jednoznacznie. Niech
ψ,ψ1 : F1 Ñ F2 będą takimi homomorfizmami, że

ψ ˝ φ1 “ φ2 oraz ψ1 ˝ φ1 “ φ2.

Ponieważ φ1 jest epimorfizmem, a więc epimorfizmem
kategoryjnym, więc ψ “ ψ1.



To, że imψ “ imφ2 wynika z określenia ψ, pozostaje więc
pokazać, że kerψ “ φ1pkerφ2q. Ustalmy b P ker psi Ă F1. Niech
b “ φ1paq, dla pewnego a P G. Wówczas

b P kerψ ô ψpbq “ 1F2 ô ψpφ1paqq “ 1F2

ô φ2paq “ 1F2 ô a P kerφ2

ô b P φpkerφ2q.



Wniosek
Niech G,F1, F2 będą grupami, φ1 : GÑ F1 homomorfizmem
surjektywnym, φ2 : GÑ F2 homomorfizmem. Niech ponadto
kerφ1 Ă kerφ2. Wówczas istnieje dokładnie jeden homomorfizm
ψ : F1 Ñ F2 taki, że ψ ˝ φ1 “ φ2 oraz:

1. jeśli φ2 jest surjektywny, to ψ jest surjektywny;

2. jeśli kerφ1 “ kerφ2, to ψ jest różnowartościowy;

3. jeśli φ2 jest surjektywny i kerφ1 “ kerφ2, to ψ jest
izomorfizmem.



Dowód.
Istnienie homomorfizmu ψ wynika z twierdzenia o
homomorfizmie.

1. Ponieważ imψ “ imφ2, więc jeśli imφ2 “ F2, to ψ jest
epimorfizmem.

2. Ponieważ kerψ “ φ1pkerφ2q, więc jeśli kerφ1 “ kerφ2, to

kerψ “ φ1pkerφ2q “ φ1pkerφ1q “ t1F1u.

3. Wynika wprost z (1) i (2).



Wniosek (twierdzenie o homomorfizmie dla grup
ilorazowych)
Niech G,F będą grupami, H Ÿ G, φ : GÑ F homomorfizmem.

1. Jeśli istnieje homomorfizm ψ : G{H Ñ F taki, że ψ ˝ κ “ φ
(gdzie κ : GÑ G{H oznacza epimorfizm kanoniczny), to
H Ă kerφ.

2. Jeśli H Ă kerφ, to istnieje dokładnie jeden homomorfizm
ψ : G{H Ñ F taki, że ψ ˝ κ “ φ. Ponadto wówczas
imψ “ imφ oraz kerψ “ κpkerφq.
Inaczej: diagram

G

κ

”na”}}zz
zz
zz
zz φ

��?
??

??
??

?

G{H
ψ

//_______ F

jest przemienny.



Dowód.
W twierdzeniu o homomorfizmie wystarczy wziąć F1 “ G{H,
F2 “ F , φ1 “ κ, φ2 “ φ.



Wniosek
Niech G,F będą grupami, H Ÿ G, φ : GÑ F homomorfizmem.
Niech ponadto H Ă kerφ. Wówczas istnieje dokładnie jeden
homomorfizm ψ : G{H Ñ F taki, że ψ ˝ κ “ φ (gdzie
κ : GÑ G{H oznacza epimorfizm kanoniczny) oraz

1. jeśli φ jest surjektywny, to ψ jest surjektywny;

2. jeśli H “ kerφ, to ψ jest różnowartościowy;

3. jeśli φ jest surjektywny i H “ kerφ, to ψ jest
izomorfizmem.



Twierdzenie (I twierdzenie Noether o izomorfizmie)
Niech G,F będą grupami, φ : GÑ F homomorfizmem. Wówczas

imφ – G{ kerφ.



Przykłady:

4. Rozważmy grupy R˚, t´1, 1u oraz homomorfizm
φ : R˚ Ñ t´1, 1u, φpxq “ sgnpxq. Wówczas imφ “ t´1, 1u,
kerφ “ R˚`, a zatem

R˚{R˚` – t´1, 1u.

5. Rozważmy grupy Z, Zn oraz homomorfizm φ : ZÑ Zn,
φpxq “ reszta z dzielenia x przez n. Wówczas imφ “ Zn,
kerφ “ nZ, a zatem

Z{nZ – Zn.



6. Rozważmy grupę G oraz homomorfizm φ : GÑ G,
φpxq “ x. Wówczas imφ “ G, kerφ “ t1Gu, a zatem

G{t1Gu – G.

7. Rozważmy grupy GLpn, F q, F ˚ oraz homomorfizm
φ : GLpn, F q Ñ F ˚, φpAq “ detA. Wówczas imφ “ F ˚,
kerφ “ SLpn, F q, a zatem

GLpn, F q{SLpn, F q – F ˚.

8. Przypomnijmy, że µnpCq “ tz P C˚ : zn “ 1u ă C˚.
Oznaczmy ponadto:

µpCq “
ď

nPN
µnpCq.

W szczególności łatwo sprawdzamy, że µpCq ă C˚.
Rozważmy grupy Q, µpCq oraz homomorfizm
φ : QÑ µpCq, φpmn q “ cos 2πm

n ` i sin 2πm
n . Wówczas

imφ “ µpCq, kerφ “ Z, a zatem

Q{Z – µpCq.



Twierdzenie (II twierdzenie Noether o izomorfizmie)
Niech G będzie grupą, H ă G, N Ÿ G. Wówczas

1. N XH Ÿ H,

2. H{N XH – HN{N,

gdzie HN “ thn : h P H,n P Nu ă G.



Dowód:

Pokażemy najpierw, że HN ă G. Ustalmy hn, h1n1 P HN .
Wówczas:

hnph1n1q´1 “ hnn1´1h1´1 “ hh1´1
loomoon

PH

h1 nn1´1
loomoon

PNŸG

h1´1

loooooomoooooon

PN

P HN.

Rozważmy epimorfizm kanoniczny κ : GÑ G{N , a następnie
jego zwężenie κæH : H Ñ G{N .



1. Pokażemy, że N XH Ÿ H, czyli że N XH “ kerκæH . W
tym celu ustalmy a P H. Wówczas

a P kerκæH ô κæHpaq “ N ô aN “ N

ô a P N.

Zatem a P H i a P N , więc a P H XN .



2. Pokażemy, że imκæH “ HN{N . Ustalmy cN P imκæH .
Wówczas:

cN P imκæH ô Da P HpaN “ cNq

ô Da P Hpa´1c P Nq

ô Da P HDb P Npa´1c “ bq

ô Da P HDb P Npc “ abq

ô c P HN ô cN P HN{N.

Korzystając z I twierdzenia Noether o izomorfizmie
otrzymujemy

H{N XH – HN{N.



Przykłady:

9. Rozważmy grupę Z i jej podgrupy 12Z ă Z oraz 20Z Ÿ Z.
Wówczas 12Z` 20Z “ 4Z, 12ZX 20Z “ 60Z Ÿ 12Z oraz
12Z{60Z – 4Z{20Z.



Twierdzenie (lemat o odpowiedniości między podgrupami)
Niech G, F będą grupami, π : GÑ F homomorfizmem
surjektywnym i niech N “ kerπ. Oznaczmy

R “ tH : H ă G oraz N Ă Hu,S “ tK : K ă F u.

Wówczas odwzorowania

φ : RÑ R, φpHq “ πpHq,

ψ : RÑ S, ψpKq “ π´1pKq

są wzajemnie odwrotne i zachowują inkluzję, indeks, normalność
i grupy ilorazowe.



Dowód:
Pokażemy, że ψ ˝ φ “ idR. Ustalmy w tym celu H ă G i niech
N Ă H. Wówczas:

ψ ˝ φpHq “ ψpφpHqq “ π´1pπpHqq

i wobec tego wystarczy sprawdzić, że H “ π´1pπpHqq. Dla
dowodu inkluzji pĂq ustalmy a P H. Wówczas πpaq P πpHq oraz

a P π´1pπpaqq Ă π´1pπpHqq.

Dla dowodu inkluzji pĄq ustalmy a P π´1pπpHqq. Wówczas
πpaq P πpHq, czyli πpaq “ πpbq, dla pewnego b P H. Wówczas:

1F “ pπpbqq
´1πpaq “ πpb´1aq.

Zatem b´1a P kerπ “ N Ă H. Stąd:

a P bH “ H.



Pokażemy, że φ ˝ ψ “ idS . Ustalmy w tym celu K ă F .
Wówczas:

φ ˝ ψpKq “ φpψpKqq “ πpπ´1pKqq “ K X imπ “ K.

Pokażemy, że jeśli H1 Ă H2, dla H1, H2 P R, to φpH1q Ă φpH2q.
Ustalmy w tym celu H1, H2 ă G i niech N Ă H1, H2. Dalej,
ustalmy c P φpH1q “ πpH1q. Niech c “ πpaq, dla pewnego
a P H1 Ă H2. Tym samym c P πpH2q “ φpH2q.
Analogicznie pokazujemy, że jeśli K1 Ă K2, dla K1,K2 P S, to
ψpK1q Ă ψpK2q.
Pokażemy, że jeśli H P R i pG : Hq “ n, to pF : φpHqq “ n.
Ustalmy H ă G i niech N Ă H oraz pG : Hq “ n. Wystarczy
oczywiście pokazać, że zbiory WLpHq oraz WLpφpHqq są
równoliczne. Zdefiniujmy w tym celu odwzorowanie
φ :WLpHq ÑWLpφpHqq wzorem

φpaHq “ πpaqφpHq

oraz odwzorowanie ψ :WLpφpHqq ÑWLpHq wzorem

ψpcφpHqq “ π´1pcφpHqq.



Pokażemy, że ψ ˝ φ “ idWLpHq. Ustalmy w tym celu
aH PWLpHq. Pokażemy zatem, że ψ ˝ φpaHq “ aH. Dla
dowodu inkluzji pĄq ustalmy ah P aH. Wówczas:

πpahq P πpaHq “ πpaqπpHq

“ πpaqφpHq “ φpaHq,

zatem

ah P π´1pπpahqq “ π´1pφpaHqq

“ π´1pπpaqφpHqq

“ ψpπpaqφpHqq “ ψ ˝ φpaHq.



Dla dowodu inkluzji pĂq ustalmy x P ψ ˝ φpaHq. Wówczas:

πpxq P πpψ ˝ φpaHqq “ πpψpπpaqφpHqqq

“ πpπ´1pπpaqφpHqqq “ πpπ´1pπpaqπpHqqq

“ πpπ´1pπpaHqqq Ă πpaHq.

Tym samym:
Dh P Hpπpxq “ πpahqq

lub równoważnie:

Dh P Hp1F “ πpx´1ahqq

czyli x´1ah P kerπ “ N Ă H. Stąd px´1ahq´1 “ h´1a´1x P H.
Zatem x P ahH “ aH.



Analogicznie pokazujemy, że że φ ˝ ψ “ idWLpφpHqq, co kończy
dowód tej części twierdzenia. Również analogicznie pokazujemy,
że jeśli K P S i pF : Kq “ n, to pG : ψpKqq “ n.



Z Twierdzenia 0.3 (2) i (3) wynika od razu, że jeśli H P R i
H Ÿ G, to φpHq Ÿ F oraz że jeśli K P S i K Ÿ F , to ψpKq Ÿ G.



Na koniec, w świetle udowodnionej już części twierdzenia, jest
oczywiste, że jeśli H1, H2 P R oraz H1 Ÿ H2, to φpH2q{φpH1q

jest dobrze określoną grupą ilorazową oraz że jeśli K1,K2 P S
oraz K1 Ÿ K2, to ψpK2q{ψpK1q również jest dobrze określoną
grupą ilorazową.



Wniosek (III twierdzenie Noether o izomorfizmie)
Niech G będzie grupą, H ă G, N Ÿ G oraz N Ă H. Wówczas

1. H Ÿ G wtedy i tylko wtedy, gdy H{N Ÿ G{N ,

2. jeśli H Ÿ G, to G{H – pG{Nq{pH{Nq.



Dowód.
W lemacie o odpowiedniości między podgrupami wystarczy
przyjąć F “ G{N oraz π “ κ.



Twierdzenie (o klasyfikacji grup cyklicznych)
Niech G będzie grupą cykliczną.

1. Jeśli G jest nieskończona, to G – Z.

2. Jeśli G jest skończona i |G| “ Zn, to G – Zn.



Dowód:

Ustalmy grupę cykliczną G “ xay. Zdefiniujmy odwzorowanie
φ : ZÑ G wzorem φpkq “ ak.
Pokażemy, że φ jest epimorfizmem. Istotnie, φ jest
homomorfizmem, gdyż dla ustalonych k, l P Z zachodzi
φpk ` lq “ ak`l “ akal “ φpkqφplq. Jest też surjekcją, gdyż dla
ustalonego b P G, b “ ak, dla pewnego k P Z, a zatem b “ φpkq.

1. Załóżmy, że |G| “ 8, a więc w szczególności rpaq “ 8.
Pokażemy, że φ jest izomorfizmem. Ustalmy w tym celu
k P kerφ. Wówczas

k P kerφô φpkq “ 1ô ak “ 1ô k “ 0,

a zatem kerφ “ t0u i φ jest izomorfizmem.



2. Załóżmy, że |G| “ n, a więc w szczególności rpaq “ n.
Pokażemy, że kerφ “ nZ. Ustalmy w tym celu k P kerφ.
Wówczas

k P kerφ ô φpkq “ 1ô ak “ 1ô n|k

ô k “ nt, dla pewnego t P Z,

a zatem kerφ “ nZ. Z I twierdzenia o izomorfizmie,
Z{nZ – G i ponieważ Z{nZ – Zn, więc G – Zn.



Uwaga
Niech G, F będą grupami, niech G będzie cykliczna, a φ : GÑ F
niech będzie epimorfizmem. Wówczas F jest grupą cykliczną.



Dowód.
Ustalmy grupy G “ xay, F i epimorfizm φ : GÑ F . Pokażemy,
że F “ xφpaqy. Inkluzja pĄq jest oczywista, pozostaje
udowodnić inkluzję pĂq. Ustalmy w tym celu c P F . Wówczas
c “ φpbq, dla pewnego b P G. Ponadto b “ ak, dla pewnego
k P Z. Zatem c “ φpakq “ φpaqk P xφpaqy.


