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4. WYKEAD 4: PIERSCIEN WIELOMIANOW.
Definicja 4.1. Niech (R,+,-) bedzie dowolnym pierscieniem.
(1) Element x € R taki, Ze
Jy € R\{0}(z-y=0)

nazywamy dzielnikiem zera. Zbidr wszystkich dzielnikow zera oznaczamy D(R).
(2) Element x € R taki, ktory nie jest dzielnikiem zera, nazywamy elementem regularnym.

Przyktady:

(1) Rozwazmy dowolny pierscien (R, +, -). Element 0 jest zawsze dzielnikiem zera, nazywamy go nie-
wlasciwym dzielnikiem zera. Kazdy inny dzielnik nazywa¢ bedziemy wlasciwym dzielnikiem
zera.

(2) Rozwazmy pierscien Zg. Wowczas elementy 0,2, 3, 4 sa dzielnikami zera, a elementy 1,5 sa regu-
larne.

(3) Rozwazmy pierscien Z x Z. Woéwczas elementy (1,0) 1 (0,1) sa dzielnikami zera.

Twierdzenie 4.2. Niech (R, +,-) bedzie dowolnym pierscieniem, niech x,y,z € R. Wéwczas:
(1) z-y=0=>2€D(R)Vy € D(R);
(2) jesli x jest regularny, to
z-y=0=2=0;
(3) jesli x jest regularny, to
TYy=r-z2=y=2=2

Przyktad:
(4) Rozwazmy pierscien Zg. Wowczas 3 -2 = 3 -4, ale 2 # 4.

Definicja 4.3. Pierscien bez wlasciwych dzielnikéw zera nazywamy pierScieniem catkowitym (lub
dziedzing catkowitosci).

Przyktad:
(5) Przykladami pierscieni catkowitych sa Z, Zs, czy ogélnie Z,, gdzie p jest liczbg pierwsza.

Uwaga 4.4. Niech (R, +,-) bedzie dowolnym pierscieniem. Wielomianem zmiennej x o wspdlczynni-
kach w pierscieniu R bedziemy nazywali wyrazenie o postaci

n
Ao+ a1 + ...+ a,x",

gdzien € N oraz ag, ..., a, € R.

Duwa wielomiany uwazamy za rébwne wtedy i tylko wtedy, gdy réiniq sie tylko o sktadniki postaci 0-xt,
gdzie i € N.

Bedziemy mowili, Ze wielomian f = ag + a1z + ...+ a,x™ jest stopnia n, gdy a, # 0. Umowa ta nie
okresla stopnia wielomianu 0, przyjmiemy wiec dodatkowo, Ze stopniem wielomianu 0 jest —oo. Stopien
wielomianu f bedziemy oznaczaé przez deg(f).

Wielomiany stopnia 1 bedziemy nazywad liniowymi, a wielomiany stopnia 2 kwadratowymi.

Dla wielomianu f = ag+a1x+. . .+a,x™ wspolczynnik a,, nazywamy najstarszym (lub najwiekszym)
wspotezynnikiem. Jezeli nagstarszy wspélczynnik réwny jest 1, to wielomian f nazywamy unormowa-
nym.
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W zbiorze wszystkich wielomiandw zmiennej x o wspolczynnikach z pierscienia R definiujemy do-
dawania + 1 mnozenie -, ktadgc dla dowolnych wielomianow f = ag + a1x + ... + a,z™ oraz g =
bo + bix+ ...+ bax™

(ap +bo) + (a1 + b))z + ...+ (an + b)) 2™ + by ™™ + ..+ bpx™, gdy m > n,
f+g = (ap+bo) + (a1 + b1)x+ ...+ (an + by)2", gdym =n,
(ap +bo) + (a1 + b))+ ...+ (am + b)) T™ + @1 2™H + .+ a,z™, gdy m < n,

f-9g = cotax+... .+ cpma™t™,

gdzie

7
¢ = g a;— b,
=0

dlai € {0,...,n+m}. Ponadto wyréiniamy wielomian 0 jako element neutralny dodawania oraz wielo-
mian 1 jako element neutralny mnozenia. Wowczas zbior wszystkich wielomianow zmiennej x o wspot-
czynnikach z pierscienia R z tak okreslonymi dziataniami i wyroznionymi elementamsi jest pierscieniem
przemiennym z jedynkq. Pierscien ten bedziemy nazywali pierScieniem wielomianéw zmiennej x o
wspoélczynnikach z pierScienia R i bedziemy oznaczali przez R[z].

Uwaga 4.5. Przy liczeniu stopni wielomianéw przyjmujemy nastepujgcg umowe notacyjng:

e Vn € N(n > —o0),
e (~00) + (~o0) = ~ox,
o Vn € N(—oco+n=—00).

Uwaga 4.6. Niech (R, +,-) bedzie dowolnym pierscieniem, (R[x], +,-) pierscieniem wielomiandw zmien-
nej x o wspotczynnikach z pierscienta R. Niech ponadto

f=a+ar+...+a,2" € R[z] oraz g =by+ bz + ...+ ba™ € R[z].

Wowczas:

(1) deg(f + g) < max{deg(f),deg(g)};
(2) jesli
deg(f) # deg(g),

to
deg(f + g) = max{deg(f),deg(g)};

(3) deg(fg) < deg(f)+ deg(g);

(4) jesli
f#0Ag#0A (a, jest reqgularny V b, jest reqularny) ,
to
deg(fg) = deg(f) + deg(g);
(5) jesli
f#£0Ag+#0A R jest piericieniem catkowitym,
to

deg(fg) = deg(f) + deg(g).
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Dowdd. (1) Niech h = f 4 g = > po,cxa®, przy czym ¢ = 0 dla prawie wszystkich & € N. Ustalmy
k > max{n,m} = max{deg(f),deg(g)}. Wowczas:

ck=ar+b,=0+0=0.

Wobec tego deg(f + g) < max{deg(f),deg(g)}.

(2) Oczywiste.

(3) Niech h = f-g = Y22 cxa®, przy czym ¢ = 0 dla prawie wszystkich & € N. Ustalmy k >
n+ m = deg(f) + deg(g). Mamy

k
Cr = E ak,ibi.
i=0

Jezelii € {0,...,m},tok—i e {n+1,...,k}, wiec ax_; = 0. Podobnie, jezelii € {m+1,... k},
to b; = 0. Zatem ¢ = 0, a wiec deg(fg) < deg(f) + deg(g).
(4) Niech h = f-g =72, cxa®, przy czym ¢ = 0 dla prawie wszystkich k& € N. Mamy

n—+m

Cn+m = E an+mfibi
=0

= Gpim bO + ptm—1 bl +...+ anbm + an— bm—i—l +...ta bn+m
N ~—— ~—~~ N~~~
=0 =0 =0 =0
= b,

Poniewaz a,, lub b,, jest regularny, wiec ¢, # 0.
(5) Wynika wprost z (4).
O

Whniosek 4.7. Niech (R,+,-) bedzie dowolnym pierscieniem, (R[x],+,-) pierscieniem wielomiandw
zmiennej x o wspotczynnikach z pierscienia R. Niech ponadto

f=ap+aaz+ ...+ ax" € Rx].

Wowczas:

(1) jesli a, jest reqularny w R, to f jest reqularny w R[z];
(2) kazdy wielomian unormowany jest elementem regularnym w R[z|;
(3) jesli R jest calkowity, to Rlx| jest catkowity.

Twierdzenie 4.8 (o dzieleniu wielomianéw z reszta). Niech (R,+,-) bedzie dowolnym pierscieniem,
(R[z],+, ) pierscieniem wielomiandw zmiennej x o wspdlczynnikach z pierscienia R. Niech ponadto

f=a+ax+...4+a 2" € Rlx] oraz g =by + bz + ...+ bpa™ € Rlx].
Wowczas istniejg liczba | € NU {0} oraz wielomiany q,r € R[x] takie, Ze
a,-g=q-f+r
oraz deg(r) < deg(f).

Dowdd. Jezeli deg(g) = m < n = deg(f), to ktadziemy [ =0, ¢ =0, r = g.
Jezeli deg(g) = m = n = deg(f), tol =1, ¢ = by, 7 = a,g — by, f. Istotnie, zauwazmy ze woéwczas

deg(r) < n = deg(f).
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Jezeli deg(g) = m > n = deg(g), to dowdd prowadzimy metoda indukcji wzgledem deg(g) = m.
Zatozmy, ze dlamy € {n+1,...,m — 1} i dla wielomianéw postaci
g =by+Vx+ ... 4 byz™ € Rlz]
istniejg liczba I; € NU {0} oraz wielomiany ¢,r; € R[x] takie, ze
algi=q - f+m
oraz deg(ry) < deg(f). Potézmy
g1 = ang — bmxm_nf'
Wowezas
deg(qr) e {n+1,...,m—1},
zatem istnieja liczba i € NU {0} oraz wielomiany ¢;,7m € R[z] takie, ze
a g1 =q - f +r oraz deg(r;) < deg(f),
czyli
al . (ang — bmxm*”f) =qi - f+r oraz deg(r) < deg(f),
lub réwnowaznie
alttg = (@ + allbya™ ") - f + 1y oraz deg(ry) < deg(f).
Tym samym ktadac | =1, + 1, ¢ = q; + al'b,, 2™ " oraz r = r, otrzymujemy teze. O
Whniosek 4.9. Niech (R,+,:) bedzie dowolnym pierscieniem, (R[z],+,-) pierscieniem wielomianéw
zmiennej x o wspotczynnikach z pierscienia R. Niech ponadto
f=a+ax+...4+ax" € Rlx] oraz g =byg + bz + ...+ bpa™ € Rlx].
Wowczas:
(1) jesli a,, = 1, to istniejg wielomiany q,r € R[x] takie, Ze
g=q-f+r
oraz deg(r) < deg(f);
(2) jesli R jest cialem, to istniejq wielomiany q,r € R[z] takie, Ze
g=q-f+r
oraz deg(r) < deg(f);
Dowad. (1) Oczywiste.
(2) Jezeli R jest cialem, to istnieje element a,' € R, a wigc taki, ze a,'a, = 1. Wobec tego istnieja
wielomiany ¢;,7 € R[z] takie, ze
n=q-a f+n
oraz deg(ry) < deg(a,'f) = deg(f). Zatem kladac q = q1a,' oraz r = | otrzymujemy teze.
O
Twierdzenie 4.10 (o jednoznacznosci dzielenia z reszta). Niech (R, +,-) bedzie dowolnym pierscieniem,
(R[z],+, ) pierscieniem wielomiandw zmiennej x o wspdlczynnikach z pierscienia R. Niech ponadto
f=a+ax+...4+ax" € Rlx] oraz g =by + byz + ...+ bpa™ € Rlx].

Jesli a,, jest reqularny, to istnieje co najwyzej jedna para takich wielomianéw q,r € R[x], Ze

g=aq-f+r
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oraz deg(r) < deg(f).
Dowdéd. Niech
g=q- f+ri,deg(r) <deg f q,m € Rlz],
g=qo- [ +rz,deg(r:) <degf, g, € R[z].
Stad
0=(q1 —q@)f +(ri—r2),
lub réwnowaznie
re =11 = (1 — @) f-
Wobec Uwagi 4.6:
deg(f) > max{deg(r1),deg(r2)} > deg(rs —r1) = deg((q1 — ¢2)f) = deg(q1 — g2) + deg(/).
Tym samym deg(q; — ¢2) = —00, a wiec ¢; — g2 = 0, skad tez ro = ry. O
Whiosek 4.11. Niech (R,+,) bedzie dowolnym pierscieniem, (R[z],+,-) pierscieniem wielomiandw
zmiennej x o wspotczynnikach z pierscienia R. Niech ponadto
f=a+ax+...4+ax" € Rlx] oraz g =by + biz + ...+ bpa™ € Rlx].
(1) Jezeli R jest calkowity, to istnieje co najwyzej jedna para takich wielomianéw q,r € R|x], Ze
g=q-f+r
oraz deg(r) < deg(f).
(2) Jezeli a, =1, to istnieje dokladnie jedna para takich wielomianéw q,r € R|x], Ze
g=q-f+r
oraz deg(r) < deg(f).
(3) Jezeli R jest cialem, to istnieje dokladnie jedna para takich wielomiandw q,r € R[z], Ze
g=aq-f+r
oraz deg(r) < deg(f).
Definicja 4.12. Niech (R,+,-) bedzie dowolnym pierscieniem, (R[x],+,-) pierScieniem wielomiandw
zmiennej x o wspotczynnikach z pierscienia R. Niech ponadto
f=ap+ax+...4+ax" € Rlx] oraz g =by + bz + ...+ bpa™ € Rlx].
Jezeli istnieje dokladnie jedna para takich wielomianow q,r € R[z|, Ze
g=aq-f+r
oraz deg(r) < deg(f) to méwimy, Ze w pierscieniu R[z] wykonalne jest dzielenie z reszta wielomianu

g przez f. Wielomian q nazywamy wowczas niepelnym ilorazem, a wielomian r reszty z dzielenia.

Uwaga 4.13. Niech (R,+,-) bedzie dowolnym pierscieniem. Wielomianem zmiennych zq,...,z, o
wspotczynnikach z pierscienia R bedziemy nazywali wyrazenie postaci
Z ail__,inxlf R .7):'?,
U1 5nny in<m
gdzie m € N, wskazniki iy, . ..,1, € N przebiegajg wszystkie liczby nie wieksze niz m oraz iy iy € R.
Dwa wielomiany vwazamy za réwne, gdy réznig sie jedynie o skladniki postaci O - x7'...xl", gdzie
i1,...,0, € N,
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Bedziemy mowili, ze wielomian f = Zih”_ﬂ.y‘m @iy 0, T zin jest stopmnia r, gdy istnieje taki rézny
od zera wspotczynnik ag. ., 2€ i1+ ... + iy =1 L a4, = 0 odle jy + ...+ j, > r. Unowa ta nie
okresla stopnia wielomianu 0, przyjmujemy wiec dodatkowo, Ze stopniem wielomianu 0 jest —oo. Stopien
wielomianu f bedziemy oznaczaé przez deg(f).

Wielomiany stopnia 1 bedziemy nazywali liniowymi, a wielomiany stopnia 2 kwadratowymi.

Wielomian postaci a:c’f ...xi gdzie a € R oraz iy, ..., i, € N nazywamy jednomianem.

W zbiorze wszystkich wielomiandw zmiennych x1, . . ., T, o wspdtczynnikach z pierscienia R definiujemy
dodawanie + i mnozenie -, kladgc dla dowolnych wielomianow f = Zil iy i, T oraz g =

seenin <M n
i Jn -
Zjl,_“,jngr bjy. g1 - T

f+g= > Chyookn @Y T,
K1y ki <max{m,r}

gdzie

gy kon + 0%y ks 9dy k1, ... ky < max{m,r},
Chyokin = Oy kons gdy, dla pewnego wskaznika k;(i € {1,...,n}), k; >r, aleky,... k, <m,

bty ke s gdy, dla pewnego wskaznika k;(i € {1,...,n}),k; >m, ale ky,..., k, <r,
oraz

f-9= Z Chyoen Ty
k1, on <t

gdzie

Chyoken = § ey —1y, e Ol L

0<l1<k1 .., 0<ln <k,
Ponadto wyrozniamy wielomian 0 jako element neutralny dodawania oraz wielomian 1 jako element
neutralny mnozenia. Wowczas zbior wszystkich wielomianow zmiennych x1, ..., T, o wspolczynnikach
z pierscienia R z tak okreslonymi dziataniami @ wyréznionymi elementams jest pierscieniem przemien-
nym z jedynkq. Pierscien ten bedziemy nazywali pierScieniem wielomianéw zmiennych z1,...,z, o
wspoélczynnikach z pierscienia R i bedziemy oznaczali przez R[zy, ..., x,].
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5. WYKLAD 5: KONSTRUKCJA CIAL p"-ELEMENTOWYCH.

Definicja 5.1. Niech (R, +,-) bedzie pierscieniem. Podzbior I C R nazywamy ideatem pierscienia R,
co oznaczamy przez I <I R, jezeli:

(1) Ya,be I(a—be 1),

(2) Ya € IVr € R(ra € I).

Przyktad:

(1) Zbior {n : 5|n} jest ideatem w pierscieniu Z.

(2) Zbiér {f : x|f} jest ideatem w pierécieniu R[z].
Definicja 5.2. Niech (R,+,-) bedzie pierscieniem, a A C R pewnym zbiorem. Najmniejszy ideal pier-
Scienia R zawierajgcy zbior A nazywamy idealem generowanym przez A i oznaczamy (A). Jesli

I < R, to kazdy zbior A o tej wlasnosci, ze (A) = I nazywamy zbiorem generatordéw ideatu I. Jesli
A=Aa,...,a,}, to piszemy po prostu

(a1,...,a,) = (A).
Mowimy, Ze ideal jest skoniczenie generowany, gdy istniejq takie elementy aq,...,a, € R, Ze
I'=(ay,...,an).
Mowimy, ze ideal jest gtéwny, gdy istnieje element a € R taki, Ze
I=(a).
Mowimy, Ze pierscieri R jest pierScieniem idealéw gléwnych, gdy kazdy jego ideal jest idealem
gtownym.
Twierdzenie 5.3 (o postaci elementéw idealu generowanego przez zbiér). Niech (R, +,-) bedzie pier-
Scieniem, a A C R pewnym zbiorem. Wiowczas:
(A)={ra+...4+rpan :n€N;r,...;7, € Riay,...,a, € A}.
Dowdd. Oznaczmy:
Ay ={ra+...+rpa, :neNr,....1, € Ryay,...,a, € A}.
Pokazemy, ze A; < R. Istotnie, jesli ria; + ...+ rpap,ria) + ... +1lal, € Ay, to riay + ...+ rpa, +

(—rpa)+...+(=rl,)al, € Ay. Ponadto dla r € R mamy r(ria; +...+ry,a,) =rra;+...+rrpa, € Ay

Dalej, pokazemy, ze A; = (A). Inkluzja (D) jest oczywista, pozostaje wykazaé (C). Dowéd prowadzimy
przez indukcje wzgledem n. Dlan = 1 niech a; € A. Wowczas a1 nalezy do kazdego ideatu zawierajacego
a, w szczegdlnosci do (A). Dla n > 1 ustalmy a4, ...,a, € A, r1,...,r, € R i zalézmy, zr

ray + ...+ rpa, € (A).

Ustalmy a,, .1 € A oraz r, 1 € R. Woéwczas

riay 4 ...+ raa ane € (A).
~—
€(4) €(4)

Przyktady:
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(3) W pierscieniu Z mamy na przykltad
(b5)={k-5:keZ}
oraz
(4,6) = {k-4+1-6:klcZ).
(4) W pierscieniu R[z] mamy
(#) ={f-2: feR[z]}.

Twierdzenie 5.4. Niech (F,+,-) bedzie ciatem. Wowczas pierscien wielomianéw (F[z],+, ) jest pier-
Scieniem ideatow gtéwnych.

Dowdd. Ustalmy ideal I < F[z]. Jesli I = {0}, to I = (0) jest idealem gléwnym. Jesli I # {0}, to
istnieje niezerowy element f € I. W szczegdlnosci zbidr

H ={f € 1: f jest mozliwie najnizszego stopnia oraz f # 0}

jest niepusty. Ustalmy h € H.
Pokazemy, ze I = (h). Inkluzja (D) jest oczywista, pozostaje wykaza¢ (C). Ustalmy ¢ € I. Dzielac z
reszta g przez h otrzymujemy

g=qh+rdlag,re Flz],0 < deg(r) < deg(h).

W szcezegblnoscel r = g — gh € I. Skoro deg(r) < deg(h), wiec wobec wyboru wielomianu h otrzymujemy,
ze r = 0. Zatem g = ¢h i tym samym g € (h). O

Definicja 5.5. Niech (R, +,-) bedzie pierscieniem, a I < R idealem. Warstwa elementu a € R wzgledem
ideatu I nazywamy zbior
a+I={a+i:iel}.

Zbior wszystkich warstw oznaczamy przez R/I.

Przyklady:
(5) W pierscieniu Zg ideal gltéwny generowany przez element 2 € Zg ma postaé:
(2) ={0,2,4}.
Warstwy tego ideatu to:

0+ (2) {0+0,0+2,0+4} =(2),

1+(2) = {1,3,5} =W,

2+(2) = {0,2,4}=(2),

34+(2) = {1,3,5} =W,

14(2) = (@),

5+(2) = W

Zatem Zg/(2) = {(2),W}.
(6) W pierscieniu Z ideal gtéwny generowany przez element 3 € Z ma postac:

(3) - {073,6397~ . ~7_37 _6,—9, .. }
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Warstwy tego ideatu to

0+ (3) (3),
1+(3) = {1,4,7,10,...,—2,—5,-8,...} = W,
24 (3) = {2,5,811,...,—1,—4,-7,...} = Wy,
3+(3) = 3).

Zatem Z/(3) = {(3), Wy, Wy }. Zauwazmy ponadto, ze warstwa W, sktada si¢ z tych liczb catkowi-
tych, ktoére przy dzieleniu przez 3 daja reszte 1, a warstwa Wy sktada si¢ z tych liczb catkowitych,
ktére przy dzieleniu przez 3 daja reszte 2. Tym samym Z/(3) mozna utozsamic¢ z Zs.
(7) Kluczowa konstrukcja tego wyktadu to przeniesienie pomystu z przyktadu (6) na pierscien wie-
lomianéw nad ciatem skonczonym.
W pierscieniu Zs[z] ideal gléwny generowany przez wielomian 2? 4+ x + 1 ma postaé

(Prr+)={P+z+ L, +2 +x, 2 + 2P+ +2l+ax+1,.. ., f (@@ +ar+ 1)L

Przyktadowe warstwy tego ideatu to:

0+ ((@2*+z+1) = (2®+z+1),

1+ (@ +z+1) = Wy,

r+ (P +a+1) = Wy,
r+1+ (@2 +a+1) Ws.

Pokazemy, ze dowolna inna warstwa tego ideatu bedzie réwna (22 + z + 1), Wy, Wy lub Wi.
Istotnie, ustalmy warstwe f+(2?+x+1) iniech g € f+ (22 +x+1). Wowcezas g = f+q(2?+x+1).
Dzielge f z reszta przez 22 4+ x + 1 otrzymujemy:

f=q@*+z+1)+7r oraz 0 < deg(r,) < deg(a* +z+ 1) = 2.
Jedyne mozliwe wybory dla r; to:
0,1,z,z+1
a zatem jezeli, na przyktad, ry = x 4+ 1, to wéwczas:
g = fra@+r+)=q@*+a+ 1)+ (@+1)+q@@®+z+1)
= (@+D)+(a+q@*+z+1)€Ws.
Zatem Zs[z]/(z* + x + 1) = {(z* + z + 1), Wy, Wa, W3} i zbiér warstw Zy[x]/(2? + x + 1) mozna
utozsamiaé¢ z mozliwymi resztami z dzielenia przez wielomian 2% + x + 1.
Twierdzenie 5.6. Niech (F,+,-) bedzie cialem, niech p € Fx] bedzie wielomianem nierozkladalnym,
to znaczy takim, Ze jesli
p=f-g, dlaf g€ Fll,
to deg(f = 0) lub deg(g) = 0. W zbiorze warstw F[z]|/(p) definiujemy dodawanie
(f+@)+ g+ @)=(+9) +®)
oraz mnozenie
(f+ @) (g+ @) =(f9)+ )
Wowczas (Fx]/(p),+,-) jest cialem.
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Dowdd. Pokazemy, dla przyktadu, ze dowolny element # (p) jest odwracalny. Ustalmy f+(p) € F[z]/(p).
Poniewaz f + (p) # (p), wiec f ¢ (p) i tym samym p { f. Ponadto p jest nierozkladalny, a wiec
NWD(f,p) = 1. Wobec algorytmu Euklidesa istnieja a,b € F[z] takie, ze

af +bp=1.
Wowcezas af =1 —bp € 1+ (p), a wiec (a+ (p)) - (f + (p)) =1+ (p). O

Uwaga 5.7. Niech (Flx]/(p),+,) bedzie cialem zdefiniowanym przez wielomian nierozkladalny p €
F[z], gdzie deg(p) = n + 1. Przyjmujemy oznaczenie:
Anlp_1 ... Q100 = A" + @y 12" 4 ..+ a1z + ag + (p).
Przyktad:
(8) Zgodnie z powyzsza notacja:
W0=a+(@*+x+1)
w ciele Zs[x]/(z* + x + 1).



