
PierúcieÒ wielomianów



Definicja:

Niech (R,+, ·) bÍdzie dowolnym pierúcieniem.
1. Element x 2 R taki, øe

9y 2 R \ {0}(x · y = 0)

nazywamy dzielnikiem zera. Zbiór wszystkich dzielników zera
oznaczamy D(R).

2. Element x 2 R taki, który nie jest dzielnikiem zera, nazywamy
elementem regularnym.



Przyk≥ady:

1. Rozwaømy dowolny pierúcieÒ (R,+, ·). Element 0 jest zawsze
dzielnikiem zera, nazywamy go niew≥aúciwym dzielnikiem
zera. Kaødy inny dzielnik nazywaÊ bÍdziemy w≥aúciwym
dzielnikiem zera.

2. Rozwaømy pierúcieÒ Z
6

. Wówczas elementy 0, 2, 3, 4 sπ
dzielnikami zera, a elementy 1, 5 sπ regularne.

3. Rozwaømy pierúcieÒ Z⇥ Z. Wówczas elementy (1, 0) i (0, 1)
sπ dzielnikami zera.



Twierdzenie:

Niech (R,+, ·) bÍdzie dowolnym pierúcieniem, niech x , y , z 2 R.
Wówczas:

1. x · y = 0) x 2 D(R) _ y 2 D(R);

2. jeúli x jest regularny, to

x · y = 0) x = 0;

3. jeúli x jest regularny, to

x · y = x · z ) y = z .



Przyk≥ad:

4. Rozwaømy pierúcieÒ Z
6

. Wówczas 3 · 2 = 3 · 4, ale 2 6= 4.



Definicja:

PierúcieÒ bez w≥aúciwych dzielników zera nazywamy pierúcieniem
ca≥kowitym (lub dziedzinπ ca≥kowitoúci).



Przyk≥ad:

5. Przyk≥adami pierúcieni ca≥kowitych sπ Z, Z
5

, czy ogólnie Zp,
gdzie p jest liczbπ pierwszπ.



Uwaga i definicja:

Niech (R,+, ·) bÍdzie dowolnym pierúcieniem.
Wielomianem zmiennej x o wspó≥czynnikach w pierúcieniu R
bÍdziemy nazywali wyraøenie o postaci

a

0

+ a
1

x + . . . + anx
n,

gdzie n 2 N oraz a
0

, . . . , an 2 R.
Dwa wielomiany uwaøamy za równe wtedy i tylko wtedy, gdy
róøniπ siÍ tylko o sk≥adniki postaci 0 · x i , gdzie i 2 N.



BÍdziemy mówili, øe wielomian f = a
0

+ a
1

x + . . . + anxn jest
stopnia n, gdy an 6= 0.
Umowa ta nie okreúla stopnia wielomianu 0, przyjmiemy wiÍc
dodatkowo, øe stopniem wielomianu 0 jest �1.
StopieÒ wielomianu f bÍdziemy oznaczaÊ przez deg(f ).
Wielomiany stopnia 1 bÍdziemy nazywaÊ liniowymi, a wielomiany
stopnia 2 kwadratowymi.



Dla wielomianu f = a
0

+ a
1

x + . . . + anxn wspó≥czynnik an
nazywamy najstarszym (lub najwiÍkszym) wspó≥czynnikiem.
Jeøeli najstarszy wspó≥czynnik równy jest 1, to wielomian f
nazywamy unormowanym.



W zbiorze wszystkich wielomianów zmiennej x o wspó≥czynnikach
z pierúcienia R definiujemy dodawania + i mnoøenie ·, k≥adπc dla
dowolnych wielomianów f = a

0

+ a
1

x + . . . + anxn oraz
g = b

0

+ b
1

x + . . . + bmxm

f + g =

8
>>>>>><

>>>>>>:

(a
0

+ b
0

) + (a
1

+ b
1

)x + (an + bn)xn

+bn+1xn+1 + . . . + bmxm, gdy m > n,

(a
0

+ b
0

) + (a
1

+ b
1

)x + . . . + (an + bn)xn, gdy m = n,

(a
0

+ b
0

) + (a
1

+ b
1

)x + . . . + (am + bm)xm

+am+1x
m+1 + . . . + anxn, gdy m < n,

f · g = c

0

+ c
1

x + . . . + cn+mx
n+m,

gdzie

ci =
iX

k=0

ai�kbk ,

dla i 2 {0, . . . , n +m}.



Ponadto wyróøniamy wielomian 0 jako element neutralny
dodawania oraz wielomian 1 jako element neutralny mnoøenia.
Wówczas zbiór wszystkich wielomianów zmiennej x o
wspó≥czynnikach z pierúcienia R z tak okreúlonymi dzia≥aniami i
wyróønionymi elementami jest pierúcieniem przemiennym z jedynkπ.
PierúcieÒ ten bÍdziemy nazywali pierúcieniem wielomianów
zmiennej x o wspó≥czynnikach z pierúcienia R i bÍdziemy
oznaczali przez R[x ].



Uwaga:

Przy liczeniu stopni wielomianów przyjmujemy nastÍpujπcπ umowÍ
notacyjnπ:

I 8n 2 N(n > �1),
I (�1) + (�1) = �1,
I 8n 2 N(�1+ n = �1).



Uwaga:

Niech (R,+, ·) bÍdzie dowolnym pierúcieniem, (R[x ],+, ·)
pierúcieniem wielomianów zmiennej x o wspó≥czynnikach z
pierúcienia R. Niech ponadto

f = a
0

+a
1

x+. . .+anx
n 2 R[x ] oraz g = b

0

+b
1

x+. . .+bmx
m 2 R[x ].

Wówczas:
1. deg(f + g)  max{deg(f ), deg(g)};
2. jeúli

deg(f ) 6= deg(g),
to

deg(f + g) = max{deg(f ), deg(g)};
3. deg(fg)  deg(f ) + deg(g);
4. jeúli

f 6= 0 ^ g 6= 0 ^ (an jest regularny _ bm jest regularny) ,

to
deg(fg) = deg(f ) + deg(g);



5. jeúli

f 6= 0 ^ g 6= 0 ^ R jest pierúcieniem ca≥kowitym,

to
deg(fg) = deg(f ) + deg(g).



Dowód:

1. Niech h = f + g =
P1
k=0 ckx

k , przy czym ck = 0 dla prawie
wszystkich k 2 N.
Ustalmy k > max{n,m} = max{deg(f ), deg(g)}.
Wówczas:

ck = ak + bk = 0+ 0 = 0.

Wobec tego deg(f + g)  max{deg(f ), deg(g)}.



2. Oczywiste.

3. Niech h = f · g =
P1
k=0 ckx

k , przy czym ck = 0 dla prawie
wszystkich k 2 N.
Ustalmy k > n +m = deg(f ) + deg(g).
Mamy

ck =
kX

i=0

ak�ibi .

Jeøeli i 2 {0, . . . ,m}, to k � i 2 {n + 1, . . . , k}, wiÍc
ak�i = 0.
Podobnie, jeøeli i 2 {m + 1, . . . , k}, to bi = 0.
Zatem ck = 0, a wiÍc deg(fg)  deg(f ) + deg(g).



4. Niech h = f · g =
P1
k=0 ckx

k , przy czym ck = 0 dla prawie
wszystkich k 2 N.
Mamy

cn+m =
n+mX

i=0

an+m�ibi

= an+m| {z }
=0

b

0

+ an+m�1| {z }
=0

b

1

+ . . . + anbm +

+ an�1 bm+1| {z }
=0

+ . . . + a
0

bn+m| {z }
=0

= anbm.

Poniewaø an lub bm jest regularny, wiÍc cn+m 6= 0.
5. Wynika wprost z (4).



Wniosek:

Niech (R,+, ·) bÍdzie dowolnym pierúcieniem, (R[x ],+, ·)
pierúcieniem wielomianów zmiennej x o wspó≥czynnikach z
pierúcienia R.
Niech ponadto

f = a
0

+ a
1

x + . . . + anx
n 2 R[x ].

Wówczas:

1. jeúli an jest regularny w R, to f jest regularny w R[x ];

2. kaødy wielomian unormowany jest elementem regularnym w
R[x ];

3. jeúli R jest ca≥kowity, to R[x ] jest ca≥kowity.



Twierdzenie o dzieleniu wielomianów z resztπ:

Niech (R,+, ·) bÍdzie dowolnym pierúcieniem, (R[x ],+, ·)
pierúcieniem wielomianów zmiennej x o wspó≥czynnikach z
pierúcienia R.
Niech ponadto

f = a
0

+a
1

x+. . .+anx
n 2 R[x ] oraz g = b

0

+b
1

x+. . .+bmx
m 2 R[x ].

Wówczas istniejπ liczba l 2 N [ {0} oraz wielomiany q, r 2 R[x ]
takie, øe

a

l
n · g = q · f + r

oraz deg(r) < deg(f ).



Dowód:

Jeøeli deg(g) = m < n = deg(f ), to k≥adziemy l = 0, q = 0,
r = g .
Jeøeli deg(g) = m = n = deg(f ), to l = 1, q = bm, r = ang �bmf .
Istotnie, zauwaømy øe wówczas deg(r) < n = deg(f ).



Jeøeli deg(g) = m > n = deg(g), to dowód prowadzimy metodπ
indukcji wzglÍdem deg(g) = m.
Za≥óømy, øe dla m

1

2 {n+ 1, . . . ,m� 1} i dla wielomianów postaci

g

1

= b0
0

+ b0
1

x + . . . + bm0
x

m0 2 R[x ]

istniejπ liczba l
1

2 N [ {0} oraz wielomiany q
1

, r
1

2 R[x ] takie, øe

a

l
1

n · g1 = q
1

· f + r
1

oraz deg(r
1

) < deg(f ).



Po≥óømy
g

1

= ang � bmxm�nf .

Wówczas
deg(g

1

) 2 {n + 1, . . . ,m � 1},

zatem istniejπ liczba l
1

2 N [ {0} oraz wielomiany q
1

, r
1

2 R[x ]
takie, øe

a

l
1

n · g1 = q
1

· f + r
1

oraz deg(r
1

) < deg(f ),

czyli

a

l
1

n ·
�
ang � bmxm�nf

�
= q
1

· f + r
1

oraz deg(r
1

) < deg(f ),

lub równowaønie

a

l
1

+1
n g =

⇣
q

1

+ al1n bmx
m�n

⌘
· f + r

1

oraz deg(r
1

) < deg(f ).

Tym samym k≥adπc l = l
1

+ 1, q = q
1

+ al1n bmx
m�n oraz r = r

1

otrzymujemy tezÍ.



Wniosek:

Niech (R,+, ·) bÍdzie dowolnym pierúcieniem, (R[x ],+, ·)
pierúcieniem wielomianów zmiennej x o wspó≥czynnikach z
pierúcienia R.
Niech ponadto

f = a
0

+a
1

x+. . .+anx
n 2 R[x ] oraz g = b

0

+b
1

x+. . .+bmx
m 2 R[x ].

Wówczas:

1. jeúli an = 1, to istniejπ wielomiany q, r 2 R[x ] takie, øe

g = q · f + r

oraz deg(r) < deg(f );

2. jeúli R jest cia≥em, to istniejπ wielomiany q, r 2 R[x ] takie, øe

g = q · f + r

oraz deg(r) < deg(f ).



Dowód:

1. Oczywiste.

2. Jeøeli R jest cia≥em, to istnieje element a�1n 2 R, a wiÍc taki,
øe a�1n an = 1.
Wobec tego istniejπ wielomiany q

1

, r
1

2 R[x ] takie, øe

g

1

= q
1

· a�1n f + r
1

oraz deg(r
1

) < deg(a�1n f ) = deg(f ).
Zatem k≥adπc q = q

1

a

�1
n oraz r = r

1

otrzymujemy tezÍ.



Twierdzenie o jednoznacznoúci dzielenia z resztπ:

Niech (R,+, ·) bÍdzie dowolnym pierúcieniem, (R[x ],+, ·)
pierúcieniem wielomianów zmiennej x o wspó≥czynnikach z
pierúcienia R.
Niech ponadto

f = a
0

+a
1

x+. . .+anx
n 2 R[x ] oraz g = b

0

+b
1

x+. . .+bmx
m 2 R[x ].

Jeúli an jest regularny, to istnieje co najwyøej jedna para takich
wielomianów q, r 2 R[x ], øe

g = q · f + r

oraz deg(r) < deg(f ).



Dowód:

Niech
g = q

1

· f + r
1

, deg(r
1

) < deg f , q
1

, r
1

2 R[x ],

g = q
2

· f + r
2

, deg(r
2

) < deg f , q
2

, r
2

2 R[x ].

Stπd
0 = (q

1

� q
2

)f + (r
1

� r
2

),

lub równowaønie
r

2

� r
1

= (q
1

� q
2

)f .

Wobec tego:

deg(f ) > max{deg(r
1

), deg(r
2

)} � deg(r
2

� r
1

)

= deg((q
1

� q
2

)f ) = deg(q
1

� q
2

) + deg(f ).

Tym samym deg(q
1

� q
2

) = �1, a wiÍc q
1

� q
2

= 0, skπd teø
r

2

= r
1

.



Wniosek:

Niech (R,+, ·) bÍdzie dowolnym pierúcieniem, (R[x ],+, ·)
pierúcieniem wielomianów zmiennej x o wspó≥czynnikach z
pierúcienia R. Niech ponadto

f = a
0

+a
1

x+. . .+anx
n 2 R[x ] oraz g = b

0

+b
1

x+. . .+bmx
m 2 R[x ].

1. Jeøeli R jest ca≥kowity, to istnieje co najwyøej jedna para
takich wielomianów q, r 2 R[x ], øe

g = q · f + r

oraz deg(r) < deg(f ).
2. Jeøeli an = 1, to istnieje dok≥adnie jedna para takich
wielomianów q, r 2 R[x ], øe

g = q · f + r

oraz deg(r) < deg(f ).



3. Jeøeli R jest cia≥em, to istnieje dok≥adnie jedna para takich
wielomianów q, r 2 R[x ], øe

g = q · f + r

oraz deg(r) < deg(f ).



Definicja:

Niech (R,+, ·) bÍdzie dowolnym pierúcieniem, (R[x ],+, ·)
pierúcieniem wielomianów zmiennej x o wspó≥czynnikach z
pierúcienia R. Niech ponadto

f = a
0

+a
1

x+. . .+anx
n 2 R[x ] oraz g = b

0

+b
1

x+. . .+bmx
m 2 R[x ].

Jeøeli istnieje dok≥adnie jedna para takich wielomianów q, r 2 R[x ],
øe

g = q · f + r

oraz deg(r) < deg(f ) to mówimy, øe w pierúcieniu R[x ] wykonalne
jest dzielenie z resztπ wielomianu g przez f .
Wielomian q nazywamy wówczas niepe≥nym ilorazem, a
wielomian r resztπ z dzielenia.



Uwaga i definicja:

Niech (R,+, ·) bÍdzie dowolnym pierúcieniem.
Wielomianem zmiennych x

1

, . . . , xn o wspó≥czynnikach z
pierúcienia R bÍdziemy nazywali wyraøenie postaci

X

i
1

,...,inm
ai
1

...inx
i
1

1

. . . x inn ,

gdzie m 2 N, wskaüniki i
1

, . . . , in 2 N przebiegajπ wszystkie liczby
nie wiÍksze niø m oraz ai

1

...in 2 R.
Dwa wielomiany uwaøamy za równe, gdy róøniπ siÍ jedynie o
sk≥adniki postaci 0 · x i1

1

. . . x inn , gdzie i1, . . . , in 2 N.



BÍdziemy mówili, øe wielomian f =
P
i
1

,...,inm ai1...inx
i
1

1

. . . x inn jest
stopnia r , gdy istnieje taki róøny od zera wspó≥czynnik ai

1

...in , øe
i

1

+ . . . + in = r i aij ...jn = 0 o ile j
1

+ . . . + jn > r .
Umowa ta nie okreúla stopnia wielomianu 0, przyjmujemy wiÍc
dodatkowo, øe stopniem wielomianu 0 jest �1.
StopieÒ wielomianu f bÍdziemy oznaczaÊ przez deg(f ).
Wielomiany stopnia 1 bÍdziemy nazywali liniowymi, a wielomiany
stopnia 2 kwadratowymi.



Wielomian postaci ax i1
1

. . . x inn , gdzie a 2 R oraz i1, . . . , in 2 N
nazywamy jednomianem.



W zbiorze wszystkich wielomianów zmiennych x
1

, . . . , xn o
wspó≥czynnikach z pierúcienia R definiujemy dodawanie + i
mnoøenie ·, k≥adπc dla dowolnych wielomianów
f =

P
i
1

,...,inm ai1...inx
i
1

1

. . . x inn oraz g =
P
j
1

,...,jnr bj1...jnx
j
1

1

. . . x jnn :

f + g =
X

k
1

,...,knmax{m,r}

ck
1

...knx
k
1

1

. . . xknn ,

gdzie

ck
1

...kn =

8
>>>>>><

>>>>>>:

ak
1

...kn + bk
1

...kn , gdy k
1

, . . . , kn  max{m, r},
ak
1

...kn , gdy, dla pewnego wskaünika ki
(i 2 {1, . . . , n}), ki > r , ale k1, . . . , kn < m,

bk
1

...kn , gdy, dla pewnego wskaünika ki
(i 2 {1, . . . , n}), ki > m, ale k

1

, . . . , kn < r ,

f · g =
X

k
1

,...,knm+r

ck
1

...knx
k
1

1

. . . xknn ,

gdzie
ck
1

...kn =
X

0l
1

k
1

,...,0lnkn

ak
1

�l
1

,...,kn�lnbl
1

,...,ln .



Ponadto wyróøniamy wielomian 0 jako element neutralny
dodawania oraz wielomian 1 jako element neutralny mnoøenia.
Wówczas zbiór wszystkich wielomianów zmiennych x

1

, . . . , xn o
wspó≥czynnikach z pierúcienia R z tak okreúlonymi dzia≥aniami i
wyróønionymi elementami jest pierúcieniem przemiennym z jedynkπ.
PierúcieÒ ten bÍdziemy nazywali pierúcieniem wielomianów
zmiennych x

1

, . . . , xn o wspó≥czynnikach z pierúcienia R i
bÍdziemy oznaczali przez R[x

1

, . . . , xn].



Konstrukcja cia≥

pn-elementowych



Definicja:

Niech (R,+, ·) bÍdzie pierúcieniem. Podzbiór I ⇢ R nazywamy
idea≥em pierúcienia R, co oznaczamy przez I C R, jeøeli:
1. 8a, b 2 I (a� b 2 I ),
2. 8a 2 I8r 2 R(ra 2 I ).



Przyk≥ad:

1. Zbiór {n : 5|n} jest idea≥em w pierúcieniu Z.
2. Zbiór {f : x |f } jest idea≥em w pierúcieniu R[x ].



Definicja:

Niech (R,+, ·) bÍdzie pierúcieniem, a A ⇢ R pewnym zbiorem.
Najmniejszy idea≥ pierúcienia R zawierajπcy zbiór A nazywamy
idea≥em generowanym przez A i oznaczamy (A). Jeúli I C R, to
kaødy zbiór A o tej w≥asnoúci, øe (A) = I nazywamy zbiorem
generatorów idea≥u I . Jeúli A = {a1, . . . , an}, to piszemy po prostu

(a1, . . . , an) = (A).

Mówimy, øe idea≥ jest skoÒczenie generowany, gdy istniejπ takie
elementy a1, . . . , an 2 R, øe

I = (a1, . . . , an).

Mówimy, øe idea≥ jest g≥ówny, gdy istnieje element a 2 R taki, øe

I = (a).

Mówimy, øe pierúcieÒ R jest pierúcieniem idea≥ów g≥ównych, gdy
kaødy jego idea≥ jest idea≥em g≥ównym.



Twierdzenie o postaci elementów idea≥u generowanego przez

zbiór:

Niech (R,+, ·) bÍdzie pierúcieniem, a A ⇢ R pewnym zbiorem.
Wówczas:

(A) = {r1a1 + . . . + rnan : n 2 N, r1, . . . , rn 2 R, a1, . . . , an 2 A}.



Dowód:

Oznaczmy:

A1 = {r1a1 + . . . + rnan : n 2 N, r1, . . . , rn 2 R, a1, . . . , an 2 A}.

Pokaøemy, øe A1 C R.
Istotnie, jeúli r1a1 + . . . + rnan, r 01a

0
1 + . . . + r 0ma

0
m 2 A1, to

r1a1 + . . . + rnan + (�r 01)a01 + . . . + (�r 0m)a0m 2 A1.
Ponadto dla r 2 R mamy
r(r1a1 + . . . + rnan) = rr1a1 + . . . + rrnan 2 A1.



Dalej, pokaøemy, øe A1 = (A).
Inkluzja (�) jest oczywista, pozostaje wykazaÊ (⇢).
Dowód prowadzimy przez indukcjÍ wzglÍdem n.
Dla n = 1 niech a1 2 A.
Wówczas r1a1 naleøy do kaødego idea≥u zawierajπcego a, w
szczególnoúci do (A).



Dla n > 1 ustalmy a1, . . . , an 2 A, r1, . . . , rn 2 R i za≥óømy, øe

r1a1 + . . . + rnan 2 (A).

Ustalmy an+1 2 A oraz rn+1 2 R.
Wówczas

r1a1 + . . . + rnan| {z }
2(A)

+ rn+1 an+1|{z}
2(A)| {z }

2(A)

2 (A).



Przyk≥ady:

3. W pierúcieniu Z mamy na przyk≥ad

(5) = {k · 5 : k 2 Z}

oraz
(4, 6) = {k · 4+ l · 6 : k, l 2 Z}.

4. W pierúcieniu R[x ] mamy

(x) = {f · x : f 2 R[x ]}.



Twierdzenie:

Niech (F ,+, ·) bÍdzie cia≥em. Wówczas pierúcieÒ wielomianów
(F [x ],+, ·) jest pierúcieniem idea≥ów g≥ównych.



Dowód:

Ustalmy idea≥ I C F [x ].
Jeúli I = {0}, to I = (0) jest idea≥em g≥ównym.
Jeúli I 6= {0}, to istnieje niezerowy element f 2 I .
W szczególnoúci zbiór

H = {f 2 I : f jest moøliwie najniøszego stopnia oraz f 6= 0}

jest niepusty.
Ustalmy h 2 H.



Pokaøemy, øe I = (h).
Inkluzja (�) jest oczywista, pozostaje wykazaÊ (⇢).
Ustalmy g 2 I .
Dzielπc z resztπ g przez h otrzymujemy

g = qh + r dla q, r 2 F [x ], 0  deg(r) < deg(h).

W szczególnoúci r = g � qh 2 I .
Skoro deg(r) < deg(h), wiÍc wobec wyboru wielomianu h
otrzymujemy, øe r = 0.
Zatem g = qh i tym samym g 2 (h).



Definicja:

Niech (R,+, ·) bÍdzie pierúcieniem, a I C R idea≥em. Warstwπ
elementu a 2 R wzglÍdem idea≥u I nazywamy zbiór

a+ I = {a+ i : i 2 I}.

Zbiór wszystkich warstw oznaczamy przez R/I .



Przyk≥ady:

5. W pierúcieniu Z6 idea≥ g≥ówny generowany przez element
2 2 Z6 ma postaÊ:

(2) = {0, 2, 4}.

Warstwy tego idea≥u to:

0+ (2) = {0+ 0, 0+ 2, 0+ 4} = (2),

1+ (2) = {1, 3, 5} =W ,

2+ (2) = {0, 2, 4} = (2),

3+ (2) = {1, 3, 5} =W ,

4+ (2) = (2),

5+ (2) = W .

Zatem Z6/(2) = {(2),W }.



6. W pierúcieniu Z idea≥ g≥ówny generowany przez element 3 2 Z
ma postaÊ:

(3) = {0, 3, 6, 9, . . . ,�3,�6,�9, . . .}.

Warstwy tego idea≥u to

0+ (3) = (3),

1+ (3) = {1, 4, 7, 10, . . . ,�2,�5,�8, . . .} =W1,

2+ (3) = {2, 5, 8, 11, . . . ,�1,�4,�7, . . .} =W2,

3+ (3) = (3).

Zatem Z/(3) = {(3),W1,W2}.
Zauwaømy ponadto, øe warstwa W1 sk≥ada siÍ z tych liczb
ca≥kowitych, które przy dzieleniu przez 3 dajπ resztÍ 1, a
warstwa W2 sk≥ada siÍ z tych liczb ca≥kowitych, które przy
dzieleniu przez 3 dajπ resztÍ 2.
Tym samym Z/(3) moøna utoøsamiÊ z Z3.



7. Kluczowa konstrukcja tego wyk≥adu to przeniesienie pomys≥u
z przyk≥adu (6) na pierúcieÒ wielomianów nad cia≥em
skoÒczonym.
W pierúcieniu Z2[x ] idea≥ g≥ówny generowany przez wielomian
x2 + x + 1 ma postaÊ

(x2+x+1) = {x2+x+1, x3+x2+x , x3+x2+x+x2+x+1, . . . , f ·(x2+x+1)}.

Przyk≥adowe warstwy tego idea≥u to:

0+ (x2 + x + 1) = (x2 + x + 1),

1+ (x2 + x + 1) = W1,

x + (x2 + x + 1) = W2,

x + 1+ (x2 + x + 1) = W3.



Pokaøemy, øe dowolna inna warstwa tego idea≥u bÍdzie równa
(x2 + x + 1), W1, W2 lub W3.
Istotnie, ustalmy warstwÍ f + (x2 + x + 1) i niech
g 2 f + (x2 + x + 1).
Wówczas g = f + q(x2 + x + 1).
Dzielπc f z resztπ przez x2 + x + 1 otrzymujemy:

f = q1(x2 + x + 1) + r1 oraz 0  deg(r1) < deg(x2 + x + 1) = 2.

Jedyne moøliwe wybory dla r1 to:

0, 1, x , x + 1

a zatem jeøeli, na przyk≥ad, r1 = x + 1, to wówczas:

g = f + q(x2 + x + 1) = q1(x2 + x + 1) + (x + 1) + q(x2 + x + 1)

= (x + 1) + (q1 + q)(x2 + x + 1) 2W3.



Zatem Z2[x ]/(x2 + x + 1) = {(x2 + x + 1),W1,W2,W3} i zbiór
warstw Z2[x ]/(x2 + x + 1) moøna utoøsamiaÊ z moøliwymi
resztami z dzielenia przez wielomian x2 + x + 1.



Twierdzenie:

Niech (F ,+, ·) bÍdzie cia≥em, niech p 2 F [x ] bÍdzie wielomianem
nierozk≥adalnym, to znaczy takim, øe jeúli

p = f · g , dla f , g 2 F [x ],

to deg(f = 0) lub deg(g) = 0. W zbiorze warstw F [x ]/(p)
definiujemy dodawanie

(f + (p)) + (g + (p)) = (f + g) + (p)

oraz mnoøenie

(f + (p)) · (g + (p)) = (f · g) + (p).

Wówczas (F [x ]/(p),+, ·) jest cia≥em.



Dowód:

Pokaøemy, dla przyk≥adu, øe dowolny element 6= (p) jest
odwracalny.
Ustalmy f + (p) 2 F [x ]/(p).
Poniewaø f + (p) 6= (p), wiÍc f /2 (p) i tym samym p - f .
Ponadto p jest nierozk≥adalny, a wiÍc NWD(f , p) = 1.
Wobec algorytmu Euklidesa istniejπ a, b 2 F [x ] takie, øe

af + bp = 1.

Wówczas af = 1� bp 2 1+ (p), a wiÍc
(a+ (p)) · (f + (p)) = 1+ (p).



Uwaga notacyjna:

Niech (F [x ]/(p),+, ·) bÍdzie cia≥em zdefiniowanym przez
wielomian nierozk≥adalny p 2 F [x ], gdzie deg(p) = n + 1.
Przyjmujemy oznaczenie:

anan�1 . . . a1a0 = anxn + an�1xn�1 + . . . + a1x + a0 + (p).



Przyk≥ad:

8. Zgodnie z powyøszπ notacjπ:

10 = x + (x2 + x + 1)

w ciele Z2[x ]/(x2 + x + 1).


