Pierscien wielomianow



Definicja:

Niech (R, 4+, ) bedzie dowolnym pierscieniem.

1. Element x € R taki, ze
Jy € R\ {0}(x-y =0)

nazywamy dzielnikiem zera. Zbiér wszystkich dzielnikédw zera
oznaczamy D(R).

2. Element x € R taki, ktéry nie jest dzielnikiem zera, nazywamy
elementem regularnym.



Przyktady:

1. Rozwazmy dowolny pierscien (R, 4+, ). Element 0 jest zawsze
dzielnikiem zera, nazywamy go niewtasciwym dzielnikiem
zera. Kazdy inny dzielnik nazywac bedziemy wtasciwym
dzielnikiem zera.

2. Rozwazmy pierscien Zg. Wowczas elementy 0, 2, 3,4 s3
dzielnikami zera, a elementy 1,5 s3 regularne.

3. Rozwazmy pierscien Z x 7. Wéwczas elementy (1,0) i (0,1)
s dzielnikami zera.



Twierdzenie:

Niech (R, 4+, ) bedzie dowolnym pierscieniem, niech x,y,z € R.
Woéwczas:

1. x-y=0=x€D(R)VyeD(R),

2. jesli x jest regularny, to
x-y=0=x=0;
3. jesli x jest regularny, to

X-y=X-Z=y=2



Przyktad:

4. Rozwazmy pierscien Zg. Wowczas 3-2 =3 -4, ale 2 # 4.



Definicja:

Pierscien bez wtasciwych dzielnikdw zera nazywamy pierscieniem
catkowitym (lub dziedzina catkowito$ci).



Przyktad:

5. Przyktadami pierscieni catkowitych s3 Z, Zs, czy ogdlnie Z,,
gdzie p jest liczbg pierwsza.



Uwaga i definicja:

Niech (R, 4+, ) bedzie dowolnym pierScieniem.
Wielomianem zmiennej x o wspofczynnikach w pierscieniu R
bedziemy nazywali wyrazenie o postaci

n
ag + aixX + ...+ apx ,

gdzie n € N oraz ag,...,an € R.
Dwa wielomiany uwazamy za réowne wtedy i tylko wtedy, gdy
roznig sie tylko o sktadniki postaci 0 - x', gdzie /i € N.



Bedziemy méwili, ze wielomian f = ag + ajx + ...+ apx" jest
stopnia n, gdy a, # 0.

Umowa ta nie okresla stopnia wielomianu 0, przyjmiemy wiec
dodatkowo, ze stopniem wielomianu 0 jest —oo.

Stopien wielomianu f bedziemy oznacza¢ przez deg(f).
Wielomiany stopnia 1 bedziemy nazywac¢ liniowymi, a wielomiany
stopnia 2 kwadratowymi.



Dla wielomianu f = ag + a;jx + ... + a,x" wspdtczynnik a,
nazywamy najstarszym (lub najwiekszym) wspdtczynnikiem.
Jezeli najstarszy wspdtczynnik rowny jest 1, to wielomian f
nazywamy unormowanym.



W zbiorze wszystkich wielomianow zmiennej x o wspotczynnikach
z pierscienia R definiujemy dodawania + i mnozenie -, kfadac dla
dowolnych wielomianéw f = ag + aijx + ...+ a,x" oraz
g=byo+ bix+ ...+ bpx™

(a0 + bo) + (a1 + b1)x + (an + bp)x"
+bp x4 bpx™, gdy m > n,

f+g = <(ao+ bg)+ (a1+ b1)x+ ...+ (an+ bn)x", gdy m=n,
(ao -+ bo) -+ (31 -+ bl)X + ...t (am -+ bm)Xm
Famprx™ 4+ apx”, gdy m < n,
f-g = c+cx+...+ Copmx"™,
gdzie

i
Ci = E aj_k by,
k=0

dlai e {0,...,n+ m}.



Ponadto wyrézniamy wielomian 0 jako element neutralny
dodawania oraz wielomian 1 jako element neutralny mnozenia.
Woédwczas zbiér wszystkich wielomiandédw zmiennej x o
wspodtczynnikach z pierscienia R z tak okreslonymi dziataniami i
wyrdznionymi elementami jest pierscieniem przemiennym z jedynka.
Pierscien ten bedziemy nazywali pierscieniem wielomianow
zmiennej x o wspotczynnikach z pierscienia R | bedziemy
oznaczali przez R[x].



Uwaga:

Przy liczeniu stopni wielomiandéw przyjmujemy nastepujaca umowe
notacyjna:

» Vn e N(n> —00),
> (~00) +(~00) = o0,

» Vn € N(—oo + n = —00).



Uwaga:

Niech (R, 4+, ) bedzie dowolnym pierscieniem, (R[x],+, -)
pierScieniem wielomianéw zmiennej x o wspdétczynnikach z
pierScienia R. Niech ponadto

f = ap+aix+...+apx" € R[x| oraz g = bg+b1x+...+bnpx™ € R[x].

Wodwczas:
1. deg(f + g) < max{deg(f),deg(g)}:
2. jesli
deg(f) # deg(g),
to

deg(f + g) = max{deg(f), deg(g)};
3. deg(fg) < deg(f) + deg(g);
4. jesli
f£0Ag #0A (a, jest regularny V by, jest regularny),

to
deg(fg) = deg(f) + deg(g);



5. jesli
f 20N g # 0A R jest pierscieniem catkowitym,

to
deg(fg) = deg(f) + deg(g).



Dowad:

1. Niech h=f+g=> 7", ckx®, przy czym ¢, = 0 dla prawie
wszystkich k € N.
Ustalmy k > max{n, m} = max{deg(f),deg(g)}.

Woédwczas:
ck =ax+ b, =0+0=0.

Wobec tego deg(f + g) < max{deg(f),deg(g)}.



2. Oczywiste.

3. Niech h=Ff-g=> 7", ckx, przy czym ¢, = 0 dla prawie
wszystkich k € N.
Ustalmy k > n+ m = deg(f) + deg(g).

Mamy
k
Ck — Z ak_,-b,-.
1=0

Jezelii € {0,...,m},tok—ie{n+1,... k}, wiec
dik—j — 0.

Podobnie, jezelii € {m+1,... k}, to bj = 0.
Zatem c, = 0, a wiec deg(fg) < deg(f) + deg(g).



4. Niechh=f-g=> 7, ckx, przy czym ¢, = 0 dla prawie
wszystkich k € N.
Mamy

Ch+tm — g an—l—m—ibi
=0

=  dn+m bO + dntm—1 bl + .. T anbm +

S~ N——
—0 —0
+  an-1 bm—l—l + ...+ ao bn—l—m
~—~— ~—~—
= apbm.

Poniewaz a, lub b, jest regularny, wiec ¢c,..m # O.
5. Wynika wprost z (4).



Whiosek:

Niech (R, +, ) bedzie dowolnym pierscieniem, (R[x], +, -)
pierScieniem wielomianéw zmiennej x o wspdtczynnikach z
pierScienia R.

Niech ponadto

f=ap+aix+...+ apx" € R[x].

Woéwczas:
1. jesli a, jest regularny w R, to f jest regularny w R[x];

2. kazdy wielomian unormowany jest elementem regularnym w
RIx];

3. jesli R jest catkowity, to R[x] jest catkowity.



Twierdzenie o dzieleniu wielomiandw z reszta:

Niech (R, 4+, ) bedzie dowolnym pierscieniem, (R[x],+, -)
pierScieniem wielomianéw zmiennej x o wspdtczynnikach z
pierScienia R.

Niech ponadto

f = aoptaix+...+anx" € R[x| oraz g = bo+bix+...+bmx™ € R[x].

Woéwczas istnieja liczba | € NU {0} oraz wielomiany q, r € R[x]
takie, ze
aL g =q-f+r

oraz deg(r) < deg(f).



Dowad:

Jezeli deg(g) = m < n = deg(f), to ktadziemy / =0, g =0,
r=g.

Jezelideg(g) = m=n=deg(f),tol/ =1, 9= by, r = ang — bmf.
Istotnie, zauwazmy ze wéwczas deg(r) < n = deg(f).



Jezeli deg(g) = m > n = deg(g), to dowdd prowadzimy metoda
indukcji wzgledem deg(g) = m.

Zatézmy, ze dla m; € {n+1,...,m—1} i dla wielomianéw postaci
g1 = b+ bix+ ...+ byx™ € R[x]
istnieja liczba 1 € NU {0} oraz wielomiany g1, 1 € R[x] takie, ze
al-gi=q-f+n

oraz deg(r;) < deg(f).



Potézmy
g1 = ang — bmx™"f.

Wodwczas
deg(gl) S {n—i_la"'am_l}v

zatem istnieja liczba ; € NU {0} oraz wielomiany g1, € R|x]
takie, ze

al . g1 =q1 -+ r oraz deg(r) < deg(f),
czyli
- (o — bux™ ) = a1 £+ yorsz deg(n) < deg()
lub réwnowaznie

alitlg — (ql + aﬁbmxm_”> - f + r oraz deg(r) < deg(f).

Tym samym kfadac /= hL +1, g=qg1 + aﬂ} bpyx™ Morazr=n
otrzymujemy teze.



Whiosek:

Niech (R, 4+, ) bedzie dowolnym pierscieniem, (R[x], +, -)
pierscieniem wielomiandédw zmiennej x o wspdfczynnikach z
pierScienia R.

Niech ponadto

f = ap+aix+...+apx" € R[x| oraz g = byp+b1x+...+bnx™ € R[x].

Wodwczas:

1. jesli a, = 1, to istnieja wielomiany q, r € R|[x] takie, ze
g=q-f+r

oraz deg(r) < deg(f);

2. jesli R jest ciatem, to istniejg wielomiany q, r € R[x] takie, ze
g=q-f+r

oraz deg(r) < deg(f).



Dowod:

1. Oczywiste.

2. Jezeli R jest ciatem, to istnieje element a;l € R, a wiec taki,
ze a;la, = 1.
Wobec tego istnieja wielomiany g1, 1 € R[x] takie, ze

g1 :ql-a;1f+r1

oraz deg(r1) < deg(a,1f) = deg(f).
Zatem ktadac g = gia; ! oraz r = r; otrzymujemy teze.



Twierdzenie o jednoznacznosci dzielenia z reszta:

Niech (R, 4+, ) bedzie dowolnym pierscieniem, (R[x], +, -)
pierScieniem wielomiandw zmiennej x o wspdfczynnikach z
pierscienia R.

Niech ponadto

f = ap+aix+...+apx" € R[x| oraz g = byp+b1x+...+bnpx™ € R[x].

Jesli a, jest regularny, to istnieje co najwyzej jedna para takich
wielomianéw g, r € R[x], ze

g=q-f+r

oraz deg(r) < deg(f).



Dowad:

Niech
g —4dq1- f—|_ rladeg(rl) < deg f? di,Nn < R[X]7

g =q2- f+ r27deg(r2) < deg fa qz, N € R[X]

Stad
0=(q1 — q)f +(n — ),

lub rownowaznie
rp —rn = (Ch — Q2)f-

Wobec tego:

deg(f) > max{deg(r),deg(r)} > deg(r» — )
= deg((q1 — g2)f) = deg(q1 — q2) + deg(f).

Tym samym deg(q1 — g2) = —00, a wiec g1 — g2 = 0, skad tez
N = n.



Whiosek:

Niech (R, +,-) bedzie dowolnym pierscieniem, (R[x],+, -)
pierScieniem wielomianéw zmiennej x o wspdétczynnikach z
pierScienia R. Niech ponadto

f = agt+aix+...+anx" € R[x| oraz g = bo+b1x+...+bmx™ € R[x].

1. Jezeli R jest catkowity, to istnieje co najwyzej jedna para
takich wielomianéw q, r € R|x]|, ze

g=q-f+r

oraz deg(r) < deg(f).

2. Jezeli a, = 1, to istnieje dokfadnie jedna para takich
wielomiandéw q, r € R[x], ze

g=q-f+r
oraz deg(r) < deg(f).



3. Jezeli R jest ciatem, to istnieje doktadnie jedna para takich
wielomiandéw q, r € R[x], ze

g=q-f+r

oraz deg(r) < deg(f).



Definicja:

Niech (R, 4+, ) bedzie dowolnym pierscieniem, (R[x],+, -)
pierScieniem wielomianéw zmiennej x o wspdtczynnikach z
pierScienia R. Niech ponadto

f = aptaix+...+anx" € R[x| oraz g = bo+bix+...+bmx™ € R[x].

Jezeli istnieje doktadnie jedna para takich wielomiandéw q, r € R|[x],
ze
g=q-f+r

oraz deg(r) < deg(f) to méwimy, ze w pierécieniu R[x] wykonalne
jest dzielenie z resztg wielomianu g przez f.

Wielomian g nazywamy wéwczas niepetnym ilorazem, a
wielomian r resztg z dzielenia.



Uwaga i definicja:

Niech (R, 4+, ) bedzie dowolnym pierscieniem.
Wielomianem zmiennych xi, ..., x, o wspotczynnikach z
pierscienia R bedziemy nazywali wyrazenie postaci

I ]
E Aiy...inX] - Xn's

i]_,...,ingm

gdzie m € N, wskazniki i1,...,i, € N przebiegajg wszystkie liczby
nie wieksze niz m oraz a;, ;. € R.

Dwa wielomiany uwazamy za rowne, gdy réznig sie jedynie o
skfadniki postaci 0- x{! ... x/n, gdzie i1,...,i, € N.



Bedziemy méwili, ze wielomian f = Zil,...,ingm a,-l_”,-nx{1 .. .x,f,” jest
stopnia r, gdy istnieje taki rézny od zera wspoétczynnik a;, ;i , ze
i1—|—...+in:ria,-j_”jn:OoiIej1+...—i—jn>r.

Umowa ta nie okresla stopnia wielomianu 0, przyjmujemy wiec
dodatkowo, ze stopniem wielomianu 0 jest —oo.

Stopien wielomianu f bedziemy oznaczaé przez deg(f).
Wielomiany stopnia 1 bedziemy nazywali liniowymi, a wielomiany
stopnia 2 kwadratowymi.



Wielomian postaci ax;* ...x;r, gdzie a€ Roraz i1,...,inh € N
nazywamy jednomianem.



W zbiorze wszystkich wielomianéw zmiennych xq,...,Xx, 0
wspdtczynnikach z piersScienia R definiujemy dodawanie + i
mnozenie -, ktadac dla dowolnych wielomiandw

_ Y| i _ |
f = Zil,...,ingm diy...inXq - -+ Xy OrAZ g = Zjl,...,j,,gr le--.JnX{ x

f+g= > Choo kXt - XET,
ki,....,kn<max{m,r}
gdzie
(aklmkn + by, .k, gAY K1, ..., knp < max{m, r},
Aky.. Ky gdy, dla pewnego wskaznika k;
Chy.. ky = 9 (ied{l,...,n}), ki > r,ale ki, ...
biy .. ks gdy, dla pewnego wskaznika k;
\ (ied{l,...,n}), ki > m,ale kq, ...
f- g = Z Ckl...k,,X{q .. .Xrl,(”,
ki,....kn<m+r
gdzie
Chky..ky = Z Aky—1y .okl DI 1

0<h<ki,....0<l,<kn

.xj”:

n



Ponadto wyrézniamy wielomian 0 jako element neutralny
dodawania oraz wielomian 1 jako element neutralny mnozenia.
Woédweczas zbiér wszystkich wielomianéw zmiennych x1,...,x, 0
wspodtczynnikach z pierscienia R z tak okreslonymi dziataniami i
wyrdznionymi elementami jest pierscieniem przemiennym z jedynka.
Pierscien ten bedziemy nazywali pierscieniem wielomianow
zmiennych xi,...,x, o wspotczynnikach z pierscienia R i
bedziemy oznaczali przez R[xi, ..., Xa].



Konstrukcja ciat
p"-elementowych



Definicja:

Niech (R, 4+, ) bedzie pierécieniem. Podzbiér | C R nazywamy
ideatem pierscienia R, co oznaczamy przez | < R, jezeli:

1. Va,be l(a—bel),
2. Vae IVre R(rael).



Przyktad:

1. Zbiér {n: 5|n} jest ideatem w pierscieniu Z.

2. Zbiér {f : x|f} jest ideatem w pierscieniu R[x].



Definicja:

Niech (R, 4+, ) bedzie pierécieniem, a A C R pewnym zbiorem.
Najmniejszy ideat pierscienia R zawierajacy zbiér A nazywamy
ideatem generowanym przez A i oznaczamy (A). Jedli | < R, to
kazdy zbiér A o tej wiasnosci, ze (A) = | nazywamy zbiorem
generatorow ideatu /. Jesli A = {a;1,...,a,}, to piszemy po prostu

(31, cee an) = (A)

Méwimy, ze ideat jest skonczenie generowany, gdy istniejg takie
elementy a1,...,a, € R, ze

| =(a1,...,an).
Méwimy, ze ideat jest gtdwny, gdy istnieje element a € R taki, ze

I = (a).

Moéwimy, ze pierscien R jest pierscieniem ideatow gtéwnych, gdy
kazdy jego ideat jest ideatem gtownym.



Twierdzenie o postaci elementow ideatu generowanego przez
zbior:

Niech (R, 4+, ) bedzie pierécieniem, a A C R pewnym zbiorem.
Wowczas:

(A)={na1+...+man:neN,n,....rp€ Raj,...,a, € A}



Dowad:

Oznaczmy:
Ai={nai+...+map,:neNn,....me R, a1,...,a, € A}

Pokazemy, ze A1 < R.

Istotnie, je$li nay + ...+ rpap, riay + ...+ rhal, € A, to
na+...+map+(—r)ay+...+(-rl)a, € Ax.
Ponadto dla r € R mamy

r(rnai+...4+ rmap) = rnai + ...+ rrma, € Ax.



Dalej, pokazemy, ze A; = (A).

Inkluzja (D) jest oczywista, pozostaje wykazaé (C).

Dowod prowadzimy przez indukcje wzgledem n.

Dla n = 1 niech a; € A.

Wowczas ria; nalezy do kazdego ideatu zawierajacego a, w

szczegblnosci do (A).



Dla n > 1 ustalmy ay,...,a, € A, r1,...,rn € R i zatozmy, ze
rnai—+ ...+ rhap € (A)

Ustalmy a,11 € Aoraz rpa1 € R.
Woédwczas

I’]_é)]_ _|_ .« e _|_ rnan_|_rn_|_]_ an_|_1 E (A).
\ _/ N y

E&) c(A)

\

c(A)



Przyktady:

3. W pierscieniu Z mamy na przykfad
(5) =4k-5:keZ}

oraz
(4,6)={k-4+1-6:k, | cZ}.

4. W pierscieniu R[x] mamy

(x) ={f-x:feR[x]}.



Twierdzenie:

Niech (F,+,-) bedzie ciatem. Woéwczas pierscien wielomianéw
(F[x],+, ) jest pierScieniem ideatéw gtéwnych.



Dowad:

Ustalmy ideat | <1 F[x].

Jesli | = {0}, to I = (0) jest ideatem gtéwnym.
Jesli | # {0}, to istnieje niezerowy element f € /.
W szczegolnosci zbior

H = {f €| :f jest mozliwie najnizszego stopnia oraz f # 0}

jest niepusty.
Ustalmy h € H.



Pokazemy, ze | = (h).

Inkluzja (D) jest oczywista, pozostaje wykazaé (C).
Ustalmy g € I.

Dzielac z resztg g przez h otrzymujemy

g=gqgh+rdlagqg,re F[x],0 <deg(r) < deg(h).

W szczegéblnosci r =g —qgh € I.

Skoro deg(r) < deg(h), wiec wobec wyboru wielomianu h
otrzymujemy, ze r = 0.

Zatem g = gh i tym samym g € (h).



Definicja:

Niech (R, 4+, ) bedzie pierScieniem, a | << R ideatem. Warstwa

elementu a € R wzgledem ideatu /| nazywamy zbiér
a+l={a+i:iel}.

Zbidr wszystkich warstw oznaczamy przez R/|.



Przyktady:

5. W pierscieniu Zg ideat gtowny generowany przez element
2 € Ze ma postac:

(2) = {0,2,4}.
Warstwy tego ideatu to:

0+(2) = {0+0,0+20+4}=(2),
1+(2) = {1,3,5} =W,

2+ (2) = {0,2,4} =(2),

3+(2) = {1,3,5}=W,

44+(2) = (2),

51+ (2) = W.

Zatem Z6/(2) = {(2), W}.



6. W pierscieniu Z ideat gtdwny generowany przez element 3 € Z
ma postac:

(3) = {0,3,6,9,...,-3,—6,-9,...}.

Warstwy tego ideatu to

0+(3) = (3)
1+3) = {1,4,7,10,...,-2,—5,-8,...} = W,
2+(3) = {2,5,8,11,...,—1,—4,—7,...} = W,
34(3) = (3).

Zatem 7Z./(3) = {(3), W1, W, }.

Zauwazmy ponadto, ze warstwa W sktada sie z tych liczb
catkowitych, ktére przy dzieleniu przez 3 daja reszte 1, a
warstwa W5 sktada sie z tych liczb catkowitych, ktore przy
dzieleniu przez 3 daja reszte 2.

Tym samym Z/(3) mozna utozsami¢ z Zs3.



7. Kluczowa konstrukcja tego wykfadu to przeniesienie pomystu
z przyktadu (6) na pierscien wielomianéw nad ciatem
skonczonym.

W pierScieniu Z;[x] ideat gtdwny generowany przez wielomian
x2 + x + 1 ma postaé

(xP+x+1) = {X°4x+1, C+x24x, P+ x+x2+x+1, ..., F(x*+

Przyktadowe warstwy tego ideatu to:

0+ (x*+x+1) = (x¥*+x+1),

1+ (x*+x+1) = W,

x+(x*+x+1) = W,
x+1+(x*+x+1) = Ws.



Pokazemy, ze dowolna inna warstwa tego ideatu bedzie réwna
(X2 + x + ].), Wl, W2 lub W3.

Istotnie, ustalmy warstwe f + (x% + x + 1) i niech
gef+(x*+x+1)

Wéwczas g = f + g(x? + x + 1).

Dzielac f z reszty przez x> + x + 1 otrzymujemy:

f = qi(x* +x+ 1)+ r oraz 0 < deg(r;) < deg(x* + x + 1) = 2.
Jedyne mozliwe wybory dla rq to:

0,1, x,x+1
a zatem jezeli, na przyktad, r = x 4+ 1, to wdwczas:

g = f—l—q(x2+x—|—1):ql(X2+X—|—1)—|—(X—|—1)—|—q(X2—|—X—|—1)
= (x+1)+ (g +q)(x* +x+1) € Ws.



Zatem Zo[x]/(x* +x+ 1) = {(x* +x + 1), Wy, W, W3} i zbiér
warstw Zs[x]/(x? + x + 1) mozna utozsamiaé z mozliwymi
resztami z dzielenia przez wielomian x° + x + 1.



Twierdzenie:
Niech (F,+,-) bedzie ciatem, niech p € F[x]| bedzie wielomianem
nierozktadalnym, to znaczy takim, ze jesli

p=f-g, dlaf,geF[x],

to deg(f = 0) lub deg(g) = 0. W zbiorze warstw F[x]|/(p)
definiujemy dodawanie

(f +(p)) +(g+(p) =(f +g)+(p)

oraz mnozenie

(f +(p)) - (g+(p) =(f-g)+(p)

Woéweczas (F[x]|/(p),+, ) jest ciatem.



Dowod:

Pokazemy, dla przyktadu, ze dowolny element = (p) jest
odwracalny.

Ustalmy f + (p) € F[x]/(p).

Poniewaz f + (p) # (p), wiec f ¢ (p) i tym samym p 1 f.
Ponadto p jest nierozktadalny, a wiec NWD(f, p) = 1.
Wobec algorytmu Euklidesa istniejg a, b € F[x] takie, ze

af + bp = 1.

Woéwczas af =1 — bp € 1+ (p), a wiec
(a+(p))-(f+(p)) =1+ (p).



Uwaga notacyjna:

Niech (F|[x]/(p),+, ) bedzie ciatem zdefiniowanym przez
wielomian nierozktadalny p € F[x]|, gdzie deg(p) = n+ 1.
Przyjmujemy oznaczenie:

andn_1...a130 = anX" + ap_1x" 1+ ...+ aix + ag + (p).



Przyktad:

8. Zgodnie z powyzsza notacja:
10 = x + (x* + x+ 1)

w ciele Zo[x]/(x? + x +1).



