PAwEr, GLADKI

Algebra

http://www.math.us.edu.pl/ = pgladki/



Konsultacje: Sroda, 14:00-15:00

Jezeli chcesz spotkac sie z prowadzacym podczas konsultacji,
postaraj sie powiadomic¢ go o tym przed lub po zajeciach, zadzwon
do jego pokoju, lub wyslij mu emaila.



Zasady zaliczania przedmiotu:

2 kolokwia, kazde warte 15 punktow, 2 sprawdziany, kazdy warty 6
punktow, aktywnos¢ na zajeciach, warta 3 punkty, zadania
domowe, warte 15 punktéw, egzamin, warty 40 punktow.

Do egzaminu przystepuja tylko te osoby, ktére uzyskaja zaliczenie z
¢wiczen. Warunkiem zaliczenia éwiczen jest zdobycie co najmnigj
30 punktéw. Warunkiem zdania egzaminu jest zdobycie co
najmniej 60 punktow.

Kazde kolokwium bedzie trwato 90 minut, kazdy sprawdzian 20
minut, a egzamin koncowy 180 minut.



Sprawdziany odbed3a sie na zajeciach w tygodniach:
» 14-20 marca
» 9-15 maja
Kolokwia odbedg sie na zajeciach w tygodniach:
» 11-17 kwietnia
» 6—12 czerwca
Egzamin odbedzie sie

» 21 czerwca.



Zadania domowe:

Do kazdego wyktadanego tematu zostat opracowany zestaw zadan,
ktéry nalezy rozwigzaé w Moodle:

http://el2.us.edu.pl/wmnfich/
— Inne matematyka
— Algebra dla WIiNoM (studia stacjonarne)

Dostepnych jest 5 zadan domowych, ktére bedzie nalezato
rozwigzaé w nastepujacych tygodniach:

» 29 luty — 6 marca

» 14-20 marca

» 25 kwietnia — 1 maja
» 9 — 15 maja

» 23— 29 maja



Kazdy zestaw skfada sie z 15 zadan, ktore zostang udostepnione w
kazdy poniedziatek, w ktéry odbywac sie beda zajecia i ktére musza
zostac rozwigzanie nie p6zniej niz do kolejnego poniedziatku.

Na kazdy zestaw zadan obowigzuje limit czasowy: kazdy student
bedzie miat 6 godzin od otwarcia testu do jego ukonczenia.
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| sumy proste podprzestrzeni.

Baza i wymiar. Struktura zbioru rozwigzan ukfadu
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NWD, NWW
| algorytm Euklidesa



Twierdzenie o dzieleniu z resztg

Niech a,b € Z, b # 0. Woéwczas istnieje doktadnie jedna para liczb
catkowitych q, r € Z taka, ze

a=qb+roraz0<r<|b|



Dowad:

Pokazemy najpierw istnienie stosownej pary.
Zatézmy, ze b > 0 i zdefiniujmy

q= [%] oraz r = a — bgq.

Wéwczas g < § < g+ 1.

Zatem bg < a < bg + b.
Stad0<r=a—bg < b= |b|.

W przypadku, gdy b < 0, definiujemy

a
q=—|—| orazr =a— bqg
[|b|]

| dalej rozumujemy analogicznie.



Pozostaje wykazaé jednoznacznos$¢ wyboru powyzszej pary.
Zatézmy, ze a = bqg1 + 1 = bga + 2, gdzie 0 < 1, < |b.
Woéwczas r» — 1 = b(q1 — q2).

Jesli n — rp # 0, to wéwcezas |b| < | — | < max{n, rn} < |b|.
Zatem rp — ;1 = 0 i w konsekwencji g1 — g» = 0. [



Definicja:

Niech a,b € Z, b # 0, niech g, r € Z beda jednoznacznie

wyznaczonymi liczbami catkowitymi takimi, ze
a=qgb+ri0<r<]|bl.

Liczbe g nazywamy niepetnym ilorazem z dzielenia a przez b, za$s
liczbe r resztg z dzielenia a przez b.



Przyktady:

1. Niech a =26, b = 11. Bez trudu sprawdzamy, ze wdwczas
qgq=2orazr =4.

2. Niech a=—-26, b=11. Wowczas g=—-3,ar=7; w
szczegblnosci nie mozemy powiedzieé, ze resztg z dzielenia
—26 przez 11 jest -4, gdyz wprawdzie —26 = —2 - 11 — 4, ale
—4 < 0.



Definicja:

Niech a, b € Z. Méwimy, ze b dzieli a (lub ze a jest podzielna
przez b), jesli dla pewnej liczby catkowitej g € Z zachodzi a = bg,
co oznaczamy b|a. W przeciwnym razie piszemy b { a. Liczbe ¢
nazywamy ilorazem z dzielenia a przez b.



Przyktady:

3. Jest jasne, ze 2|4, 3|18, —8|16 i 157|0.

4. Bezposrednio z definicji podzielnosci wynika tez, ze 0|a wtedy
I tylko wtedy, gdy a = 0. Widzimy wszakze, ze iloraz z
dzielenia O przez O nie jest jednoznacznie okreslony.



Twierdzenie:

Niech a, b, c € Z. Wobwczas:

1.

NS ok N

d

a
a
a
1
a
a

d,

b A blc = alc;
bAbla=a=bVa=—b;
0;

d,

b = a|bc;

bAalc= alb+c.



Dowodd:

Udowodnimy dla przyktadu czes¢ (3) twierdzenia.

Jezeli a =0, to a|b wtedy i tylko wtedy, gdy b =0, a wiec a = b.
Podobnie, gdy b =0, to a = b = 0, zatézmy wiec, ze a, b # 0.
Niech b = g1ai a = g»b, dla pewnych g1, g € Z.

W szczegélnosci g1, g» # 0.

Wowczas b = g1g-b.

Zatem gi1qo = 1.

Stad gt =g =1lubgi =¢q =—-1. I



Definicja:

Niech a1,...,ax € Z, k > 2.
Liczbe d € N taka, ze
1. d|al, RN d|ak,
2. elai,...,elax = eld,
nazywamy najwiekszym wspolnym dzielnikiem liczb a1,...,ax |
oznaczamy NWD(ay, ..., ax).
Liczbe m € N taka, ze

1. aj|m, ..., ax|m,
2. ai|n,...,axln = m|n,
nazywamy najmniejsza wspolng wielokrotnoscig liczb ay, ..., ax

i oznaczamy NWW (ay,...,ax).



Przyktad:

5. Sprawdzamy, ze NWD(24,36) = 12. Zauwazmy, ze, na
przyktad, 6|24 i 6|36, ale oczywiscie 6 # NWD(24,36).
Ponadto NWW/(24,26) = 72. Podobnie zauwazmy, ze 24|144
i 36|144, ale 144 £ NWW/(24, 36).



Twierdzenie:

Niech a, b € N. Wéwczas NWD(a, b) - NWW (a, b) = a - b.



Dowad:

ab
Rozwazmy W(ab)

Poniewaz a, b, NWD(a b) € N, widzimy, ze leab) > 0.

Ponadto /\/\/\/—(ab) c 7.

Niech NWD(a, b)g1 = a, dla pewnej liczby g1 € N.
b _ NWD(a,b)qib
Wéwezas wrdtsy = ~wwpas — dib a wiec b|/\/W—(ab)'

Analogicznie a| NWD’Za B
Wobec tego NWW (a, b)\NW bap) Y
NWW (a, b)NWD(a, b)|ab.




. ab
Rozwazmy W(ab)

Zauwaimy ze W(ab) € N.
Niech NWW/(a, b) = s1a, dla pewneJ liczby s; € N.

ab _ab _ b
Wodwczas NWW(EDE) — sa = sl.
ab
Wobec tegO W(a,b)’b

Analogicznie W(ab)p.
Wobec tego W(l))‘NWD(a’ b), czyli
ab|[NWW (a, b)NWD(a, b). U



Przyktad:

6. Odwotujac sie do poprzedniego przyktadu sprawdzamy, ze
NWD(24,36)NWW (24,36) = 12 - 72 = 864 = 24 - 36.



Twierdzenie (algorytm Euklidesa):

Niech a, b € Z i niech

a = qib+n,dlald<n < \b|,q1,r16Z,
= Qo + m, da0< mn< r, g, € Z,
rn = q3mn+ I3, da0< < r, g3, r3 € Z,
fn2 = gntan—1+rn, dla0<r, <ry1,qn,m €Z,
rh—1 = dnp+15n, dla dn+1 € Z.

Woéwczas r, = NWD(a, b).



Dowod:

Algorytm zawsze sie zatrzymuje, bo jest tylko skonczenie wiele
liczb naturalnych w przedziale [0, |b|].

Niech d = NWD(a, b).
Sprawdzamy, ze kolejno

rn|rn—1a rn’rn—Za sy rn|r17 rn|b7 r,,]a,

a wiec w szczegdlnosci r,|d.
Podobnie, d|a i d|b, a wiec kolejno

d|r1,d\r2, .. .,d|r,,_1,d]rn.

Poniewaz zaréwno d jak i r, s3 liczbami dodatnimi, oraz
rébwnoczesnie d|r, i ry|d, wiec d = r,. [



Przyktad:

7. Zastosujemy algorytm Euklidesa, aby obliczy¢ NWD(66, 48).
Wykonujac kolejne kroki algorytmu otrzymujemy:

66 = 1-48+18
43 = 2-18+12
18 = 1-12+6
12 = 2-6,

a wiec NWD(66,48) = 6.



Przyktady:

9. Gtéwna zaleta w stosowaniu algorytmu Euklidesa w
poréwnaniu ze znanym ze szkoty $redniej "algorytmem”
polegajacym na wypisaniu wszystkich dzielnikow liczb, dla
ktorych chcemy znalez¢ najwiekszy wspolny dzielnik, polega
na tym, ze nie potrzebujemy rozktadaé liczb na czynniki
pierwsze.

W istocie, nie musimy nawet wiedzie¢, czy s3 to liczby
pierwsze, czy ztozone.



Jako przyktad rozwazmy tak zwane liczby Fermata.

W liscie do Frénicle de Bessy z 1640 roku Fermat wyrazit
przypuszczenie, ze wszystkie liczby postaci F, = 22" + 1 sa
pierwsze. Jest tak w istocie dla matych n:

Fo = 22 +1=3,
R = 22 +1=5,
Fo = 22 41=11,
F; = 22 11=0257

F, = 2% 11=65537,

ale juz Euler w 1733 roku udowodnit, ze liczba Fs5 jest ztozona |
pokazat, ze 641 jest jej dzielnikiem pierwszym:

Fs = 22" 11 = 429467297 = 641 - 6700417.

W 1909 roku Klein pokazat, ze F7 nie jest pierwsza, ale dopiero w
1970 roku Morrison i Brillhart znalezli jej dzielnik pierwszy.
Podobnie, Selfridge i Hurwitz udowodnili, ze Fi4 nie jest liczba

pierwsza, ale do dzi$ nie s3 znane zadne dzielniki pierwsze liczby
Fis.



Pierwsze dwa przykfady liczb Fermata, dla ktorych nie tylko nie
znamy dzielnikdw pierwszych, ale o ktérych nie wiemy nawet, czy
sg pierwsze, czy zlozone, to Foo i Fp4.

Stosujac algorytm Euklidesa mozemy jednak tatwo i szybko
sprawdzié, ze ich najwiekszym wspdlnym dzielnikiem jest 1.
Istotnie:

227" 11 = 2V 4+1=[2 +1) -1 +1=
= (2T 1) 22T 1P 4627 +1)2 42T 1)+ 1
= (2% +1)2 - 4027 +1)2+6(2% +1)—4](27" +1) +2
22% 11 = 22 1p4q
2 = 2.1,

a zatem NWD(F22, F24) = 1.



9. Dane wygenerowane przez algorytm Euklidesa pozwalaja
wyznaczy¢ liczby catkowite x i y takie, ze

66x + 48y = NWD(66,48).

Istotnie, zaczynajac od przedostatniego kroku i kolejno
podstawiajac otrzymujemy:
6 = 18—12
18— (48—-2-18)=3-18 —48
= 3(66 —48) —483=3-66—4-48,

awiecx=31y=—4



Uwaga:

Niech a, b, c € Z. Algorytm Euklidesa dostarcza metody
rozwigzywania rownan
ax+ by =c

w liczbach catkowitych.



Twierdzenie:

Niech a, b, c € Z. Réwnanie
ax+ by =c

ma rozwigzanie w liczbach catkowitych wtedy i tylko wtedy, gdy
d = NWD(a, b)|c.



Dowad:

(=) : Zatézmy, ze axp + byg = ¢, dla pewnych liczb xp, yo € Z.
Woéwczas, skoro d|a i d|b, wiec d|axg i d|byy, a zatem réwniez
d|axp + byg = c.



(<) : Zatézmy, ze d|c i niech g € Z bedzie taka liczba, ze dg = c.
Stosujac algorytm Euklidesa znajdujemy liczby catkowite x1,y1 € Z
takie, ze ax;y + by; = d.

Woéwczas agx; + bgy; = c. U



Przyktad:

10. Rozwigzemy rownanie 66x 4+ 48y = 18. Na podstawie
poprzedniego przyktadu wiemy juz, ze 66-3+48-(—3) =6, a
wiec 66 - 9 448 - (—12) = 18.



Twierdzenie:

Niech a, b,c € Z i niech d = NWD(a, b)|c. Niech xg, yo € Z beda
rozwigzaniami rownania ax + by = c. Wéwczas wszystkie
catkowite rozwigzania tego réwnania dane sg przez

L bt A ez
X=Xp+ —orazy =yyg— —, :
0 d Y =Y d



Dowod:

Sprawdzamy, ze

a x—|—E +b( —a—t)—a + byyg = ¢
0 d Y d = axp Vo = C.

Dalej, niech x,y € Z bedzie rozwigzaniem réwnania ax + by = c.
Wtedy ax + by = ¢ = axg + byy.

Stad a(x — Xo) = b(yo — y).

Jezeli a = a;d i b= bid, dla pewnych ai, by € Z, to wowczas tez
a1(x — x0) = b1(yo — y).

Poniewaz NWD(a1, b1) = 1, wiec bi|x — xp.

Niech x — xg = by t, dla pewnego t € Z.
SthX:XO—I—blt:X()—I—%.

Ponadto aibit = bi(yo — y), skad y = yo — & O



Przyktad:

11. Wszystkie rozwigzania réwnania
66x + 48y = 18
wyraza sie wzorami

Xx=9+8ty=-12—11t, tc 7.



Grupy, pierscienie
| ciafa



Definicja:

Niech A bedzie niepustym zbiorem.

Dziataniem wewnetrznym (lub, krétko, dziataniem) w zbiorze A
nazywamy funkcje x : A X A — A.

Niech ponadto B bedzie niepustym zbiorem.

Dziataniem zewnetrznym w zbiorze A nazywamy funkcje

x: BxA— A.



Uwaga:

To, ze w zbiorze A okre$lono dziatanie wewnetrzne * w
szczegblnosci oznacza, ze:

1. Vx,y € A[x(x, y) istnieje],
2. Vx,y € Alx(x,y) € A].
Zamiast x(x, y) bedziemy na ogdt pisaé x * y.



Podobnie, jesli B # (), to to, ze w zbiorze A okre$lono dziatanie
zewnetrzne ¢ w szczegdlnosci oznacza, ze:

1. Va € BVx € A[o(a, x) istnigje],
2. Va e BVx € A[o(a, x) € A].

Zamiast ¢(a, x) bedziemy na ogdt pisaé a ¢ x.



Na tym wykfadzie bedziemy zajmowac sie prawie wytacznie
dziataniami wewnetrznymi.



Przyktady:

1. Dodawanie liczb naturalnych jest dziataniem w zbiorze N.
2. Mnozenie liczb naturalnych jest dziataniem w zbiorze N.

3. Odejmowanie i dzielenie nie s3 dziataniami w zbiorze N:
3—5¢ Noraz1+2¢ N. Z drugiej strony, odejmowanie jest
dziataniem w Z, a dzielenie jest dziataniem w Q \ {0}.

4. Mnozenie wektoréw na ptaszczyznie przez skalary rzeczywiste
jest przyktadem dziatania zewnetrznego.



Definicja:
Niech A bedzie niepustym zbiorem, a *x i o dziataniami w A.
1. Méwimy, ze * jest tgczne, jezeli
Vx,y,z € Alxx (y xz) = (x * y) * z].
2. Mowimy, ze x jest przemienne, jezeli
Vx,y € Alxxy =y x x].
3. Méwimy, ze ¥ ma element neutralny e, jezeli
Vx € Alxxe = ex x = x].
4. Méwimy, ze y jest elementem odwrotnym do x, jezeli
X*xy =y*xx=e.
5. Mowimy, ze o jest rozdzielne wzgledem x, jezeli

Vx,y,z € Alxo(y*xz) =xoyx*xxoz|.



Przyktady:

5. Dodawanie i mnozenie liczb naturalnych s3 taczne |
przemienne. 0 jest elementem neutralnym dodawania, a 1 jest
elementem neutralnym mnozenia. Ponadto mnozenie jest
rozdzielne wzgledem dodawania. 1 nie ma elementu
odwrotnego wzgledem dodawania, a 2 nie ma elementu
odwrotnego wzgledem mnozenia.



6. Rozwazmy dodawanie i mnozenie liczb catkowitych. Kazda
liczba catkowita ma element odwrotny wzgledem dodawania,
ale 2 nie ma elementu odwrotnego wzgledem mnozenia.



7. Rozwazmy dodawanie i mnozenie liczb wymiernych. Kazda
liczba wymierna ma element odwrotny wzgledem dodawania i
kazda niezerowa liczba wymierna ma element odwrotny
wzgledem mnozenia.



Definicja:

1. Algebrg nazywamy system

(A, *%1,...,%n,B1,..., Bm,©1,...,9m), gdzie A jest niepustym
zbiorem, *1, ..., %, dziataniami wewnetrznymi w zbiorze A, a
S1, .-+, Om dziataniami zewnetrznymi w zbiorze A (wraz z

odpowiadajacymi im zbiorami By, ..., Bp).



2. Grupg nazywamy algebre (G, ), gdzie * jest faczne, ma
element neutralny i kazdy element w zbiorze G ma element
odwrotny. Jezeli ponadto * jest przemienne, to grupe (G, *)
nazywamy przemienng (lub abelowa).



3. Pierscieniem nazywamy algebre (R, +, ), gdzie (R, +) jest
grupa abelowa, a - jest faczne i rozdzielne wzgledem +. Jezeli
- jest przemienne, to (R, 4+, ) nazywamy pierscieniem
przemiennym. Jezeli - ma element neutralny 1, to (R, +, )
nazywamy pierscieniem z jedynkg. W tym wyktadzie
ograniczymy sie do pierscieni przemiennych z jedynka, ktére
bedziemy krétko nazywad pier$cieniami.



4. Ciatem nazywamy pierscien przemienny z jedynka (F,+,-), w
ktorym 0 # 1, przy czym 0 oznacza element neutralny 4, a 1
to element neutralny - i taki, ze kazdy # 0 element ma
element odwrotny wzgledem -.



Przyktady:

8. (Z,+), (Q,+), (R,+) sa przyktadami grup przemiennych.
(N, 4) nie jest grupa.
Podobnie (Q*, ), (R*, ), gdzie A* = A\ {0}, sa grupami
przemiennymi. (N* ) i (Z*,-) nie s3 grupami.



9. (Z,+,-), (Q,+,-), (R,+, ) sa przyktadami pierscieni.



10. (Q+,:), (R, +, ) sa przyktadami ciat.
(Z,+,-) nie jest ciatem.



Definicja:
Niech n € N i oznaczmy przez Z, = {0,1,...,n— 1}.
W zbiorze Z, definiujemy dodawanie modulo n:

X P, y = reszta z dzielenia x + y przez n
oraz mnozenie modulo n:

X ®py = reszta z dzielenia x - y przez n.



Przyktady:

11. Sprawdzamy, ze 2 @52 =4,2®54 =1, 2h5 3 =0,
3®5=2198D10902 =0.

12. Podobnie, 2 ®52=4,2®54=3,2®53=1,3®2=01
98 ®100 2 = 96.



Twierdzenie:

Niech n € N.

1. (Zn,®n) jest grupa przemienna.

2. (Z},®n) jest grupa przemienng, o ile n jest liczba pierwsza.
3. (Zn,Dn,®n) jest pierscieniem.
4

. (Zn,®n, ®p) jest ciatem, o ile n jest liczba pierwsza.



Dowad:

Sprawdzenie wszystkich aksjomatéw jest dos¢ czasochtonne, ale
proste.

Ograniczymy sie do pokazania, ze jesli n jest liczba pierwszg, to
kazdy element x € Z7 ma element odwrotny wzgledem &,,.



Ustalmy x € Z7.
Chcemy pokazaé, ze istnieje y € Z7 taki, ze x ®, y = 1, to znaczy

xy =1+ gn,

dla pewnej liczby catkowitej g € Z.
Jest to réwnowazne pokazaniu, ze réwnanie

xy —qgn=1

ma rozwigzanie w liczbach catkowitych.
Poniewaz n jest liczbg pierwsza, a zatem NWD(x, n) =1,
rownanie to istotnie ma rozwigzanie. [



W dowolnej grupie (G, *) wprowadzamy oznaczenie

n
||X,':X1>I<...>I<Xn.
=1

W szczegélnosci [[_; x = x". Tradycyjnie uzywamy w teorii grup
dwdch réwnolegtych terminologii: addytywnej i multyplikatywnej,
wedtug nastepujacego schematu:

Definicja Notacja addytywna | Notacja multyplikatywna
dziatanie +
dodawanie mnozenie
suma iloczyn
element neutralny 0 1
Zero jedynka
potega nx x"
wielokrotnosé potega
element odwrotny —X x~t
element przeciwny element odwrotny




Twierdzenie:

Niech (G, %) bedzie grupa. Wéwczas:

1. element neutralny e jest wyznaczony jednoznacznie;

+ .

[T xi * J’.’lej — Hjmzlnxj, dla x1,...,Xmin € G;
XMt — xMx" dla x € G;
(x™M)" =xM" dla x € G;
element odwrotny jest wyznaczony jednoznacznie;
(X" x.oxx}) T =x, ™ x ok xg ™, dla xq, ..., xk € G;
(x 1)1 =x, dla x € G;

(xtxyxx)"=x"1xy"xx, dlax,ycG;

© 0 N o kR N

jezeli xxy =x*xz,toy = z.



Dowad:

Udowodnimy dla przyktadu czesé¢ (1): jesli e i €' s3 dwoma
elementami neutralnymi, to wéwczas

e=exe =e'.[0



W dowolnym pierscieniu (R, +,-) wprowadzamy oznaczenia:

xy+z = (x-y)+z

n 0
g X; = X1+...+Xn,§ xj =0,
n 0
Hx,- = X1-...-Xn,HX,':1,
i=1 i=1

n n

_ n__
nx =— g X, x" = Hx.
i=1 i=1



Twierdzenie:

Niech (R, +, ) bedzie pierécieniem, niech x,y,z € R, n,m € N.
Woéwczas:

1. —(—x) = x;

2. =(x+y)=—x—y;

3. n(mx) = nmx;

4. nx + mx = (n+ m)x;

5. Ox = x0 =0;

6. (—1)x = —x;

7. (=x)y = =(xy) = x(—y);
8. (=x)(—y) =xy;

9. x(y — z) = xy — xz;

10. (x —y)z = xz — yz;

11. jezeli x + y = x + z, to wbwczas y = z;
12. x"x™M = x"+m.

13. (xM)™ = x"m,

14. (x+y)" = koo () X"y~



Dowad:

Udowodnimy dla przyktadu czes$¢ (5):
0x + 0x = (0 4+ 0)x = Ox

a zatem Ox = 0. [



