Ciagi doktadne.



Definicja
Niech R bedzie pierscieniem. Cigg lewych R-modutéw 4
homomorfizmow:

gi—1 9i
> i—l—’Mi_’ i+1 ™ ..

nazywamy ciggiem dokladnym w czlonie M;, jeslh
im g;_1 = ker g;. Cigg nazywamy ciggiem dokladnym, gdy
jest doktadny w kazdym czlonie.



Uwaga
Niech R bedzie pierscieniem, My, My, M3 lewymi R-modulami.
Wowczas:
1. 0 > M, ER Ms jest doktadny wtedy i tylko wtedy, gdy f jest
roznowarto$ciowy;

2. My L My — 0 jest doktadny wtedy i tylko wtedy, gdy g jest
surjektywny;

3. 0> M, ER My 2 Ms — 0 jest dokladny wtedy i tylko
wtedy, gdy f jest réinowartoSciowy, g jest surjektywny i
ker g = im f, przy czym ostatni warunek mozna zastqpic

warunkiem orzekajgcym, ze g indukuje izomorfizm
Mo / im f ~ Mj.



Uwaga
Niech R bedzie pierscieniem, M, N lewymi R-modutami.
Wowczas Hompg(M, N) jest grupg przemienng.



Twierdzenie:

Niech R bedzie pierscieniem.

1. Ciag lewych R-modutéw i homomorfizmdw
My Ly S My — 0

jest doktadny wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego lewego
R-modutu N ciag:

0 — Homp(Ms, N) %> Homp(Ma, N) L Homp(M;, N)

jest ciagiem doktadnym grup abelowych, gdzie
odwzorowania g : Hompg(Msz, N) — Hompg(Mz, N) i
f:Homgr(Ma, N) - Homp(M;, N) dane sa wzorami

G(¢) = pogoraz f(v) =o f.



2. Ciag lewych R-modutéw i homomorfizmow
/ g
0— N1 - N2 — N3

jest doktadny wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego lewego
R-modulu M ciag:

Homp(M, Ni) L Homp(M, No) L Homp(M, N3) — 0

Jest ciggiem dokladnym grup abelowych, gdzie
odwzorowania f : Hompr(M, N1) — Hompg(M, N2) i
g: Hompg(M, N2) - Homp(M, N3) dane sa wzorami

f(¢) = fo¢orazg(y) = go.



Dowdd:

1. (=): Jezeli ciag M; ER My % Mz — 0 jest dokladny, to g
jest surjektywny oraz im f = ker g.

Ustalmy lewy R-modult N.



Pokazemy, ze g jest roznowartosciowy.
Zalézmy, ze dla pewnych ¢1, ¢p2 € Homp(Ms, N) zachodzi
9(¢1) = g(¢2).
Wéwcezas

prog=¢a0g.
Poniewaz g jest surjektywny, a wiec jest epimorfizmem
kategoryjnym, wiec ¢1 = ¢o.



Pokazemy, ze img = ker f.

Dla dowodu inkluzji (<) ustalmy 1 € img.

Wéwezas ¢ = g(¢) = ¢ o g dla pewnego ¢ € Homp(Ms, N).
Wawezas F(1)(m1) = F(60 g)(m1) = 60 go f(m) = 6(0) = 0,

dla dowolnego my € M, zatem ) € ker f.



Dla dowodu inkluzji () ustalmy v € ker f.

Woéwcezas 1 : Ms — N jest takim homomorfizmem, ze

fW)=vof=0.

Zatem 1(mz) = 0 dla mg € im f, wiec im f < ker ).

Wobec tego istnieje doktadnie jeden homomorfizm

u: My/im f — N taki, ze ¢ = uo k, gdzie k : My — My /im f
jest homomorfizmem kanonicznym:



Podobnie, poniewaz g : My — M3 jest surjekcja oraz
ker g = im f, wiec jedyny homomorfizm

v: Msy/ker g = Ms/im f — Mjs taki, ze g = v o K jest
izomorfizmem:

W szczegblnosci v jest odwracalny, wiec K = v~! o g.

Stad Yy =uok =uov tog=guov!)eimg.



(«:) Jezeli

0 — Homp(Ms, N) % Homp(Ms, N) L Homp(My, N) jest
ciggiem dokladnym grup abelowych dla wszystkich N, to g jest
réznowartosciowy oraz img = ker f.



Pokazemy, ze g jest surjektywny.

Poniewaz g jest réznowartosciowy, wiec jesli

01,02 € Homp(Ms, N) sa takimi homomorfizmami, ze
p109=¢20g, to ¢1 = P2.

Zatem g jest epimorfizmem kategoryjnym, a wiec surjekcja.



Pokazemy, ze im f = kerg.

Dla dowodu inkluzji (<) wezmy w zalozeniu N = Ms.
Poniewaz img = ker f, wiec dla ¢ € Hompg(Ms, M3) zachodzi
f(G(#)) =0, czyli pogo f =0.

W szczegdlnosei idg ogo f = go f =0, wigc im f < ker g.



Dla dowodu inkluzji (D) wezmy w zalozeniu N = My /im f i
niech k : My — Ms/im f bedzie epimorfizmem kanonicznym.
Wowczas F(x)(ms) = (1 o f)(ma) = f(ms) +im f — im f, wiec
keker f =img.

Zatem dla pewnego ¢ € Homp(Ms, My /im f) zachodzi
k=¢og. Stad im f = kerk D g.



Twierdzenie:

Niech R bedzie pierscieniem.

1. Jezeli w diagramie przemiennym

My My M3 0
Vil g
Ny Ny N3 0

wiersze sg ciggami dokladnymi, to istnieje doktadnie jeden
homomorfizm w : M3 — N3 taki, ze diagram

f g

M,y My Ms 0
iu lv iw
f/ g/
Ny Ny N3 0

jest przemienny.



2. Jezeli w diagramie przemiennym

0 My~ a5 0
Vi I
0 Ny Ny Ny

wiersze sg ciggami dokladnymi, to istnieje doktadnie jeden
homomorfizm u : M; — Nj taki, ze diagram

0 My~ My 0 My
I g
0 N, Ny Ny

jest przemienny.



Dowdd.

1. Rozwazmy diagram

Mo
/ \,Of
77na77
M3 N3

Pokazemy, ze ker g < ker ¢’ o v.

Istotnie, ustalmy msg € ker g = im f.

Woéwcezas mo = f(my).

Zatem v(my) = v(f(m1)) = f'(u(mi)).

Stad ¢’ o v(mg) = ¢’ o f'(u(my)) = 0.

Wobec tego istnieje doktadnie jeden homomorfizm
w: M3 — N3 taki, ze wog =g ow.

2. analogicznie



Twierdzenie (lemat o pieciu modutach)
Niech R bedzie piericieniem, niech w diagramie przemiennym

0 My~ My 2 0y 0
f g
0 N Ny Ny 0

wiersze bedg ciggami doktadnymi. Wéwczas:
1. Jesli u i w sq réznowartosciowe, to v jest
roznowarto$ciowy.
2. Jesli u v w sq surjekcjami, to v jest surjekcjq.

3. Jesli u i w sqg izomorfizmami, to v jest izomorfizmem.



Dowdd.
1. Ustalmy mg € My i niech v(mg) = 0.

Woéwcezas

wo g(mz) = g’ ov(ma) = g'(0) = 0.
Poniewaz w jest réznowartosciowe, g(msg) = 0.
Poniewaz 0 — M; 1> My % My — 0 jest dokladny, wiec
ker g = im f, a zatem mgy = f(my) dla pewnego mq € Mj.

Stad
frou(mi) =vo f(mi) =v(ms) = 0.

Poniewaz 0 — Ni 25 Ny %5 N3 — 0 jest dokladny, wiec f/
jest réznowartosciowy, wiec u(mq) = 0.

Poniewaz u jest réoznowartosciowy, mq = 0.
Stad ma = f(m1) = f(0) = 0.
2. analogicznie.

3. wynika wprost z (1) i (2).



Definicja

Niech R bedzie piericieniem, niech M, N bedg lewyms
R-modutami, niech ¢ : M — N bedzie homomorfizmem
moduléw. Modul N /im ¢ nazywamy kojadrem homomorfizmu
¢ 1 oznaczamy coker ¢.



Twierdzenie (lemat o wezu)
Niech R bedzie piericieniem, niech w diagramie przemiennym

My — My My 0
f g
0 N, N, N

wiersze bedq ciggami dokladnymi. Wowczas cigg

" 1" ! !
d
0 — keru AR kerv 2 ker w % coker u EiR coker v <> coker w — 0

jest dokladny, gdzie f" = flieru, 9" = glkerv 0r02
f'(n1 +imu) = f'(n1) +imwv, ¢’(ne +imv) = ¢'(n2) + imw, a d
jest pewnym “homomorfizmem tgczgcym”.



Wyjasnienie nazwy “lemat o wezu” pochodzi od nastepujacego
diagramu:

" "

ker 4w ——— kerv g ker w >
4 f
M, My —2 My 0
u v w
d / ’
0 N—L N, N,

Vi g
~— coker u —— coker v —— coker w



Dowdd:

Ograniczymy sie do zbudowania i sprawdzenia poprawnosci
okreélenia homomorfizmu taczacego, zweryfikowanie, iz f”, g”, f'
i ¢’ sa dobrze zdefiniowanymi odwzorowaniami, jak réwniez
pokazanie, ze stosowny ciag jest doktadny pozostawiamy
Czytelnikowi jako nietrudnie, acz do$¢ techniczne ¢wiczenie.



Poniewaz 0 — M; EN My %> M3 — 0 jest dokladny, wicc g jest
surjekcja.
Tym samym dla ustalonego mg € ker w, istnieje mo € My takie,
ze mg = g(ma).
Poniewaz w o g = ¢’ o v, wiec ¢’ ov(mg) = wo g(msg) =0, a
zatem v(mgz) € ker ¢’ = im f’.
Wobec tego v(ms) = f'(n1), dla pewnego nq € Ny.
Zdefiniujmy odwzorowanie d : ker w — cokeru = Ni/imu
wzorem

d(ms) = n3 + imu.



Pokazemy, ze d jest dobrze okreslone.

Zalézmy bowiem, ze msz = g(mg) = g(mj}) dla pewnych
ma, mh € Mo.

Woéwezas ma — mly € ker g = im f, a wiec ma — mb = f(mq) dla
pewnego my € M.

Stad, jesli v(ma) = f'(n1) i v(mb) = f'(n}), to
flna)=f'(nh) = v(ma)—v(my) = v(ma—mj) = v(f(m1) = f'(u(m1)).

Skoro f’ jest réznowartosciowe, to n; — nj = u(my), a wiec
ni +imu =nj +imu. o



Definicja

Niech R bedzie pierscieniem, S klasq lewych R-modutéw, G
grupg abelowqg. Funkcje A : S — G nazywamy addytywna, gdy
dla kazdego ciggu dokladnego 0 — M, ER My % My — 0,

My, My, M3 € S zachodzi

A(My) — M Ma) + A(M3) =0



Przyktad:

1. Niech F bedzie ciatem, S klasa skonczeniewymiarowych
przestrzeni liniowych nad cialem F. Wéwczas funkcja
A : S — Z dana wzorem

A(V) = dimV

jest funkcja addytywna.



Uwaga

Niech R bedzie piericieniem, niech
gi—1 i
o> M IS M S Mg —

bedzie ciggiem dokladnym, niech S bedzie klasqg lewych
R-modulow zawierajgcg wszystkie moduly M;, ker g; +im g;, dla
1 € Z, niech G bedzie grupg przemienng, a A : S — G funkcjg
addytywng. Wowczas



Dowdd.

. . gi—1 i . .
Podzielmy ciag ... — M; 1 —— M; KN i+1 — ... na ciagi:

0— kerg; 1 E>Mi &imgiao.

Woéwezas A(M;) = A(ker g;i—1) + A(im g;).

Sumujac znakozmiennie otrzymujemy O.



