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Konsultacje: Sroda, 14:00-15:00, p. 527, Bankowa 14

Jezeli chcesz spotkaé sie z prowadzacym podczas konsultacji,
postaraj sie powiadomi¢ go o tym przed lub po zajeciach,
zadzwon do jego pokoju, lub wyslij mu emaila.



Zasady zaliczania przedmiotu: Na kazdych ¢wiczeniach
zostanie zadana praca domowa, ktora bedzie nalezato rozwigzaé
na czysto na kartkach A4 i przygotowaé¢ do oddania na
nastepnych ¢wiczeniach, na ktérych prowadzacy wylosuje kilka
0s0b, ktérym szczegdlowo oceni zadanie. Kazdy student bedzie
mial w ciggu semestru sprawdzone 2 prace, na podstawie
ktérych zostanie mu wystawiona ocena.



Plan wykladu:

Wyktad 1

Wyktad 2

Wyklad 3
Wyklad 4

Wyktad 5
Wyktad 6
Wyktad 7

Pojecie modutu. Podmoduty, podmoduty
generowane przez zbior.

Homomorfizmy modutéw. Modut ilorazowy,
twierdzenie o homomorfizmie.

Ciagi doktadne.

Produkty grup. Produkty i koprodukty grup
abelowych. Produkty i koprodukty modutéw.

Rozszczepialne ciggi doktadne
Wolne grupy abelowe. Moduty wolne.
Moduty projektywne i injektywne.
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Pojecie modulu. Podmoduty.
Podmoduly generowane przez zbior.



Definicja
Niech R bedzie pierScieniem, M addytywng grupg przemienng.
M nazywamy lewym R-modulem, jezeli na M okreslone jest
dzialanie zewnetrzne z pierscieniem skalarow R - : R x M — M
takie, Ze

1. Ya € RVmy,mg € M[a(my + m2) = am; + ams],

2. Yai,az € RVm € M[(a1 + aa)m = aym + agm],

3. Yai,as € RVm € M[(a1a2)m = ai(aam)].
Jezeli R jest pierscieniem z jedynkq i spelniony jest dodatkowo
warunek

4. Vme M(1m =m),
to M nazywamy lewym unitarnym R-modutem.

W analogiczny sposob definiujemy prawy R-modul ¢ prawy
unitarny R-modul.



Uwaga
Niech R bedzie pierscieniem, M lewym unitarnym R-modulem.
Wowczas:

1. Yai,ay € RYm € M[(a; — az)m = aym — agm],

2. Yme M(0m = 0).
Jezeli R jest pierscieniem z jedynkq, a M lewym unitarnym
R-modutem, to

3. Vme M[(—1)m = —m].



Dowdd.
1. Ustalmy a1,a2 € R, me M.

Wéwezas (a1 — ag)m + agm = (a1 — ag + a2)m = aym.
2. Wynika z (1) dla a1 = a2 = 1.
3. Wynika z (1) dla a; =0, ag = 1.



Uwaga
Niech R bedzie pierScieniem, M addytywnag grupg przemienng.

Wowczas M jest lewym R-modutem wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje homomorfizm pierscient ¢ : R — EndM .



Dowdd.

(=): Zdefiniujmy odwzorowanie ¢ : R — EndM wzorem

é(a)(m) = am.

7 tatwoscig sprawdzamy, ze woéwczas ¢ jest homomorfizmem.

(<): Zdefiniujmy dzialanie - : R x M — M wzorem

a-m = (a)(m).

7 tatwoscig sprawdzamy, ze woéwczas M jest lewym
R-modutem.



Przyktady:

1. Niech F' bedzie ciatem, V przestrzenia wektorowa nad
ciatlem F.

Wéwcezas V' jest lewym unitarnym F-modulem.

2. Niech A bedzie addytywna grupa abelowa.
Wowcezas A jest lewym unitarnym Z-modutem.

3. Niech R bedzie pierscieniem, I idealem lewostronnym w R.
Wéwczas I jest lewym R-modutem.

4. Niech R bedzie pierscieniem.

Wowcezas R jest lewym R-modutem.



5. Niech V bedzie przestrzenia wektorowa nad cialem F', niech
7 € EndV, niech ¢ : F[z] — EndV bedzie dane wzorem

Wowczas V jest lewym unitarnym F'[z]-modulem.



Definicja
Niech R bedzie pierscieniem, M lewym R-modulem.

Podzbior N zbioru M nazywamy podmodutem modutu M,
gdy (N, - rxn) jest lewym R-modulem.

Oznaczamy N < M.



Przyktady:

6. Niech F' bedzie cialem, V przestrzenia wektorowa nad
cialem F', W podprzestrzenia przestrzeni V.

Wéwcezas W jest podmodutem V.

7. Niech A bedzie addytywna grupa abelowa, B podgrupa
grupy A.
Woéwcezas B jest podmodutem A.

8. Niech R bedzie pierscieniem, I idealem lewostronnym w R.

Wéwczas I jest podmodutem modutu R.



9.

10.

Niech V' bedzie przestrzenia wektorowa nad ciatlem F,
niech 7 € EndV.

Niech W bedzie podprzestrzenia 7-niezmienniczg
przestrzeni V.

Woéwczas W jest podmodutem F[z]-modutu V.

Niech R bedzie pierécieniem, M lewym R-modutem, [
ideatem lewostronnym R.

Wéwezas IM = {aymy + ...+ apymy :a; € I,m; e M} < M.



Twierdzenie
Niech R bedzie pierScieniem, M lewym R-modutem,
R = {N; : 1 € I} rodzing podmoduléw modulu M.

Woéwczas:
1. Nieg Ni jest podmodulem modulu M,

2. U;eg Ni gest podmodulem modulu M, o ile R jest
tancuchem.



Definicja

Niech R bedzie pierscieniem, M lewym R-modutem oraz A c G
pewnym zbiorem.

Nagmniejszy w sensie inkluzji podmodul modulu M zawierajgcy
zbior A (tj. przekrdj wszystkich podmoduléw modulu M
zawierajgcych A) nazywamy podmodulem generowanym
przez A i oznaczamy (A).



Kazdy zbior A o tej wlasnosci, ze (Ay = M nazywamy zbiorem
generatoréow modutu M.

Jesli A ={ay,...,an} to oznaczamy
lay, ... an) = {(A).

Moéwimy, Ze modul jest skonczenie generowany
(odpowiednio, cykliczny ), gdy istnieje skoriczony (odpowiednio,
jednoelementowy) zbior jego generatorow.



Twierdzenie (o postaci elementéw podmodutu
generowanego przez zbior)

Niech R bedzie piericieniem, M lewym R-modulem oraz A ¢ G
pewnym zbiorem.

Wowczas

(A) = {ra1+...+rpan +kibi + ...+ kb, ¢
n,meN,r; € R,a;,b; € A, k; € Z}.

Jezeli R jest pierscieniem z jedynkq, a M unitarnym
R-modutem, to wowczas:

(A) ={ria1 +...+rpap, :neN;r € R a; € A}.



Przyktady:

11.

12.

13.

14.

Niech F' bedzie cialem, V przestrzenia wektorowa nad
cialem F.

Kazda podprzestrzen jednowymiarowa jest podmodulem
cyklicznym.

Kazda podprzestrzen skonczeniewymiarowa jest
podmodutem skonczenie generowanym.

Niech A bedzie addytywna grupa abelowa.

Kazda podgrupa cykliczna jest podmodutem cyklicznym.
Niech R bedzie pierécieniem.

Kazdy ideal gléwny jest podmodutem cyklicznym.

Niech V' bedzie skonczeniewymiarows przestrzenia
wektorows nad ciatem F', niech 7 € EndV.

Wéwezas F|x]-modul V' jest skonczenie generowany.



Definicja
Niech R bedzie piericieniem, M lewym R-modulem,
Nl, N2 < M.

Podmodul (N1 U Na) nazywamy suma algebraiczng Ny i Ny i
oznaczamy N1 + Na.



Twierdzenie (o postaci elementéw sumy algebraicznej
podmodutéw)

Niech R bedzie piericieniem, M lewym R-modulem,
Nl, N2 < M.

Wowczas:

Ny + Ny = {n1+n2 tny ENl,nQENQ}.



Twierdzenie (Dedekinda)

Niech R bedzie pierscieniem, M lewym R-modutem,
K,L,N < M i niech K o L.

Wowczas
Kn(L+N)=L+KnN.



Dowéd.

(D): oczywiste.

(c): Ustalmy 2z € K n (L + N).

Poniewaz w szczegdlnosci x € L + N, wiec z = y + z dla
pewnych ye L, ze N.

Stad z = —ye K, skoroxe K orazye L c K.
Zatem z€ K n N itymsamym z€ L + K n N.



