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7. Wyk≥ad 7: Rachunek � z typami prostymi.

Przedmiotem niniejszego wyk≥adu bÍdzie rachunek � z typami prostymi, który jest rozszerzeniem
rachunku � z typami. Jako øe omówiony dotychczas rachunek � nie uøywa≥ typów, bÍdziemy go odtπd
nazywali beztypowym rachunkiem �.
W odróønieniu od beztypowego rachunku �, w którym podstawowe typy (takie jak zmienne bo-
ole’owskie czy liczby ca≥kowite) sπ symulowane za pomocπ �-abstrakcji, rachunek � z typami prostymi
zak≥ada ustalony zbiór typów z prostymi konstrukcjami. Na przyk≥ad, moøemy umówiÊ siÍ, øe do ra-
chunku w≥πczymy typ bool wraz ze sta≥ymi boole’owskimi true oraz false i dodatkowπ konstrukcjπ if e
then e1 else e2. Tym samym moøemy myúleÊ o rachunku � z typami prostymi nie tylko jak o ”go≥ym”
rachunku s≥uøπcym do badania si≥y wyrazu, ale jak o podzbiorze pewnego jÍzyka funkcyjnego. Przy tym
za≥oøeniu dowolne wyraøenie w rachunku � z typami prostymi moøe byÊ dos≥ownie przet≥umaczone na
jÍzyk funkcyjny taki jak SML.
Tak jak to mia≥o miejsce w przypadku beztypowego rachunku �, zaczniemy od sformu≥owania abs-
trakcyjnego syntaksu i semantyki operacyjnej dla rachunku � z typami prostymi. Róønica w semantyce
operacyjnej jest czysto nominalna, albowiem typy nie odgrywajπ roli w redukowaniu wyraøeÒ. G≥ówna
róønica powstaje przez wprowadzenie systemu typów, a zatem zbioru osπdów i regu≥ wnioskowania
s≥uøπcych przypisywaniu typów wyraøeniom. Typ przypisany danemu wyraøeniu okreúla rodzaj warto-
úci do której wyraøenie jest wartoúciowane. Na przyk≥ad wyraøenie typu bool moøe byÊ wartoúciowane
wy≥πcznie do true lub false, ale do niczego innego.
Uczπc siÍ rachunku � z typami prostymi g≥ówny nacisk po≥oøymy na bezpieczeÒstwo typów, czyli
g≥ównπ w≥asnoúÊ systemu typów polegajπcπ na tym, øe wyraøenie z prawid≥owym typem, zwane teø
wyraøeniem dobrze typowanym, nie moøe spowodowaÊ b≥Ídu podczas kompilacji. Jako øe wyraøeniom
przypisywane sπ typy podczas kompilowania, zaú bezpieczeÒstwo typów gwarantuje brak wystπpienia
b≥Ídów, nie musimy stosowaÊ metody prób i b≥Ídów celem zlokalizowania w programie krytycznych
b≥Ídów takich jak dodawanie adresów pamiÍci, odejmowanie liczb od ciπgów itp. Poniewaø to w≥aúnie
tego typu proste b≥Ídy sπ najczÍstszym powodem zastojów i opóünieÒ podczas programowania, widzimy
øe bezpieczeÒstwo typów ma sporπ przewagÍ nad jÍzykami programowania bez systemu typów lub teø
z systemami typów bez bezpieczeÒstwa. To w≥aúnie bezpieczeÒstwo typów jest odpowiedzialne za to, øe
programy napisane w jÍzykach funkcyjnych, które uda siÍ skompilowaÊ, na ogó≥ poprawnie dzia≥ajπ.

7.1. Abstrakcyjny syntaks. Abstrakcyjny syntaks rachunku � z typami prostymi jest dany jak nastÍ-
puje:

typ A ::= P |A ! A
typ podstawowy P ::= bool
wyraenie e ::= x|�x : A.e|e e

true|false|if e then e else e
warto v ::= �x : A.e|true|false

Typ jest albo typem podstawowym P albo typem funkcyjnym A ! A0. Typ podstawowy to typ,
dla którego konstrukcje podstawowa sπ dane jako czÍúÊ definicji. Tutaj uøywamy typu boole’owskiego
bool jako typu podstawowego z którym wiπøemy trzy konstrukcje podstawowe: sta≥e boole’owskie true
i false oraz konstrukcja warunkowa if e then e1 else e2. Typ funkcyjny A ! A0 opisuje funkcje, które
przyjmujπ argument typu A i zwracajπ wartoúÊ typu A0. BÍdziemy uøywaÊ metazmiennych A,B,C dla
oznaczania typów.
Rachunek � z typami prostymi nie blokuje moøliwoúci wykorzystania podstawowych typów. Innymi
s≥owy pe≥ni rolÍ szkieletu dla jÍzyków funkcyjnych, których system typów moøna rozszerzaÊ dodatkowymi
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typami podstawowymi. Na przyk≥ad powyøsza definicja wykorzystuje bool jako jedyny typ podstawowy,
ale powinno takøe byÊ jasne jak moøna jπ rozszerzyÊ o inne typy podstawowy (na przyk≥ad typ int ze
sta≥ymi bÍdπcymi liczbami ca≥kowitymi oraz z operacjami arytmetycznymi). Z drugiej strony rachunek
� z typami prostymi musi mieÊ przynajmniej jeden typ podstawowy. W przeciwnym razie zbiór typów
bazowych P by≥by pusty, co z kolei powodowa≥oby, øe zbiór typów A by≥by pusty – wówczas nigdy nie
bylibyúmy w stanie skonstruowaÊ wyraøenia z poprawnym typem.
Tak jak w przypadku beztypowego rachunku �, wyraøenia zawierajπ zmienne, �-abstrakcje i aplikacje.

�-abstrakcja �x : A.e bezpoúrednio specyfikuje teraz typA swego formalnego argumentu x. Jeøeli �x : A.e
zostaje zastosowane do wyraøenia o nowym typie A0 (to znaczy A0 6= A), aplikacja nie weryfikuje typu
i tym samym nie bÍdzie mia≥a przypisanego typu, jak juø wkrótce zobaczymy. Powiemy, øe zmienna x
jest zwiπzana z typem A w �-abstrakcji �x : A.e, albo øe �-abstrakcja �x : A.e wiπøe zmiennπ x do typu
A.

7.2. Semantyka operacyjna. SemantykÍ operacyjnπ dla rachunku � z typami prostymi moøemy roz-
winπÊ podobnie jak rozwijaliúmy semantykÍ dla beztypowego rachunku �: definiujemy odwzorowanie
FV (e) do obliczania zbioru zmiennych wolnych w e, unikajπce przechwyceÒ podstawianie [e0/x]e oraz
osπd redukcyjny e 7! e0 za pomocπ odpowiednich regu≥ redukcyjnych. Jako øe rachunek � z typami pro-
stymi nie róøni siÍ od beztypowego rachunku � inaczej niø systemem typów, jego semantyka operacyjna
jest w zasadzie taka sama jak dla rachunku beztypowego, o ile tylko zignorujemy typy w wyraøeniach.
Odwzorowanie FV (e) jest zdefiniowane nastÍpujπco:

FV (x) = {x}
FV (�x : A.e) = FV (e) \ {x}

FV (e1e2) = FV (e1) [ FV (e2)
FV (true) = ;
FV (false) = ;

FV (if e then e1 else e2) = FV (e) [ FV (e1) [ FV (e2)

Tak jak w przypadku beztypowego rachunku � powiemy, øe dane wyraøenie jest domkniÍte o ile nie
zawiera zmiennych wolnych.
Podstawianie unikajπce przechwytywania zmiennych [e0/x]e jest zdefiniowane nastÍpujπco:

[e0/x]x = e0

[e0/x]y = y jeúli x 6= y
[e0/x]�x : A.e = �x : A.e
[e0/x]�y : A.e = �y : A.[e0/x]e jeúli x 6= y, y /2 FV (e0)
[e0/x](e1e2) = [e0/x]e1[e0/x]e2
[e0/x]true = true
[e0/x]false = false

[e0/x]if e then e1 else e2 = if [e0/x]e then [e0/x]e1 else [e0/x]e2

Jeøeli w [e0/x]�y : A.e nastπpi przechwycenie zmiennej, zmieniamy nazwÍ zmiennej zwiπzanej y za
pomocπ relacji ↵-równowaønoúci ⌘

↵

. Pomijamy tu definicjÍ ⌘
↵

, jako øe nie róøni siÍ niczym od definicji
juø podanej.
Tak jak w przypadku beztypowego rachunku �, róøne strategie redukcyjne wymagajπ zastosowania
róønych regu≥ redukcyjnych dla osπdu redukcyjnego e 7! e0. Zdecydowaliúmy siÍ wybraÊ tu strategiÍ
wywo≥ania wed≥ug wartoúci, która wygodnie i przejrzyúcie rozszerza siÍ na rachunek � z typami prostymi
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poprzez efekty obliczeniowe takie jak mutowalne referncje, wyjπtki i kontynuacje (o których powiemy
za jakiú czas). Tym samym bÍdziemy uøywaÊ nastÍpujπcych regu≥ redukcyjnych:

if true then e1 else e2 7!e1
If

true

if false then e1 else e2 7!e2
If

false

e 7!e

0

if e then e1 else e2 7!if e

0
then e1 else e2

If

e1 7!e

0
1

e1e2 7!e

0
1e2
Lam e2 7!e

0
2

(�x:A.e)e2 7!(�x:A.e)e02
Arg (�x:A.e)v 7![v/x]eApp

Regu≥y Lam, Arg oraz App sπ dok≥adnie takie same jak w przypadku beztypowego rachunku � z tπ
róønicπ, øe stosujemy je do �-abstrakcji postaci �x : A.e. Regu≥y If, If

true

oraz If
false

specyfikujπ w jaki
sposób moøna redukowaÊ konstrukcjÍ warunkowπ if e then e1 else e2:

• redukujemy e do true albo false,
• jeøeli e redukuje siÍ do true, wybieramy w drzewku decyzyjnym ga≥πü then i dalej redukujemy e1,
• jeøeli e redukuje siÍ do false, wybieramy w drzewku decyzyjnym ga≥πü else i dalej redukujemy e2.

Tak jak wczeúniej, bÍdziemy pisaÊ 7!⇤ dla oznaczenia domkniÍcia przechodnio-zwrotnego relacji 7!.
Powiemy, øe e wartoúciuje siÍ do v jeøeli zachodzi e 7!⇤ v.

7.3. System typów. Celem tego fragmentu wyk≥adu jest zbudowanie systemu regu≥ wnioskowania s≥u-
øπcych przypisywaniu typów do wyraøeÒ w rachunku � z typami prostymi. BÍdziemy uøywaÊ osπdu
zwanego osπdem typujπcym, natomiast o regu≥ach wnioskowania s≥uøπcych do wydedukowania osπ-
du typujπcego bÍdziemy mówili jak o regu≥ach typowania. System, jaki w ten sposób stworzymy,
bÍdziemy nazywali systemem typów dla rachunku � z typami prostymi.
Aby zrozumieÊ, jakiej postaci powinien byÊ osπd typujπcy, rozwaømy prosty przyk≥ad funkcji iden-
tycznoúciowej id = �x : A.x. Intuicyjnie funkcja id powinna mieÊ typ funkcyjny A ! A poniewaø bierze
na wejúciu argument o typie A i zwraca to samo. W jaki sposób moøemy zatem okreúliÊ typ id? Jako øe
id jest �-abstrakcjπ o argumencie typu A, musimy okreúliÊ typ jej zawartoúci. Widzimy wszakøe, øe nie
moøna zrobiÊ tego w oderwaniu od typu argumentu: bez za≥oøeÒ o typie argumentu x nie sposób okreúliÊ
typu zawartoúci.
Powyøszy przyk≥ad pokazuje, øe nie da siÍ uniknπÊ uøycia za≥oøeÒ o typach zmiennych w osπdach
typujπcych. Tym samym bÍdziemy zmuszeni wprowadziÊ pojÍcie kontekstu typujπcego do oznaczenia
zbioru za≥oøeÒ o typach zmiennch; bÍdziemy uøywali spójnika typujπcego x : A do oznaczenia tego,
øe zak≥adamy iø zmienna x jest typu A:

kontekst typujπcy � ::= ·|�, x : A

• · oznacza pusty kontekst typujπcy i bÍdzie naszπ notacjπ na oznaczenie zbioru pustego ;;
• �, x : A rozszerza � o spójnik typujπcy x : A i bÍdzie naszπ notacjπ na oznaczenie � [ {x : A};
bÍdziemy stosowali skrót x : A do oznaczenia·, x : A dla jednoelementowego kontekstu typujπcego
{x : A};

• bÍdziemy uøywaÊ notacji dla kontekstów typujπcych doúÊ elastycznie piszπc, na przyk≥ad, �, x :
A,�0 dla oznaczenia � [ {x : A} [ �0.

Dla prostoty bÍdziemy zawsze zak≥adaÊ, øe zmienne w danym kontekúcie typujπcym sπ parami roz≥πczne.
Tym samym kontekst �, x : A nie jest zdefiniowany, jeúli � zawiera inny spójnik typujπcy postaci x : A0.
System typów bÍdzie wykorzystywa≥ nastÍpujπcπ postaÊ osπdów typujπcych:

� ` e : A , wyraøenie e jest typu A przy kontekúcie typujπcym �
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� ` e : A oznacza, øe jeúli zastosujemy kaødy ze spójników typujπcych x : A w � jako za≥oøenie.
to bÍdziemy w stanie pokazaÊ, øe wyraøenie e jest typu A. Prostym sposobem zrozumienia roli � jest
traktowanie jej jako zbioru spójników typujπcych dla zmiennych wolnych w e, jakkolwiek �moøe zawieraÊ
teø spójniki typujπce dla zmiennych, które nie wystÍpujπ w e. Na przyk≥ad, wyraøenie domkniÍte e typu
A wymaga osπdu typujπcego · ` e : A z pustym kontekstem typujπcym (poniewaø nie zawiera zmiennych
wolnych), podczas gdy wyraøenie e0 ze zmiennπ wolnπ x wymaga osπdu typujπcego � ` e0 : A0, gdzie �
zawiera przynajmniej jeden spójnik typujπcy x : B, dla pewnego typu B.
Po tych wstÍpnych wyjaúnieniach, moøemy teraz przedstawiÊ regu≥y typujπce dla rachunku � z typami
prostymi:

�`true:boolTrue �`false:boolFalse
�`e:bool �`e1:A �`e2:A
�`if e then e1 else e2:A

If

x:A2�
�`x:AVar

�,x:A`e:B
�`�x:A.e:A!B

! I �`e:A!B �`e0:A
�`ee0:B ! E

• Regu≥a Var powiada, øe spójnik typujπcy w kontekúcie typujπcym jest za≥oøeniem. Inaczej moøemy
zapisaÊ tÍ samπ regu≥Í nastÍpujπco:

�, x : A,�0 ` x : A
Var

• Regu≥a! I powiada, øe jeúli e jest typu B pod za≥oøeniem, øe x jest typu A, to wówczas �x : A.e
jest typu A ! B. Jeúli odczytamy regu≥Í! I od przes≥anki poczπwszy, a na wniosku skoÒczywszy
(czyli ”od góry do do≥u”), to ”wprowadzimy” typ funkcyjny A ! B z osπdu w przes≥ance, co
jest powodem dla którego regu≥Í nazywamy ”! Indukcjπ”. Zauwaømy, øe jeúli � zawiera juø
spójnik typujπcy dla zmiennej x (czyli x : A0 2 �), to zmieniamy nazwÍ x na nowπ za pomocπ ↵-
konwersji. Tym samym moøemy bez straty ogólnoúci za≥oøyÊ, øe w regule! I nigdy nie dochodzi
do konfliktów oznaczeÒ.

• Regu≥a ! E powiada, øe jeúli e jest typu A ! B oraz e0 jest typu A, to wówczas ee0 jest typu B.
Jeúli odczytamy tÍ regu≥Í ”od góry do do≥u”, to ”wyeliminujemy” typ funkcyjny A ! B celem
stworzenia wyraøenia o mniejszym typie B, co jest powodem dla którego regu≥Í tÍ nazywamy
”! Eliminacjπ”.

• Regu≥y True oraz False przypisujπ podstawowy typ bool sta≥ym boole’owskim true i false. Zauwaø-
my, øe kontekst typujπcy � nie jest tu uøywany, poniewaø w true i false nie wystÍpujπ zmienne
wolne.

• Regu≥a If powiada, øe jeúli e jest typu bool oraz zarówno e1 jak i e2 sπ tego samego typu A, to
wówczas if e then e1 else e2 jest typu A.

Drzewko dowodowe dla osπdu typujπcego bÍdziemy nazywaÊ dowodem typujπcym. Oto kilka przy-
k≥adów poprawnych dowodów typujπcych. Pierwszy przyk≥ad pozwala wywnioskowaÊ typ funkcji iden-
tycznoúciowej (gdzie nie uøywamy przes≥anki w regule Var):

Var�, x : A ` x : A
! I� ` �x : A.x : A ! A

Jako øe �x : A.x jest domkniÍta, moøemy uøyÊ pustego kontekstu typujπcego · dla �:
Var

x : A ` x : A ! I· ` �x : A.x : A ! A

W drugim z przyk≥adów skrócimy zapis �, x : bool,y1 : A, y2 : A do �0. Zauwaømy takøe, øe bool ! A !
A ! A jest równowaøne z bool ! (A ! (A ! A)), poniewaø ! jest prawostronnie ≥πczne:
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x : bool 2 �0
Var

�0 ` x : bool
y1 : A 2 �0

Var
�0 ` y1 : A

y2 : A 2 �0
Var

�0 ` y2 : A
If�, x : bool,y1 : A, y2 : A ` if x then y1 else y2 : A ! I�, x : bool,y1 : A ` �y2 : A.if x then y1 else y2 : A ! A

! I�, x : bool ` �y1 : A.�y2 : A.if x then y1 else y2 : A ! A ! A
! I� ` �x : bool.�y1 : A.�y2 : A.if x then y1 else y2 : A ! A ! A ! A

Trzeci przyk≥ad pozwala wywnioskowaÊ typ funkcji sk≥adajπcej dwie funkcje f i g, przy czym skrócimy
zapis �, f : A ! B, g : B ! C, x : A do �0:

g : B ! C 2 �0
Var

�0 ` g : B ! C

f : A ! B 2 �0
Var

�0 ` f : A ! B
x : A 2 �0

Var
�0 ` x : A

! E
�0 ` f x : B

! E
�, f : A ! B, g : B ! C, x : A ` g(f x) : C

! I
�, f : A ! B, g : B ! C ` �x : A.g(f x) : A ! C

! I
�, f : A ! B ` �g : B ! C.�x : A.g(f x) : (B ! C) ! (A ! C)

! I
� ` �f : A ! B.�g : B ! C.�x : A.g(f x) : (A ! B) ! (B ! C) ! (A ! C)

ZakoÒczymy ten fragment naszych rozwaøaÒ dowodami dwóch w≥asnoúci osπdów typujπcych: per-
mutacji oraz os≥abiania. W≥asnoúÊ permutacji powiada, øe kontekst typujπcy � jest zbiorem, nie zaú
ciπgiem, a wiÍc kolejnoúÊ nie ma w nim znaczenia i dwa konteksty typujπce sπ takie same z dok≥adnoúciπ
do permutacji. Na przyk≥ad �, x : A, y : B moøna identyfikowaÊ z �, y : B, x : A. Z kolei w≥asnoúÊ
os≥abiania orzeka, iø jeúli potrafimy udowodniÊ, øe wyraøenie e jest typu A przy za≥oøeniu kontekstu �,
to moøemy to samo udowodniÊ przy za≥oøeniu kontekstu �0 upraszczajπcego � o spójnik typujπcy x : A
(albowiem moøemy po prostu zignorowaÊ nowy spójnik typujπcy). W≥asnoúci te bÍdziemy teø nazywaÊ
w≥asnoúciami strukturalnymi osπdów typujπcych, jako øe opisujπ one przede wszystkim strukturÍ
osπdów typujπcych, nie zaú ich dowody typujπce.

Stwierdzenie 1 (w≥asnoúÊ permutacji). Jeúli � ` e : A oraz �0 jest permutacjπ �, to wówczas �0 ` e : A.

Dowód. Wystarczy zastosowaÊ indukcjÍ regu≥ wzglÍdem osπdu � ` e : A. ⇤
Stwierdzenie 2 (w≥asnoúÊ os≥abiania). Jeúli � ` e : C, to wówczas �, x : A ` e : A.

Dowód. Wystarczy zastosowaÊ indukcjÍ regu≥ wzglÍdem osπdu � ` e : C. Zajmiemy siÍ tu trzema
przypadkami, pozosta≥e dowodzi siÍ w podobny sposób.
Przypadek y:C2�

�`y:CVar gdzie e = y:
y : C 2 �, x : A wobec y : C 2 �
�, x : A ` y : C wobec regu≥y Var.

Przypadek �,y:C1`e0:C2

�`�y:C1.e
0:C1!C2

! I gdzie e = �y : C1.e
0 oraz C = C1 ! C2:

W tym przypadku � ` e : C dowodzimy z zastosowaniem regu≥y ! I. Innymi s≥owy, ostatnia regu≥a
wnioskowania uøyta w dowodzie � ` e : C to regu≥a ! I. Wówczas e musi byÊ postaci �y : C1.e

0 dla
pewnego typu C = C1 ! C2, w przeciwnym bowiem razie regu≥a! I nie moøe byÊ zastosowana. W tym
przypadku przes≥anka jest wyznaczona jednoznacznie jako �, y : C1 ` e0 : C2.
�, y : C1, x : A ` e0 : C2 wobec za≥oøenia indukcyjnego
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�, x : A, y : C1 ` e0 : C2 wobec w≥asnoúci permutacji
�, x : A ` �y : C1.e

0 : C1 ! C2 wobec regu≥y ! I.

Przypadek �`e1:B!C �`e2:B
�`e1 e2:C

! E gdzie e = e1 e2:
W tym przypadku � ` e : C dowodzimy z zastosowaniem regu≥y ! E. Wówczas e musi byÊ postaci

e1 e2 i dwie przes≥anki sπ jednoznacznie wyznaczone dla pewnego typu B, w przeciwnym bowiem razie
regu≥a ! E nie moøe byÊ zastosowana.
�, x : A ` e1 : B ! C wobec za≥oøenia indukcyjnego wzglÍdem � ` e1 : B ! C
�, x : A ` e2 : B wobec za≥oøenia indukcyjnego wzglÍdem � ` e2 : B
� ` e1 e2 : C wobec regu≥y ! E. ⇤
7.4. BezpieczeÒstwo typów. Celem okreúlenia w≥asnoúci wyraøeÒ zbudowaliúmy dwa systemy dla ra-
chunku � z typami prostymi: semantykÍ operacyjnπ i system typów. Semantyka operacyjna pozwala nam
na rozpoznawanie w≥asnoúci dynamicznych, a konkretnie wartoúci, zwiπzanych z wyraøeniami. Wartoúci
moøna rozpatrywaÊ jako w≥asnoúci dynamiczne w takim sensie, øe w ogólnoúci mogπ byÊ okreúlone tylko
w czasie wykonywania programu. Z tego powodu semantyka operacyjna czasami nazywana jest teø se-
mantykπ dynamicznπ. Z drugiej strony, system typów pozwala nam na badanie w≥asnoúci statycznych
wyraøeÒ, a wiÍc ich typów. Typy sπ w≥asnoúciami statycznymi w takim sensie, øe sπ okreúlane w czasie
kompilacji i pozostajπ ”statyczne” podczas wykonywania programu. Z tego wzglÍdu system typów bywa
teø nazywany semantykπ statycznπ.
System typów skonstruowaliúmy niezaleønie od semantyki operacyjnej. Wobec tego istnieje realne
zagroøenie, øe stworzona przez nas konstrukcja nie przestrzega zasad ustalonych przez semantykÍ ope-
racyjnπ. Na przyk≥ad moøemy wyobraziÊ sobie sytuacjÍ, w której dwa róøne typy zostanπ przypisane
dwóm wyraøeniom e oraz e0 takim, øe e 7! e0, co nie jest naturalne, albowiem nie spodziewamy siÍ,
aby w procesie redukcji ulega≥y zmianie typy. Podobnie, mog≥oby siÍ zdarzyÊ, øe poprawny typ zostanie
przypisany nonsensownemu wyraøeniu, co równieø wydaje siÍ nienaturalne, albowiem spodziewamy siÍ,
øe kaøde wyraøenie o popranym typie bÍdzie poprawnym programem. BezpieczeÒstwo typów, najbardziej
podstawowa w≥asnoúÊ systemu typów, ≥πczy system typów z semantykπ operacyjnπ w taki sposób, øeby
obydwa systemy funkcjonowa≥y harmonijnie. Nieformalnie moøemy powiedzieÊ, øe bezpieczeÒstwo typów
gwarantuje nam, øe dobrze typowane wyraøenia nie mogπ nie dzia≥aÊ.
Na bezpieczeÒstwo typów sk≥adajπ siÍ dwa twierdzenia: twierdzenie o postÍpie oraz twierdzenie
o zachowaniu. Twierdzenie o postÍpie mówi, øe dobrze typowane wyraøenie domkniÍte ”nie zacina siÍ”:
albo jest wartoúciπ, albo redukuje siÍ do innego wyraøenia:

Twierdzenie 7 (o postÍpie). Jeúli · ` e : A dla pewnego typu A, to albo e jest wartoúciπ, albo istnieje
e0 takie, øe e 7! e0.

Twierdzenie o zachowaniu mówi z kolei, øe gdy dobrze typowane wyraøenie redukuje siÍ, to wyraøenie
po redukcji jest równieø dobrze typowane i zachowuje typ:

Twierdzenie 8. Jeúli � ` e : A oraz e 7! e0, to wówczas � ` e0 : A.

Zauwaømy, øe twierdzenie o postÍpie zak≥ada pusty kontekst typujπcy (dlatego dotyczy domkniÍtych
dobrze typowanych wyraøen e), podczas gdy twierdzenie o zachowaniu nie zak≥ada. Takie podejúcie ma
sens jeúli rozwaøamy czy dany osπd redukcyjny e 7! e0 jest czÍúciπ wniosku, czy teø jest dany jako
za≥oøenie. W przypadku twierdzenia o postÍpie interesuje nas czy e redukuje siÍ do innego wyraøenia, czy
nie, o ile jest dobrze typowane. Tym samym uøywamy pustego kontekstu aby wykluczyÊ zmienne wolne w
e, które mog≥yby uniemoøliwiÊ redukcjÍ. Gdybyúmy dopuúcili dowolny kontekst typujπcy �, twierdzenie o
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postÍpie by≥oby fa≥szywe, co ilustruje prosty przyk≥ad wyraøenia e = x, które nie jest wartoúciπ i nie jest
redukowalne. W przypadku twierdzenia o zachowaniu zaczynamy od za≥oøenia e 7! e0. Teraz nie mamy
powodu aby nie pozwalaÊ zmiennym wolnym wystÍpowaÊ w e, poniewaø juø wiemy, øe zredukuje siÍ do
e0. Tym samym uøywamy metazmiennej � (biorπcej wartoúci z klasy wszystkich kontekstów) zamiast
pustego kontekstu.
Omawiane dwa twierdzenia razem gwarantujπ, øe dobrze typowane domkniÍte wyraøenie nigdy nie
zredukuje siÍ do wyraøenia, które ”zatnie siÍ”: albo bÍdzie wartoúciπ, albo zredukuje siÍ do innego
dobrze typowanego wyraøenia. Rozwaømy dobrze typowane wyraøenie e takie, øe · ` e : A dla pewnego
typu A. Jeúli e jest wartoúciπ, nie ma potrzeby go redukowaÊ. Jeúli nie, twierdzenie o postÍpie zapewnia,
øe istnieje wyraøenie e0 takie, øe e 7! e0, które równieø jest dobrze typowane i o tym samym typie A
wobec twierdzenia o zachowaniu.
Podamy teraz dowody twierdzeÒ z wykorzystaniem indukcji regu≥. Okazuje siÍ, øe próba bezpoúrednie-
go dowodu przez indukcjÍ regu≥ nie moøe siÍ powieúÊ i tym samym konieczne bÍdzie skorzystanie z dwóch
lematów. Lematy te – zwane lematem o formach kanonicznych oraz lematem o podstawianiu –
sπ na tyle waøne w teorii jÍzyków programowania, øe warto zapamiÍtaÊ ich nazwy.

7.4.1. Dowód twierdzenia o postÍpie. Dowód twierdzenia o postÍpie jest stosunkowo bezpoúredni: twier-
dzenie jest postaci ”jeúli zachodzi J , zachodzi teø P (J)” i wystarczy zastosowaÊ indukcjÍ regu≥ wzglÍdem
osπdu J , który jest osπdem typujπcym · ` e : A. Za≥óømy zatem, øe · ` e : A. Jeúli e jest wartoúciπ, try-
wialnie spe≥nione jest teø P (J), poniewaø osπd ”e jest wartoúciπ” jest prawdziwy. Za≥óømy wobec tego,
øe · ` e : A oraz øe e nie jest wartoúciπ. Naszym celem jest teraz przeanalizowanie struktury dowodu
· ` e : A, co sprowadza siÍ do trzech przypadków:

x : A 2 ·
· ` e : A

Var
· ` e1 : A ! B · ` e2 : A

· ` e1e2 : B
! E

· ` e
b

: bool · ` e1 : A · ` e2 : A

· ` if e
b

then e1 else e2 : A
If

Przypadek Var nie jest moøliwy, poniewaø x : A nie moøe byÊ elementem pustego kontekstu typujπcego.
Innymi s≥owy, przes≥anka x : A 2 · nigdy nie jest spe≥niona. Pozostajπ do przeanalizowania przypadki!
E oraz If. Przeanalizujmy szczegó≥owo przypadek! E. Wobec zasady indukcji regu≥, hipoteza indukcyjna
wzglÍdem pierwszej przes≥anki · ` e1 : A ! B oferuje dwie moøliwoúci:
(1) e1 jest wartoúciπ;
(2) e1 nie jest wartoúciπ i redukuje siÍ do nowego wyraøenia e01, to znaczy e1 7! e01.
Jeúli zachodzi drugi przypadek, to znaleüliúmy wyraøenie, do którego e1e2 siÍ redukuje, a mianowicie

e01e2:
e1 7! e01

e1e2 7! e01e2
Lam.

Co siÍ bÍdzie jednak dzia≥o w pierwszym przypadku? Poniewaø e1 jest typu A ! B, istnieje spora szansa,
øe jest �-abstrakcjπ, a wówczas hipoteza indukcyjna wzglÍdem drugiej przes≥anki · ` e2 : A daje dwie
nowe moøliwoúci, dla których moøemy wykorzystaÊ bπdü to Arg bπdü App celem udowodnienia w≥asnoúci
postÍpu. Niestety, nie dysponujemy formalnym dowodem tego, øe e1 jest �-abstrakcjπ; wiemy jedynie,
øe e1 jest typu A ! B przy za≥oøeniu pustego kontekstu typujπcego. Nasza intuicja podpowiada nam
wszelako, øe e1 musi byÊ �-abstrakcjπ z uwagi na swój typ. NastÍpujπcy lemat formalizuje naszπ intuicjÍ
wzglÍdem poprawnych – czy teø ”kanonicznych” – form dobrze typowanej wartoúci:

Lemat 4 (o formach kanonicznych). (1) Jeúli v jest wartoúciπ typu bool, to wówczas v jest true albo
false.

(2) Jeúli v jest wartoúciπ typu A ! B, to wówczas v jest �-abstrakcjπ �x : A.e
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Dowód. Dowód prowadzimy przez analizÍ v.
Jeúli v jest wartoúciπ typu bool, to wówczas jedyne regu≥y typowania przypisujπce typ boole’owski do
danej wartoúci to True i False. Tym samym v jest sta≥π boole’owskπ true lub false. Zauwaømy, øe regu≥y
Var, ! E oraz If mogπ przypisaÊ typ boole’owski, ale nigdy do wartoúci.
Jeúli v jest wartoúciπ typu A ! B, to wówczas jedynπ regu≥π typowania przypisujπcπ typ funkcyjny
do danej wartoúci jest ! I. Tym samym v musi byÊ �-abstrakcjπ postaci �x : A.e. ⇤
Moøemy teraz przystπpiÊ do dowodu twierdzenia o postÍpie.

Dowód. Dowód prowadzimy przez indukcjÍ wzglÍdem osπdu · ` e : A.
Jeúli e jest juø wartoúciπ, dowód jest zakoÒczony. Za≥óømy zatem, øe e nie jest wartoúciπ. Musimy
rozwaøyÊ trzy przypadki.
Przypadek x:A2·

·`e:AVar gdzie e = x:
niemoøliwe wobec x : A /2 ·

Przypadek ·`e1:B!A ·`e2:B
·`e1e2:A ! E gdzie e = e1e2:

e1 jest wartoúciπ lub instnieje e01 takie, øe e1 7! e01 wobec za≥oøenia indukcyjnego wzglÍdem
· ` e1 : B ! A
e2 jest wartoúciπ lub instnieje e02 takie, øe e2 7! e02 wobec za≥oøenia indukcyjnego wzglÍdem · ` e2 : B.

Podprzypadek e1 jest wartoúciπ i e2 jest wartoúciπ:
e1 = �x : B.e01 wobec Lematu 4
e2 = v2 poniewaø e2 jest wartoúciπ
e1e2 7! [v2/x]e01 wobec regu≥y App
Niech e0 = [v2/x]e01

Podprzypadek e1 jest wartoúciπ i istnieje e02 takie, øe e2 7! e02:
e1 = �x : B.e01 wobec Lematu 4
e1e2 7! (�x : B.e01)e

0
2 wobec regu≥y Arg

Niech e0 = (�x : B.e01)e
0
2

Podprzypadek istnieje e01 takie, øe e1 7! e01:
e1e2 7! e01e2 wobec regu≥y Lam
Niech e0 = e01e2

Przypadek ·`eb:bool ·`e1:A ·`e2:A
·`if eb then e1 else e2:A

If gdzie e = if e
b

then e1 else e2:
e
b

jest wartoúciπ lub istnieje e0
b

takie, øe e
b

7! e0
b

wobec za≥oøenia indukcyjnego wzglÍdem · ` e
b

: bool

Podprzypadek e
b

jest wartoúciπ:
e
b

jest true albo false wobec Lematu 4
if e

b

then e1 else e2 7! e1 albo if eb then e1 else e2 7! e2 wobec regu≥y If
true

albo If
false

Niech e0 = e1 albo e0 = e2
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Podprzypadek istnieje e0
b

takie, øe e
b

7! e0
b

:
if e

b

then e1 else e2 7! if e0
b

then e1 else e2 wobec regu≥y If
Niech e0 = if e0

b

then e1 else e2. ⇤
7.4.2. Dowód twierdzenia o zachowaniu. Dowód twierdzenia o zachowaniu nie jest tak bezpoúredni jak
dowód twierdzenia o postÍpie, poniewaø poprzednik implikacji ”Jeúli...” w twierdzeniu zawiera dwa
osπdy: � ` e : A oraz e 7! e0. Musimy zatem zadecydowaÊ do którego z osπdów � ` e : A oraz
e 7! e0 chcemy zastosowaÊ indukcjÍ regu≥. Okazuje siÍ, øe twierdzenie o zachowaniu jest jednym z tych
specjalnych przypadków, w których taki wybór nie ma znaczenia.
PrzypuúÊmy, øe zechcielibyúmy zastosowaÊ indukcjÍ regu≥ do osπdu e 7! e0. Jako øe mamy szeúÊ regu≥
redukcyjnych, musielibyúmy rozwaøyÊ co najmniej szeúÊ przypadków. G≥ówne pytanie, jakie siÍ nasuwa,
brzmi: które z nich rozwaøymy jako pierwsze?
Jako ”regu≥Í kciuka” moøemy przyjπÊ, øe gdy kiedykolwiek dowodzimy w≥asnoúci, o której spodziewa-
my siÍ, øe zachodzi, zaczynamy od rozwaøenia moøliwie najtrudniejszego przypadku. W naszej sytuacji
intuicyjnie najtrudniejszy jest przypadek, w którym e 7! e0 jest dowodzone za pomocπ regu≥y App,
jako øe podstawianie moøe tu zamieniÊ aplikacjÍ e w zupe≥nie innπ formÍ wyraøenia, na przyk≥ad w
konstrukcjÍ warunkowπ.
Rozwaømy zatem przypadek (�x : A.e)v 7! [v/x]e. Naszym celem jest uøycie za≥oøenia � ` (�x :

A.e)v : C do dowodu � ` [v/x]e : C. Osπd typujπcy � ` (�x : A.e)v : C musi mieÊ nastÍpujπce drzewko
dowodowe:

�, x : A ` e : C
! I� ` �x : A.e : A ! C � ` v : A ! E

� ` (�x : A.e)v : C
Wobec tego naszym nowym celem jest uøycie dwóch za≥oøeÒ �, x : A ` e : C oraz � ` v : A do dowodu
� ` [v/x]e : C. NastÍpujπcy lemat uogólnia ten problem:

Lemat 5 (o podstawianiu). Jeúli � ` e : A oraz �, x : A ` e0 : C, to wówczas � ` [e/x]e0 : C.

Lemat o podstawianiu jest podobny do twierdzenia o zachowaniu w tym sensie, øe poprzednik im-
plikacji ”Jeúli...” zawiera dwa osπdy. W tym przypadku musimy jednak bardzo ostroønie wybraÊ osπd
do zastosowania indukcji regu≥, albowiem z≥y wybór moøe doprowadziÊ do poraøki w próbie dowodu.
Kluczowa obserwacja jest taka, øe [e/x]e0 analizuje strukturÍ e0, a nie e. Innymi s≥owy, [e/x]e0 wyszu-
kuje kaøde wystπpienie zmiennej x w e0 tylko w celu zastπpienia jej przez e i w rezultacie nie wie nic o
strukturze e. Tym samym w≥aúciwym osπdem do zastosowania indukcji regu≥ jest �, x : A ` e0 : C.

Dowód. Dowód prowadzimy metodπ indukcji regu≥ ze wzglÍdu na �, x : A ` e0 : C. Przypomnijmy,
øe zak≥adamy, øe wszystkie zmienne w kontekúcie typujπcym sπ parami roz≥πczne. Pokaøemy tu cztery
przypadki. Pierwsze dwa dotyczπ sytuacji, gdzie e0 jest zmiennπ. Pozosta≥e sπ podobne do przypadku
dla regu≥y ! E.

Przypadek y:C2�,x:A
�,x:A`y:CVar gdzie e

0 = y oraz y : C 2 �:
Jest to przypadek, w którym e0 jest zmiennπ y innπ niø x. Poniewaø y 6= x, przes≥anka y : C 2 �, x : A
pociπga dodatkowy warunek y : C 2 �.
� ` y : C wobec y : C 2 �
[e/x]y = y wobec x 6= y
� ` [e/x]y : C
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Przypadek �,x:A`x:AVar gdzie e
0 = x oraz C = A:

Jest to przypadek, w którym e0 jest zmiennπ x.
� ` e : A wobec za≥oøenia
� ` [e/x]x : A [e/x]x = e

Przypadek �,x:A,y:C1`e00:C2

�,x:A`�y:C1.e
00:C1!C2

! I gdzie e0 = �y : C1.e
00 oraz C = C1 ! C2:

Tutaj moøemy bez straty ogólnoúci za≥oøyÊ, øe y jest nowπ zmiennπ takπ, øe y /2 FV (e) oraz y 6= x. Jeúli
y 2 FV (e) albo y = x, moøemy zawsze wybraÊ innπ zmiennπ po zastosowaniu ↵-konwersji do �y : C1.e

00.
�, y : C1 ` [e/x]e00 : C2 wobec za≥oøenia indukcyjnego
� ` �y : C1.[e/x]e00 : C1 ! C2 wobec regu≥y ! I
[e/x]�y : C1.e

00 = �y : C1.[e/x]e00 wobec y /2 FV (e) oraz x 6= y
� ` [e/x]�y : C1.e

00 : C1 ! C2

Przypadek �,x:A`e1:B!C �,x:A`e2:B
�,x:A`e1e2:C ! E gdzie e0 = e1e2:

� ` [e/x]e1 : B ! C wobec za≥oøenia indukcyjnego wzglÍdem �, x : A ` e1 : B ! C
� ` [e/x]e2 : B wobec za≥oøenia indukcyjnego wzglÍdem �, x : A ` e2 : B
� ` [e/x]e1[e/x]e2 : C wobec regu≥y ! E
� ` [e/x]e1e2 : C wobec [e/x]e1e2 = [e/x]e1[e/x]e2. ⇤
Moøemy teraz przejúÊ do dowodu twierdzenia o zachowaniu. Dowód bÍdzie przebiega≥ przez indukcjÍ
regu≥ wzglÍdem osπdu e 7! e0. Wykorzytuje fakt, øe istnieje tylko jedna regu≥a typujπca dla kaødej
postaci wyraøenia. Na przyk≥ad, jedyny sposób udowodnienia � ` e1e2 : A to zastosowanie regu≥y
! E. Tym samym o systemie typów mówimy, øe jest kierowany syntaktycznie w takim sensie, øe
syntaktyczna postaÊ wyraøenia e w osπdzie � ` e : A decyduje – czy teø kieruje – o regu≥ach, jakie
majπ zostaÊ zastosowane. Jako øe syntaktyczne kierowanie systemem typów decyduje o jednoznacznoúci
wyboru regu≥y typujπcej R do dowodu � ` e : A, o przes≥ankach regu≥y Rmoøemy za≥oøyÊ, øe sπ spe≥nione
o ile tylko zachodzi � ` e : A. Na przyk≥ad, � ` e1e2 : A moøe byÊ udowodnione tylko za pomocπ regu≥y
! E, skπd moøemy wnioskowaÊ, øe dwie przes≥anki � ` e1 : B ! A oraz � ` e2 : B zachodzπ dla pewnego
typu B. ObserwacjÍ tÍ bÍdziemy nazywaÊ w≥asnoúciπ odwracania, która odwraca regu≥Í typujπcπ w
taki sposób, øe jej wniosek uzasadnia prawdziwoúÊ przes≥anek. W≥asnoúÊ odwracania sformu≥ujemy jako
osobny lemat.

Lemat 6 (w≥asnoúÊ odwracania). Za≥óømy, øe � ` e : C.
(1) Jeúli e = x, to x : C 2 �.
(2) Jeúli e = �x : A.e0 to C = A ! B oraz �, x : A ` e0 : B dla pewnego typu B.
(3) Jeúli e = e1e2 to � ` e1 : A ! C oraz � ` e2 : A dla pewnego typu A.
(4) Jeúli e = true to C = bool.
(5) Jeúli e = false to C = bool.
(6) Jeúli e = if e

b

then e1 else e2 to � ` e
b

: bool oraz � ` e1 : C i � ` e2 : C.

Dowód. Formalnie dowód naleøy przeprowadziÊ przez indukcjÍ regu≥ wzglÍdem osπdu � ` e : C. Szcze-
gó≥y zostawiamy jako nietrudne Êwiczenie. ⇤
Przechodzimy do dowodu twierdzenia o zachowaniu.

Dowód. Dowód prowadzimy przez indukcjÍ regu≥ wzglÍdem osπdu e 7! e0.



67

Przypadek e1 7!e

0
1

e1e2 7!e

0
1e2

Lam:
� ` e1e2 : A wobec za≥oøenia
� ` e1 : B ! A oraz � ` e2 : B dla pewnego typu B wobec Lematu 6
� ` e01 : B ! A wobec za≥oøenia indukcyjnego wzglÍdem e1 7! e01 wraz z � ` e1 : B ! A

� ` e01e2 : A wobec �`e01:B!A �`e2:B
�`e01e2:A

! E

Przypadek e2 7!e

0
2

(�x:B.e

0
1)e2 7!(�x:B.e

0
1)e

0
2
Arg:

� ` (�x : B.e01)e2 : A wobec za≥oøenia
� ` �x : B.e01 : B ! A oraz � ` e2 : B wobec Lematu 6
� ` e02 : B wobec za≥oøenia indukcyjnego wzglÍdem e2 7! e02 wraz z � ` e2 : B

� ` (�x : B.e01)e
0
2 : A wobec �`�x:B.e

0
1:B!A �`e02:B

�`(�x:B.e

0
1)e

0
2:A

! E

Przypadek (�x:B.e

0
1)v 7![v/x]e01

App:
� ` (�x : B.e01)v : A wobec za≥oøenia
� ` �x : B.e01 : B ! A oraz � ` v : B wobec Lematu 6
�, x : B ` e01 : A wobec Lematu 6 wzglÍdem � ` �x : B.e01 : B ! A
� ` [v/x]e01 : A wobec Lematu 5 zastosowanego do � ` v : B oraz �, x : B ` e01 : A

Przypadek eb 7!e

0
b

if eb then e1 else e2 7!if e

0
b then e1 else e2

If :
� ` if e

b

then e1 else e2 : A wobec za≥oøenia
� ` e

b

: bool oraz � ` e1 : A i � ` e2 : A wobec Lematu 6
� ` e0

b

: bool wobec za≥oøenia indukcyjnego wzglÍdem e
b

7! e0
b

wraz z � ` e
b

: bool

� ` if e0
b

then e1 else e2 : A wobec �`e0b:bool �`e1:A �`e2:A
�`if e

0
b then e1 else e2:A

If

Przypadek
if true then e1 else e2 7!e1

If
true

:
� ` if true then e1 else e2 : A wobec za≥oøenia
� ` true : bool oraz � ` e1 : A i � ` e2 : A wobec Lematu 6
� ` e1 : A

Przypadek
if false then e1 else e2 7!e2

If
false

:
Podobnie jak przypadek If

true

. ⇤


