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7. WYKLAD 7: RACHUNEK A Z TYPAMI PROSTYMI.

Przedmiotem niniejszego wyktadu bedzie rachunek )\ z typami prostymi, ktory jest rozszerzeniem
rachunku A z typami. Jako ze omowiony dotychczas rachunek A nie uzywat typow, bedziemy go odtad
nazywali beztypowym rachunkiem .

W odréznieniu od beztypowego rachunku A, w ktérym podstawowe typy (takie jak zmienne bo-
ole’owskie czy liczby caltkowite) sa symulowane za pomoca A-abstrakcji, rachunek A\ z typami prostymi
zaktada ustalony zbior typéw z prostymi konstrukcjami. Na przyktad, mozemy umoéwic sie, ze do ra-
chunku wtaczymy typ bool wraz ze staltymi boole’owskimi true oraz false i dodatkowa konstrukcja if e
then e else e;. Tym samym mozemy mysle¢ o rachunku A z typami prostymi nie tylko jak o ”gotym”
rachunku stuzacym do badania sity wyrazu, ale jak o podzbiorze pewnego jezyka funkcyjnego. Przy tym
zatozeniu dowolne wyrazenie w rachunku A z typami prostymi moze by¢ dostownie przettumaczone na
jezyk funkcyjny taki jak SML.

Tak jak to miato miejsce w przypadku beztypowego rachunku A, zaczniemy od sformutowania abs-
trakcyjnego syntaksu i semantyki operacyjnej dla rachunku A z typami prostymi. Réznica w semantyce
operacyjnej jest czysto nominalna, albowiem typy nie odgrywaja roli w redukowaniu wyrazen. Gtéwna
roznica powstaje przez wprowadzenie systemu typow, a zatem zbioru osadéw i regut wnioskowania
stuzacych przypisywaniu typoéw wyrazeniom. Typ przypisany danemu wyrazeniu okresla rodzaj warto-
Sci do ktorej wyrazenie jest wartosciowane. Na przyktad wyrazenie typu bool moze by¢ wartosciowane
wytacznie do true lub false, ale do niczego innego.

Uczac sie rachunku A z typami prostymi gtéwny nacisk potozymy na bezpieczenstwo typow, czyli
gtowng wilasnos$é¢ systemu typoéw polegajaca na tym, ze wyrazenie z prawidlowym typem, zwane tez
wyrazeniem dobrze typowanym, nie moze spowodowac btedu podczas kompilacji. Jako ze wyrazeniom
przypisywane sa typy podczas kompilowania, zas bezpieczenstwo typéw gwarantuje brak wystgpienia
btedéw, nie musimy stosowa¢ metody prob i bltedéw celem zlokalizowania w programie krytycznych
btedéw takich jak dodawanie adresow pamieci, odejmowanie liczb od ciggow itp. Poniewaz to wtasnie
tego typu proste btedy sa najczestszym powodem zastojéw i opdznien podczas programowania, widzimy
ze bezpieczenstwo typow ma sporg przewage nad jezykami programowania bez systemu typow lub tez
z systemami typow bez bezpieczenstwa. To wtasnie bezpieczenstwo typow jest odpowiedzialne za to, ze
programy napisane w jezykach funkcyjnych, ktore uda sie skompilowaé, na ogdét poprawnie dziatajg.

7.1. Abstrakcyjny syntaks. Abstrakcyjny syntaks rachunku A z typami prostymi jest dany jak naste-
puje:

typ A o= P|A— A
typ podstawowy P = bool
wyraenie e = x|Az: Aele e

truelfalse|if e then e else e
warto von= Az : A.e|truelfalse

Typ jest albo typem podstawowym P albo typem funkcyjnym A — A’. Typ podstawowy to typ,
dla ktorego konstrukcje podstawowa sg dane jako cze$é definicji. Tutaj uzywamy typu boole’owskiego
bool jako typu podstawowego z ktorym wigzemy trzy konstrukcje podstawowe: state boole’owskie true
i false oraz konstrukcja warunkowa if e then e; else e;. Typ funkcyjny A — A’ opisuje funkcje, ktore
przyjmuja argument typu A i zwracaja warto$é¢ typu A’. Bedziemy uzywaé metazmiennych A, B, C' dla
oznaczania typow.

Rachunek A\ z typami prostymi nie blokuje mozliwosci wykorzystania podstawowych typéw. Innymi
stowy pelni role szkieletu dla jezykow funkcyjnych, ktorych system typow mozna rozszerzaé¢ dodatkowymi
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typami podstawowymi. Na przyktad powyzsza definicja wykorzystuje bool jako jedyny typ podstawowy,
ale powinno takze by¢ jasne jak mozna ja rozszerzy¢ o inne typy podstawowy (na przyktad typ int ze
staltymi bedacymi liczbami catkowitymi oraz z operacjami arytmetycznymi). Z drugiej strony rachunek
A z typami prostymi musi mie¢ przynajmniej jeden typ podstawowy. W przeciwnym razie zbiér typow
bazowych P bylby pusty, co z kolei powodowaltoby, ze zbiér typéw A bylby pusty — woéwczas nigdy nie
byliby$my w stanie skonstruowaé¢ wyrazenia z poprawnym typem.

Tak jak w przypadku beztypowego rachunku A, wyrazenia zawierajg zmienne, A-abstrakcje i aplikacje.
A-abstrakcja Az : A.e bezposrednio specyfikuje teraz typ A swego formalnego argumentu x. Jezeli Az : A.e
zostaje zastosowane do wyrazenia o nowym typie A’ (to znaczy A’ # A), aplikacja nie weryfikuje typu
i tym samym nie bedzie miata przypisanego typu, jak juz wkrotce zobaczymy. Powiemy, ze zmienna x
jest zwigzana z typem A w A-abstrakcji Ax : A.e, albo ze M-abstrakcja Ax : A.e wiaze zmienna x do typu
A.

7.2. Semantyka operacyjna. Semantyke operacyjng dla rachunku A z typami prostymi mozemy roz-

wingé¢ podobnie jak rozwijaliSmy semantyke dla beztypowego rachunku A: definiujemy odwzorowanie

FV(e) do obliczania zbioru zmiennych wolnych w e, unikajace przechwyceii podstawianie [¢//x]e oraz

osad redukcyjny e — €’ za pomocg odpowiednich regut redukcyjnych. Jako ze rachunek \ z typami pro-

stymi nie r6zni si¢ od beztypowego rachunku A inaczej niz systemem typow, jego semantyka operacyjna

jest w zasadzie taka sama jak dla rachunku beztypowego, o ile tylko zignorujemy typy w wyrazeniach.
Odwzorowanie F'V (e) jest zdefiniowane nastepujaco:

FV(z) = {z}
FV(Az: Ae) FV(e)\ {x}
FV(€162> == FV(@l) U FV(GQ)
FV(true) = 0
FV(false) = 0
FV (if e then ey else e3) = FV(e) U FV(e;) U FV(ey)

Tak jak w przypadku beztypowego rachunku A powiemy, ze dane wyrazenie jest domkniete o ile nie
zawiera zmiennych wolnych.
Podstawianie unikajace przechwytywania zmiennych [¢’/x]e jest zdefiniowane nastepujaco:

€/x]lz = €
[e'/z]ly = vy jesli @ # y
/x| x: Ae = Xx:Ae
[€/x]Ay: A.e = Ay: Ale/z]e jesli x £ y,y ¢ FV ()
[¢'/z](ere2) = [¢'/x]er]e'/x]es
¢/ /x|true = true
[¢//x]false = false
[¢//x]if e then e else ey = if [¢//x]e then [¢//x]e; else [¢//z]eq

Jezeli w [¢//x]\y : A.e nastapi przechwycenie zmiennej, zmieniamy nazwe zmiennej zwiazanej y za
pomocy relacji a-rownowaznoéci =,. Pomijamy tu definicje =, jako Ze nie r6zni sie niczym od definicji
juz podanej.

Tak jak w przypadku beztypowego rachunku A, rézne strategie redukcyjne wymagaja zastosowania
roznych regul redukcyjnych dla osadu redukcyjnego e — €'. ZdecydowaliSémy sie wybraé¢ tu strategie
wywolania wedtug wartosci, ktora wygodnie i przejrzyscie rozszerza sie na rachunek A z typami prostymi
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poprzez efekty obliczeniowe takie jak mutowalne referncje, wyjatki i kontynuacje (o ktérych powiemy
za jakis czas). Tym samym bedziemy uzywaé nastepujacych regut redukcyjnych:

e1—e] ea—rel
erez—>eles Lam (Az:A.e)ea—(Ax:A.e)el A’f’g (Az:A.e)v—[v/x]e App
erse’ ]f
if e then ey else exr—if € then e else eo
if true then ey else esr—eq [ftrue if false then e1 else ear—>es ]ffalse

Reguly Lam, Arg oraz App sa dokladnie takie same jak w przypadku beztypowego rachunku A\ z ta
roznica, ze stosujemy je do A-abstrakcji postaci Ax : A.e. Reguty If, If,,,. oraz Ifq. specyfikuja w jaki
spos6b mozna redukowaé konstrukcje warunkows if e then e else es:

e redukujemy e do true albo false,
e jezeli e redukuje si¢ do true, wybieramy w drzewku decyzyjnym gataZ then i dalej redukujemy ey,
e jezeli e redukuje sie do false, wybieramy w drzewku decyzyjnym gataz else i dalej redukujemy es.

Tak jak wczesniej, bedziemy pisa¢ —* dla oznaczenia domkniecia przechodnio-zwrotnego relacji +.
Powiemy, ze e wartosciuje sie do v jezeli zachodzi e —* v.

7.3. System typow. Celem tego fragmentu wyktadu jest zbudowanie systemu regul wnioskowania stu-
zacych przypisywaniu typow do wyrazen w rachunku A\ z typami prostymi. Bedziemy uzywaé osadu
zwanego osgdem typujacym, natomiast o regutach wnioskowania stuzacych do wydedukowania osa-
du typujacego bedziemy moéwili jak o regutach typowania. System, jaki w ten sposéb stworzymy,
bedziemy nazywali systemem typow dla rachunku A z typami prostymi.

Aby zrozumieé, jakiej postaci powinien byé¢ osad typujacy, rozwazmy prosty przyktad funkcji iden-
tycznosciowej id = Az : A.x. Intuicyjnie funkcja id powinna mie¢ typ funkcyjny A — A poniewaz bierze
na wejsciu argument o typie A i zwraca to samo. W jaki sposob mozemy zatem okredli¢ typ id? Jako ze
id jest A-abstrakcja o argumencie typu A, musimy okresli¢ typ jej zawartosci. Widzimy wszakze, ze nie
mozna zrobi¢ tego w oderwaniu od typu argumentu: bez zatozen o typie argumentu x nie sposob okresli¢
typu zawartosci.

Powyzszy przyktad pokazuje, ze nie da sie uniknaé¢ uzycia zatozen o typach zmiennych w osadach
typujacych. Tym samym bedziemy zmuszeni wprowadzi¢ pojecie kontekstu typujacego do oznaczenia
zbioru zatozen o typach zmiennch; bedziemy uzywali spéjnika typujacego = : A do oznaczenia tego,
ze zaktadamy iz zmienna x jest typu A:

kontekst typujacy o=z A

e - oznacza pusty kontekst typujacy i bedzie nasza notacja na oznaczenie zbioru pustego 0;

o I',x : A rozszerza I' o spojnik typujacy x : A i bedzie nasza notacja na oznaczenie I' U {z : A};
bedziemy stosowali skrot x : A do oznaczenia-, x : A dla jednoelementowego kontekstu typujacego
{z: A};

e bedziemy uzywac notacji dla kontekstow typujacych dosé elastycznie piszac, na przyktad, I',z :
A, I" dla oznaczenia I' U {x : A} UT".

Dla prostoty bedziemy zawsze zaktadac, ze zmienne w danym kontekscie typujacym sa parami roztaczne.
Tym samym kontekst I', z : A nie jest zdefiniowany, jesli I' zawiera inny spojnik typujacy postaci x : A’.
System typow bedzie wykorzystywal nastepujaca posta¢ osadow typujacych:

I'Fe: A< wyrazenie e jest typu A przy kontekscie typujacym I’
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I' F e : A oznacza, ze jesli zastosujemy kazdy ze spojnikow typujacych = : A w I' jako zalozenie.
to bedziemy w stanie pokazac¢, ze wyrazenie e jest typu A. Prostym sposobem zrozumienia roli I' jest
traktowanie jej jako zbioru spojnikéw typujacych dla zmiennych wolnych w e, jakkolwiek I' moze zawiera¢
tez spojniki typujace dla zmiennych, ktore nie wystepuja w e. Na przyktad, wyrazenie domkniete e typu
A wymaga osadu typujacego - I e : A z pustym kontekstem typujacym (poniewaz nie zawiera zmiennych
wolnych), podczas gdy wyrazenie e’ ze zmienna wolng x wymaga osadu typujacego I' ¢’ : A’ gdzie I’
zawiera przynajmniej jeden spéjnik typujacy x : B, dla pewnego typu B.

Po tych wstepnych wyjasnieniach, mozemy teraz przedstawic¢ reguty typujace dla rachunku A z typami
prostymi:

z:Ael I',x:Ae:B T'te:A—B I'e: A
FI—:L‘:Avar I'FAz:A.e:A—B — | T'tee’:B — E
T'Fe:bool T'He1:A Thes: A
FFtrue:boolTrIJe T'Hfalse:bool False T'Hif e then e else ex:A If

e Reguta Var powiada, ze spojnik typujacy w kontekscie typujacym jest zatozeniem. Inaczej mozemy
zapisa¢ te sama regute nastepujaco:

V
e: Al'Fx: A ar

e Reguta — | powiada, ze jesli e jest typu B pod zalozeniem, ze x jest typu A, to woéwczas Az : A.e
jest typu A — B. Jesli odezytamy regute — | od przestanki poczawszy, a na wniosku skonczywszy
(czyli "od géry do dotu”), to "wprowadzimy” typ funkcyjny A — B z osadu w przestance, co
jest powodem dla ktorego regute nazywamy ”— Indukcja”. Zauwazmy, ze jesli I' zawiera juz
spéjnik typujacy dla zmiennej x (czyli  : A’ € I'), to zmieniamy nazwe x na nowa za pomoca -
konwersji. Tym samym mozemy bez straty ogélnosci zatozy¢, ze w regule — | nigdy nie dochodzi
do konfliktéw oznaczen.

e Reguta — E powiada, ze jesli e jest typu A — B oraz €’ jest typu A, to woéwczas ee’ jest typu B.
Jesli odezytamy te regute "od géry do dohu”, to ”wyeliminujemy” typ funkcyjny A — B celem
stworzenia wyrazenia o mniejszym typie B, co jest powodem dla ktérego regute te nazywamy
”— Eliminacja”.

e Reguty True oraz False przypisuja podstawowy typ bool staltym boole’owskim true i false. Zauwaz-
my, ze kontekst typujacy I' nie jest tu uzywany, poniewaz w true i false nie wystepuja zmienne
wolne.

e Regula If powiada, ze jesli e jest typu bool oraz zaréwno e; jak i e; sg tego samego typu A, to
wowcezas if e then e; else es jest typu A.

Drzewko dowodowe dla osadu typujacego bedziemy nazywaé¢ dowodem typujacym. Oto kilka przy-
ktadow poprawnych dowoddéw typujacych. Pierwszy przykitad pozwala wywnioskowaé typ funkcji iden-
tycznosciowej (gdzie nie uzywamy przestanki w regule Var):

Nx:AbFax: A Var |
TF x:Az:A—A
Jako ze A\x : A.x jest domknieta, mozemy uzy¢ pustego kontekstu typujacego - dla I':

r: Az A Var_)l
FAXrAx: A= A
W drugim z przyktadéw skrécimy zapis I', z : bool,y; : A, ys : A do IV. Zauwazmy takze, ze bool — A —
A — A jest réwnowazne z bool — (A — (A — A)), poniewaz — jest prawostronnie taczne:
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v bool €l |, y:Ael’ Var Yyt Ael”
['"F 2 : bool IMFy: A My A
[,z :booly; : A, ys : AFif x then y; else y5 : A
[ x:booly; : AF Ays : A.if x then y; else yo : A — A
[z :bool Ay : Ays - Alif z then yy else yp: A — A — A — |
' Ax :bool Ay; : A)Xys - Aiif xtheny elsey : A—A—A— A — |

Trzeci przyktad pozwala wywnioskowaé typ funkcji sktadajacej dwie funkcje f i g, przy czym skrocimy
zapisI', f: A— B,g: B—>C,z: AdoI":

Var
If

— |

f:A=Bel’ r:Ael’

g:BoCel” TFf:A>D A Tz A
I"tg:B—=C It fx:B
If:A—=B,g:B—=>Cz:Atg(fx):C

T, f:A>B,g:BoCFit:Ag(fz): A=C
If:A=-BFXN:B—-Clx:Ag(fz):(B—=C)—(A—=C0C)
'FAf:A—-BXl:B—-CMl:Ag(fz):(A—-B)—»(B—-C)—(A—-(C)

Zakonczymy ten fragment naszych rozwazan dowodami dwdéch wiasnosci osadéw typujacych: per-
mutacji oraz ostabiania. Wtasno$¢ permutacji powiada, ze kontekst typujacy I' jest zbiorem, nie zas
ciggiem, a wiec kolejno$¢ nie ma w nim znaczenia i dwa konteksty typujace sg takie same z doktadnoscia
do permutacji. Na przyktad I,z : A,y : B mozna identyfikowa¢ z ',y : B,z : A. Z kolei wlasnos¢
ostabiania orzeka, iz jesli potrafimy udowodnié, ze wyrazenie e jest typu A przy zalozeniu kontekstu I,
to mozemy to samo udowodnié¢ przy zalozeniu kontekstu I'" upraszczajacego I' o spéjnik typujacy = : A
(albowiem mozemy po prostu zignorowaé¢ nowy spéjnik typujacy). Wlasnosci te bedziemy tez nazywaé
wlasno$ciami strukturalnymi osadéw typujacych, jako ze opisuja one przede wszystkim strukture
osadéw typujacych, nie zas ich dowody typujace.

Var
—E

— E

— |

— |

Stwierdzenie 1 (wtasnosé permutacji). Jesli ' e : A oraz IV jest permutacjq I', to wéwczas IV e : A.
Dowaod. Wystarczy zastosowaé indukcje regut wzgledem osadu I' e : A. 0
Stwierdzenie 2 (wlasnos$¢ ostabiania). Jesli I' e : C, to wowczas I'yx : AFe: A.

Dowdd. Wystarczy zastosowaé indukcje regut wzgledem osadu I' F e : C. Zajmiemy sie tu trzema
przypadkami, pozostate dowodzi si¢ w podobny sposob.

Przypadek ‘llif; %Var gdzie e = y:
y:Cel,z: A wobec y : C' €T
e:AFy: C wobec reguty Var.
Przypadek ——#AeiCe | odzie e = My : C.¢/ oraz C' = Cy — Ch:

TFA\y:C1.e:C1—C2
W tym przypadku I' - e : C' dowodzimy z zastosowaniem reguty — |. Innymi stowy, ostatnia reguta

wnioskowania uzyta w dowodzie I' F e : C' to regula — 1. Wowcezas e musi byé postaci Ay : C1.¢’ dla
pewnego typu C' = C; — Cy, w przeciwnym bowiem razie reguta — | nie moze by¢ zastosowana. W tym
przypadku przestanka jest wyznaczona jednoznacznie jako I,y : Cy €' : Cs.

Dy:Crx:AkEée :Cy wobec zatozenia indukcyjnego
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De:Ay:CiEée:Cy wobec wlasnosci permutacji
Do : AF Xy :Cre : Cp — Cy wobec reguly — 1.

Przypadek erllifzc;jg”ﬂ — E gdzie e = e; ey:
W tym przypadku I' F e : C' dowodzimy z zastosowaniem reguty — E. Wéwczas e musi by¢ postaci
e eo i dwie przestanki sg jednoznacznie wyznaczone dla pewnego typu B, w przeciwnym bowiem razie

reguta — E nie moze by¢ zastosowana.

Nz:AkFe: B—>C wobec zalozenia indukcyjnego wzgledem I't-¢e; : B — C
ex:AFey: B wobec zaltozenia indukcyjnego wzgledem I' ey : B
I'ej ey: C wobec reguty — E. O

7.4. Bezpieczenstwo typow. Celem okreslenia wtasnosci wyrazen zbudowaliémy dwa systemy dla ra-
chunku A z typami prostymi: semantyke operacyjna i system typow. Semantyka operacyjna pozwala nam
na rozpoznawanie wlasnosci dynamicznych, a konkretnie wartosci, zwigzanych z wyrazeniami. Wartosci
mozna rozpatrywaé jako wtasnosci dynamiczne w takim sensie, ze w ogdlnosci moga by¢ okreslone tylko
w czasie wykonywania programu. Z tego powodu semantyka operacyjna czasami nazywana jest tez se-
mantyka dynamiczna. 7 drugiej strony, system typoéw pozwala nam na badanie wtasnosci statycznych
wyrazen, a wiec ich typow. Typy sa wlasno$ciami statycznymi w takim sensie, ze sg okreslane w czasie
kompilacji i pozostaja ”statyczne” podczas wykonywania programu. Z tego wzgledu system typéw bywa
tez nazywany semantyka statyczna.

System typow skonstruowaliSmy niezaleznie od semantyki operacyjnej. Wobec tego istnieje realne
zagrozenie, ze stworzona przez nas konstrukcja nie przestrzega zasad ustalonych przez semantyke ope-
racyjng. Na przyktad mozemy wyobrazi¢ sobie sytuacje, w ktorej dwa rozne typy zostang przypisane
dwém wyrazeniom e oraz € takim, ze e — €/, co nie jest naturalne, albowiem nie spodziewamy sie,
aby w procesie redukcji ulegaty zmianie typy. Podobnie, mogtoby sie zdarzy¢, ze poprawny typ zostanie
przypisany nonsensownemu wyrazeniu, co rowniez wydaje sie nienaturalne, albowiem spodziewamy sie,
ze kazde wyrazenie o popranym typie bedzie poprawnym programem. Bezpieczenstwo typow, najbardziej
podstawowa wlasnos¢ systemu typow, taczy system typow z semantyka operacyjna w taki sposéb, zeby
obydwa systemy funkcjonowaty harmonijnie. Nieformalnie mozemy powiedzie¢, ze bezpieczenstwo typow
gwarantuje nam, ze dobrze typowane wyrazenia nie moga nie dziatac.

Na bezpieczenstwo typow sktadaja sie dwa twierdzenia: twierdzenie o postepie oraz twierdzenie
o zachowaniu. Twierdzenie o postepie mowi, ze dobrze typowane wyrazenie domkniete "nie zacina si¢”:
albo jest wartoscia, albo redukuje sie do innego wyrazenia:

Twierdzenie 7 (o postepie). Jesli - e : A dla pewnego typu A, to albo e jest wartoScig, albo istnieje
e takie, ze e — €.

Twierdzenie o zachowaniu méwi z kolei, ze gdy dobrze typowane wyrazenie redukuje sie, to wyrazenie
po redukcji jest réwniez dobrze typowane i zachowuje typ:

Twierdzenie 8. JesliI'Fe: A oraz e €, to wowczas '€’ : A.

Zauwazmy, ze twierdzenie o postepie zaktada pusty kontekst typujacy (dlatego dotyczy domknietych
dobrze typowanych wyrazen e), podczas gdy twierdzenie o zachowaniu nie zaktada. Takie podejscie ma
sens jesli rozwazamy czy dany osad redukcyjny e +— €’ jest czeScig wniosku, czy tez jest dany jako
zatozenie. W przypadku twierdzenia o postepie interesuje nas czy e redukuje sie¢ do innego wyrazenia, czy
nie, o ile jest dobrze typowane. Tym samym uzywamy pustego kontekstu aby wykluczy¢ zmienne wolne w
e, ktore mogtyby uniemozliwié¢ redukcje. Gdybysmy dopuscili dowolny kontekst typujacy I', twierdzenie o
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postepie byloby falszywe, co ilustruje prosty przyktad wyrazenia e = x, ktére nie jest wartoscia i nie jest
redukowalne. W przypadku twierdzenia o zachowaniu zaczynamy od zalozenia e — ¢€’. Teraz nie mamy
powodu aby nie pozwala¢ zmiennym wolnym wystepowaé¢ w e, poniewaz juz wiemy, ze zredukuje sie do
¢/. Tym samym uzywamy metazmiennej I' (bioracej wartosci z klasy wszystkich kontekstow) zamiast
pustego kontekstu.

Omawiane dwa twierdzenia razem gwarantuja, ze dobrze typowane domkniete wyrazenie nigdy nie
zredukuje sie do wyrazenia, ktére ”zatnie sie”: albo bedzie wartoscig, albo zredukuje sie do innego
dobrze typowanego wyrazenia. Rozwazmy dobrze typowane wyrazenie e takie, ze - - e : A dla pewnego
typu A. Jesli e jest wartoscig, nie ma potrzeby go redukowac. Jedli nie, twierdzenie o postepie zapewnia,
ze istnieje wyrazenie €' takie, ze e +— €/, ktére rowniez jest dobrze typowane i o tym samym typie A
wobec twierdzenia o zachowaniu.

Podamy teraz dowody twierdzen z wykorzystaniem indukcji regut. Okazuje sie, ze proba bezposrednie-
go dowodu przez indukcje regut nie moze sie¢ powies¢ i tym samym konieczne bedzie skorzystanie z dwoch
lematow. Lematy te — zwane lematem o formach kanonicznych oraz lematem o podstawianiu —
sg na tyle wazne w teorii jezykOw programowania, ze warto zapamietac¢ ich nazwy.

7.4.1. Dowod twierdzenia o postepie. Dowod twierdzenia o postepie jest stosunkowo bezposredni: twier-
dzenie jest postaci “jesli zachodzi J, zachodzi tez P(J)” i wystarczy zastosowaé indukeje regut wzgledem
osadu J, ktory jest osadem typujgcym - F e : A. Zalézmy zatem, ze - = e : A. Jesli e jest wartoscia, try-
wialnie spetnione jest tez P(.J), poniewaz osad "e jest wartoscig” jest prawdziwy. Zat6zmy wobec tego,
ze - e : A oraz ze e nie jest warto$cig. Naszym celem jest teraz przeanalizowanie struktury dowodu
- e: A, co sprowadza sie do trzech przypadkow:
r:A€- ‘Feg:A—B-Fey: A “Fey:bool-Fe:A-Fep: A
——  Var —E -
‘Fe: A -Fee: B -Fif e thene; else ey : A
Przypadek Var nie jest mozliwy, poniewaz x : A nie moze by¢ elementem pustego kontekstu typujacego.
Innymi stowy, przestanka x : A € - nigdy nie jest spelniona. Pozostaja do przeanalizowania przypadki —
E oraz If. Przeanalizujmy szczegdtowo przypadek — E. Wobec zasady indukcji regut, hipoteza indukcyjna
wzgledem pierwszej przestanki - F e : A — B oferuje dwie mozliwosci:

If

(1) ey jest wartoscia;
(2) ey nie jest wartoscia i redukuje sie do nowego wyrazenia €}, to znaczy e; — €.
Jesli zachodzi drugi przypadek, to znalezlismy wyrazenie, do ktérego ejes sie redukuje, a mianowicie
eles:
%Lam.
€162 > €169
Co sie bedzie jednak dziato w pierwszym przypadku? Poniewaz e; jest typu A — B, istnieje spora szansa,
ze jest A-abstrakcja, a wowczas hipoteza indukcyjna wzgledem drugiej przestanki - - ey : A daje dwie
nowe mozliwosci, dla ktorych mozemy wykorzystaé¢ badz to Arg badz App celem udowodnienia wtasnosci
postepu. Niestety, nie dysponujemy formalnym dowodem tego, ze e; jest A-abstrakcja; wiemy jedynie,
ze ey jest typu A — B przy zatozeniu pustego kontekstu typujacego. Nasza intuicja podpowiada nam
wszelako, ze e; musi by¢ A-abstrakcja z uwagi na swoj typ. Nastepujacy lemat formalizuje nasza intuicje
wzgledem poprawnych — czy tez "kanonicznych” — form dobrze typowanej wartosci:

Lemat 4 (o formach kanonicznych). (1) Jesli v jest wartoScig typu bool, to wowczas v jest true albo
false.
(2) Jesli v jest wartoScig typu A — B, to wéwczas v jest A-abstrakcjg \x : A.e
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Dowaéd. Dowodd prowadzimy przez analize v.

Jesli v jest wartoscia typu bool, to wowczas jedyne reguly typowania przypisujace typ boole’owski do
danej wartosci to True i False. Tym samym v jest stala boole’owska true lub false. Zauwazmy, ze reguty
Var, — E oraz If moga przypisaé¢ typ boole’owski, ale nigdy do wartosci.

Jesli v jest wartoscia typu A — B, to wéwczas jedyna reguty typowania przypisujaca typ funkcyjny
do danej wartosci jest — |. Tym samym v musi by¢ A-abstrakcjg postaci Az : A.e. ([l

Mozemy teraz przystapi¢ do dowodu twierdzenia o postepie.

Dowdd. Dowdd prowadzimy przez indukcje wzgledem osadu - F e : A.

Jesli e jest juz wartoscia, dowdd jest zakonczony. Zatdézmy zatem, ze e nie jest warto$cia. Musimy
rozwazy¢ trzy przypadki.

Przypadek =

(A€ : — e
_ D == Var gdzie e = z:
niemozliwe wobec z: A ¢ -

Przypadek W — E gdzie e = ejes:
ey jest wartoscia lub instnieje €] takie, ze e; — €} wobec zaltozenia indukcyjnego wzgledem
‘Fe;,:B— A

es jest wartoscia lub instnieje e}, takie, ze e5 — €,  wobec zatozenia indukcyjnego wzgledem - - es : B.

Podprzypadek e; jest wartoscia i ey jest wartoscia:

ey = Az : B.e) wobec Lematu 4
€y = Uy poniewaz ey jest wartoscig
eres — [vg/x]e] wobec reguty App

Niech €' = [vy/x]€]

Podprzypadek e; jest wartoscia i istnieje €/, takie, ze eg — €:
ey = Az : B.e} wobec Lematu 4
eres — (A\x : B.e))é, wobec reguty Arg
Niech ¢ = (\z : B.€})é}

Podprzypadek istnieje €] takie, ze e; — €:
ereg — €ley wobec reguty Lam
Niech ¢’ = €/ eq

-Fep:bool Fej:A Feg:A
Hif ep then e; else ex:A
ey jest wartoscia lub istnieje e takie, ze e, — e,  wobec zalozenia indukcyjnego wzgledem - - e, : bool

Przypadek If gdzie e = if ¢, then e else es:

Podprzypadek e, jest wartoscia:
ep jest true albo false wobec Lematu 4
if e, then ey else ey — e albo if e, then e; else ey — ¢4 wobec reguly If,, .. albo Ifq .
Niech € = e; albo € = e,
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Podprzypadek istnieje e; takie, ze e, — ey
if e, then e else eq — if € then e; else ey wobec reguly If
Niech e’ = if ¢} then e; else es. O

7.4.2. Dowod twierdzenia o zachowaniu. Dowdd twierdzenia o zachowaniu nie jest tak bezposredni jak
dowo6d twierdzenia o postepie, poniewaz poprzednik implikacji "Jesl...” w twierdzeniu zawiera dwa
osady: I' F e : A oraz e — €. Musimy zatem zadecydowaé¢ do ktérego z osadéw I' - e : A oraz
e — €’ chcemy zastosowaé indukcje regul. Okazuje sie, ze twierdzenie o zachowaniu jest jednym z tych
specjalnych przypadkow, w ktorych taki wybér nie ma znaczenia.

Przypus$émy, ze zechcieliby$my zastosowaé indukcje regut do osadu e — €’. Jako ze mamy sze$¢ regut
redukcyjnych, musieliby$my rozwazy¢ co najmniej szes¢ przypadkow. Glowne pytanie, jakie sie nasuwa,
brzmi: ktére z nich rozwazymy jako pierwsze?

Jako "regute kciuka” mozemy przyjac, ze gdy kiedykolwiek dowodzimy wtasnosci, o ktérej spodziewa-
my sie, ze zachodzi, zaczynamy od rozwazenia mozliwie najtrudniejszego przypadku. W naszej sytuacji
intuicyjnie najtrudniejszy jest przypadek, w ktérym e +— €’ jest dowodzone za pomoca reguly App,
jako ze podstawianie moze tu zamieni¢ aplikacje e w zupeklie inng forme wyrazenia, na przyktad w
konstrukeje warunkowa.

Rozwazmy zatem przypadek (Az : A.e)v — [v/x]e. Naszym celem jest uzycie zatozenia I' = (Ax :
A.e)v : C do dowodu I' - [v/x]e : C. Osad typujacy I' F (Az : A.e)v : C' musi mieé¢ nastepujace drzewko
dowodowe:

Mr:Ake:C
FEXx:Ae: A= C
'E(Ax:Ae)v:C
Wobec tego naszym nowym celem jest uzycie dwoch zatozen I'yz : A e: Coraz I' v : A do dowodu
I'F [v/x]e : C. Nastepujacy lemat uogélnia ten problem:

Lemat 5 (o podstawianiu). Jesli'e: A oraz ',z : AF € : C, to wowczas I' F [e/z]e’ : C.

Lemat o podstawianiu jest podobny do twierdzenia o zachowaniu w tym sensie, ze poprzednik im-
plikacji "Jesli...” zawiera dwa osady. W tym przypadku musimy jednak bardzo ostroznie wybraé¢ osad
do zastosowania indukcji regul, albowiem zty wybor moze doprowadzi¢ do porazki w probie dowodu.
Kluczowa obserwacja jest taka, ze [e/z]|e’ analizuje strukture €/, a nie e. Innymi stowy, [e/z]e’ wyszu-
kuje kazde wystapienie zmiennej x w €’ tylko w celu zastapienia jej przez e i w rezultacie nie wie nic o
strukturze e. Tym samym wtasciwym osagdem do zastosowania indukcji regul jest I'z : A€ : C.

— | I'Fov: A

—E

Dowdéd. Dowdd prowadzimy metoda indukeji regut ze wzgledu na I'x : A - ¢ : C. Przypomnijmy,
ze zaktadamy, ze wszystkie zmienne w kontekscie typujacym sa parami roztaczne. Pokazemy tu cztery
przypadki. Pierwsze dwa dotycza sytuacji, gdzie €’ jest zmienng. Pozostate sg podobne do przypadku
dla reguty — E.

k gzt
Jest to plrzypadek7 w ktorym €’ jest zmienng y inng niz x. Poniewaz y # x, przestanka y : C € ',z : A
pocigga dodatkowy warunek y : C' € T

'cy:C wobecy: C' €T
le/z]ly =y wobec © # y
I'Fle/zly: C

Przypade Var gdzie ¢/ =y oraz y : C' € I
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Przypadek §——Var gdzie ¢’ = x oraz C = A:
Jest to przypadek, w ktérym €’ jest zmienng x.
'Fe: A wobec zatozenia
L'k le/z]x: A le/z]x =e
Przypadek —zAw:Cibe’sCs o | odzie ¢/ = \y : Cy.¢” oraz C = Cy — Cy:

Tz AFAy:Cq.e/:C1—C2
Tutaj mozemy bez straty ogdlnosci zaltozy¢, ze y jest nowa zmienng taka, ze y ¢ FV (e) oraz y # x. Jesli
y € FV(e) albo y = x, mozemy zawsze wybra¢ inna zmienng po zastosowaniu a-konwersji do Ay : Cy.€”.

Ly : CE[e/x]e” : Cy wobec zalozenia indukcyjnego
C'EAy:Cile/z]e” : Cy — Cy wobec regulty — |
le/x) Ay : Cr.€” = Ay : Cy.le/x]e” wobec y ¢ FV(e) oraz x # y

I'F[e/xz]\y : Cr.e” : C1 — Cy

Przypadek I'z:Are1:B—C TI'jz:Ales:B S E gdzie e = e16s:

I'z:AFejes:C
['F[e/z]e; : B — C wobec zatozenia indukcyjnego wzgledem I'yx : AFe;: B — C
F[e/x]es wobec zalozenia indukcyjnego wzgledem Iz : A ey : B
- [e/x}el[e/x]eg C wobec reguty — E
Fle/x]eies : C wobec [e/z]ejes = [e/x]ei[e/x]es. O

Mozemy teraz przej$¢ do dowodu twierdzenia o zachowaniu. Dowdd bedzie przebiegal przez indukcje
regul wzgledem osadu e — €. Wykorzytuje fakt, ze istnieje tylko jedna reguta typujaca dla kazdej
postaci wyrazenia. Na przyktad, jedyny sposéb udowodnienia I' - ejes : A to zastosowanie reguty
— E. Tym samym o systemie typow mowimy, ze jest kierowany syntaktycznie w takim sensie, ze
syntaktyczna posta¢ wyrazenia e w osadzie I' - e : A decyduje — czy tez kieruje — o regutach, jakie
maja zostac¢ zastosowane. Jako ze syntaktyczne kierowanie systemem typow decyduje o jednoznacznosci
wyboru reguty typujacej R do dowodu I' F e : A, o przestankach reguly R mozemy zatozy¢, ze sg spetnione
o ile tylko zachodzi I' F e : A. Na przyktad, I" l— eires : A moze by¢ udowodnione tylko za pomocg reguty
— E, skad mozemy wnioskowaé, ze dwie przestanki I' e, : B — A oraz I' F ey : B zachodzg dla pewnego
typu B. Obserwacje te bedziemy nazywaé¢ wlasnoscia odwracania, ktora odwraca regule typujacag w
taki sposob, ze jej wniosek uzasadnia prawdziwos¢ przestanek. Wtasnosé odwracania sformutujemy jako
osobny lemat.

Lemat 6 (wlasno$¢ odwracania). Zatézmy, ze I'te: C.
(1) Jeslie=x, tox: C €T.
(2) Jeslie= A x: A toC=A— Borazl',xz: A€ : B dla pewnego typu B.
(3) Jeslie=ereg tol'Fe;: A— C oraz ' eq: A dla pewnego typu A.
(4) Jesli e = true to C' = bool.
(5) Jesli e = false to C' = bool.
(6) Jesli e = if e, then ey else ey to T'F e, : bool orazT'Fe; : C il Fey: C.

Dowdd. Formalnie dowdd nalezy przeprowadzié¢ przez indukcje regut wzgledem osadu I' e : C. Szcze-
g6ty zostawiamy jako nietrudne ¢wiczenie. O

Przechodzimy do dowodu twierdzenia o zachowaniu.

Dowdéd. Dowdd prowadzimy przez indukcje regul wzgledem osadu e — €’.
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Przypadek %Lam:
I'eeq: A wobec zalozenia
I'Fey: B— Aoraz I' - ey : B dla pewnego typu B wobec Lematu 6
FFel:B— A wobec zalozenia indukcyjnego wzgledem ey — ¢} wrazzI'Fe; : B — A
['eles: A wobec F}_elﬁ_;zé22—€2:3 —E

eqr—el .

Przypadek ()\I:B.ell)€2'—>(§\x:B.€/1)el2 ATg
I'E(Ax: B.e))e: A wobec zalozenia
'FXr:Be:B—Aorazl'Fey: B wobec Lematu 6
F'-e,: B wobec zalozenia indukcyjnego wzgledem ey — ¢, wraz z I' e : B

T'HAz:B.¢}:B—A T'e):B

' (A\x: Be))ey,: A wobec FH/\;:BZI)G,Q:A 2= 5 E

Przypadek (Az:B.e )v—[v/x]e] App
'F(A\z:Be))v: A wobec zalozenia
'FXx:Be):B—AorazI'Fv: B wobec Lematu 6
Lx:Blkel: A wobec Lematu 6 wzgledem ' Az : B.ef : B— A
['F[v/x]e) : A wobec Lematu 5 zastosowanego doI' v : Boraz I,z : B¢} : A

ep—>e;

Przypadek if ey then e; else ei»—)ifb ej then e else ez f
' if e, then e else eq : A wobec zalozenia
I'Fey:boolorazl'Fe; : AiTHey: A wobec Lematu 6
['F e : bool wobec zatozenia indukcyjnego wzgledem e, — e, wraz z I - ¢, : bool
[ if e} then e; else 5 : A wobec ?ﬁ;’::ﬁher:?;zg:j;:If

Pljzypadek if true then e else ear—eq Iftrue: . .
I' - if true then e else e5 : A wobec zalozenia
I'Htrue:boolorazI'Fe;: Ail'kFey: A wobec Lematu 6
I'He : A

Przypadek if false then e; else earves ]ffalse:

Podobnie jak przypadek [ fie- O



