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6. Wyk≥ad 6: Rachunek �: programowanie w rachunku �, kombinator punktu sta≥ego,
kody de Bruijn’a.

6.1. Programowanie w rachunku �. Chcπc rozwinπÊ rachunek � do pe≥nowartoúciowego jÍzyka funk-
cyjnego, musimy najpierw pokazaÊ, w jaki sposób moøna zakodowaÊ czÍsto uøywane datatypy takie jak
zmienne boole’owskie, liczby naturalne, czy listy w rachunku �. Jako øa wszystkie wartoúci w rachunku
� sπ �-abstrakcjami, wszystkie wzmiankowane datatypy równieø sπ zakodowane z �-abstrakcjami. Gdy
raz zobaczymy w jaki sposób moøna zakodowaÊ specyficzne datatypy, bÍdziemy mogli uøywaÊ ich jak
wbudowanych datatypów.

6.1.1. Zmienne boole’owskie Churcha. G≥ównπ cechπ charakteryzujπcπ zmienne boole’owskie jest moøli-
woúÊ wyboru jednej z dwóch róønych opcji. Na przyk≥ad, boole’owska prawda dokonuje wyboru pierwszej
z dwóch moøliwych opcji, tak jak w wyraøeniu SML-a if true then e1 else e2. Tym samym wartoúci
boole’owskie w rachunku �, zwane tu wartoúciami boole’owskimi Churcha, zapisujemy nastÍpujπco:

tt = �t.�f.t
↵ = �t.�f.f

Dalej, konstrukcja warunkowa if e then e1 else e2 jest definiowana nastÍpujπco:

if e then e1 else e2 = ee1e2

Oto proste przyk≥ady redukowania konstrukcji warunkowych przy uøyciu strategii wywo≥ania wed≥ug
nazwy:

if tt then e1 else e2 = tte1e2 = (�t.�f.t)e1e2 7! (�f.e1)e2 7! e1
if Ä then e1 else e2 = ↵e1e2 = (�t.�f.f)e1e2 7! (�f.f)e2 7! e2

Operatory logiczne na zmiennych boole’owskich sπ zdefiniowane nastÍpujπco:

and = �x.�y.xy↵
or = �x.�y.xtty

not = �x.x↵tt

Jako przyk≥ad rozwaømy nastÍpujπce ciπgi redukcji e1e2 gdy e1 7!⇤ tt oraz e1 7!⇤ ↵, odpowiednio, przy
uøyciu strategii wywo≥ania wed≥ug nazwy:

ande1e2 ande1e2
7!⇤ e1e2↵ 7!⇤ e1e2↵
7!⇤ tte2↵ 7!⇤ ↵e2↵
7!⇤ e2 7!⇤ ↵

Ciπg po lewej stronie pokazuje, øe jeúli zachodzi e1 7!⇤ tt, to ande1e2 oznacza takπ samπ wartoúÊ prawdy,
co e2. Ciπg po prawej stronie pokazuje, øe jeúli zachodzi e1 7!⇤ ↵, to ande1e2 wartoúciuje siÍ do ↵
niezaleønie od e2.

6.1.2. Pary uporzπdkowane. G≥ównπ cechπ charakteryzujπcπ pary jest moøliwoúÊ przechowania dwóch
niepowiπzanych wartoúci i odczytania kaødej z nich wtedy, gdy jest to konieczne. Tym samym chcπc
reprezentowaÊ parÍ (e1, e2), musimy zbudowaÊ �-abstrakcjÍ, która zwraca e1 lub e2, gdy zastosujemy jπ
do tt i Ä, odpowiednio. Operatory rzutowania traktujπ parÍ jak �-abstrakcjÍ i stosujπ jπ do tt albo Ä.

pair = �x.�y.�b.bxy↵
fst = �p.ptty
snd = �p.p↵
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Jako przyk≥ad zredukujmy fst(paire1e2) z uøyciem strategii wywo≥ania wed≥ug nazwy. Zauwaømy, øe
para e1e2 wartoúciuje siÍ do �b.be1e2, które z kolei oczekuje wartoúci boole’owskiej b celem wyboru e1
lub e2. Jeøeli podstawimy tt w miejsce b, to wówczas e1e2 zredukuje siÍ do e1.

fst(paire1e2) 7! (paire1e2)tt
7!⇤ (�b.be1e2)tt
7! tte1e2
7!⇤ e1

6.1.3. Liczebniki Churcha. G≥ównπ cechπ charakteryzujπcπ liczbÍ naturalna n jest moøliwoúÊ przeka-
zania informacji, øe danπ czynnoúÊ naleøy powtórzyÊ n razy. W przypadku rachunku � liczba n jest
zakodowana jako �-abstrakcja n̂ zwana liczebnikiem Churcha, która bierze danπ funkcjÍ f i zwraca
fn = f � f � . . . � f| {z }

n razy
. Zauwaømy, øe f 0 jest funkcjπ identycznoúciowπ �x.x, poniewaø f zastosowane 0 razy

do swego argumentu x niczego nie zmienia, tak wiÍc 1̂ jest sama funkcjπ identycznoúciowπ �f.f .

0̂ = �f.f 0 = �f.�x.x

1̂ = �f.f 1 = �f.�x.fx

2̂ = �f.f 2 = �f.�x.f(fx)
3̂ = �f.f 3 = �f.�x.f(f(fx))
...
n̂ = �f.fn = �f.�x.f(f(f . . . (fx) . . . ))

Jeúli bÍdziemy odczytywaÊ f jak S, to wówczas n̂fx zwróci nam reprezentacjÍ liczby naturalnej n znanπ
z wczeúniejszych wyk≥adów.
Zdefiniujmy teraz operacje arytmetyczne na liczbach naturalnych. Operacja dodawania addm̂n̂ zwraca

\m+ n, czyli �-abstrakcjÍ biorπcπ funkcjÍ f i zwracajπcπ fm+n. Poniewaø fm+n moøe byÊ zapisane jako
�x.fm+nx, skonstruujemy add nastÍpujπco (celem odróønienia liczb naturalnych, na przyk≥ad liczby n,
od odpowiadajπcych im postaci zakodowanych, na przyk≥ad n̂, bÍdziemy uøywaÊ m̂ i n̂ jako zmiennych):

add = �m̂.�n̂.�f.fm+n

= �m̂.�n̂.�f.�x.fm+nx

= �m̂.�n̂.�f.�x.fm(fnx)

= �m̂.�n̂.�f.�x.m̂f(n̂fx)

Zauwaømy, øe fm otrzymujemy jako m̂f (i analogicznie dla fn).
Operacja mnoøenia moøe byÊ zdefiniowana na dwa sposoby. Prostπ sztuczkπ jest wykorzystanie rów-
noúci m · n = m+m+ . . .+m| {z }

n razy
. Innymi s≥owy m · n otrzymujemy przez dodanie m do zera dok≥adnie n

razy. Jako øe addm̂ jest w za≥oøeniu funkcjπ dodajπcπ m do swego argumentu, zastosujemy addm̂ do 0̂
dok≥adnie n razy celem otrzymania [m · n – lub, równowaønie, zastosujemy (addm̂)n do 0̂:

mult = �m̂.�n̂.(addm̂)n0̂

= �m̂.�n̂.n̂(addm̂)0̂

Drugi pomys≥ na zdefiniowanie tej samej operacji (który w istocie moøe byÊ prostszy do wymyúlenia od
podanego przed chwilπ rozwiπzania) polega na wykorzystaniu równania fm·n = (fm)n = (m̂f)n = n̂(m̂f):

mult = �m̂.�n̂.�f.n̂(m̂f)
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Operacja odejmowania jest trudniejsza do zdefiniowania niø poprzednie dwie. PrzypuúÊmy bowiem,
øe mamy zdefiniowanπ funkcjÍ poprzednika pred obliczajπcπ poprzednik danej liczby naturalnej: predn̂
zwraca [n� 1 jeúli n > 0 lub 0̂ w przeciwnym wypadku. Chcπc zdefiniowaÊ operacjÍ odejmowania subm̂n̂,
która zwraca \m� n jeúli m > n lub 0̂ w przeciwnym wypadku, musimy zastosowaÊ pred do m̂ dok≥adnie
n razy:

sub = �m̂.�n̂.prednm̂

= �m̂.�n̂.(n̂pred)m̂

Pozostaje, oczywiúcie, problem zdefiniowania funkcji pred. Zrobimy to przy uøyciu pomocniczej funkcji
next, która dla danej pary pairk̂m̂ ignoruje k̂ i zwraca parÍ pairm̂\m+ 1:

next = �p.pair(sndp)(add(sndp)1̂)

Moøna pokazaÊ, øe stosujπc next do pary pair0̂0̂ dok≥adnie n razy otrzymamy parÍ pair[n� 1n̂ jeúli n > 0
(przy uøyciu pewnej strategii redukcyjnej):

next0(pair0̂0̂) 7!⇤ pair0̂0̂
next1(pair0̂0̂) 7!⇤ pair0̂1̂
next2(pair0̂0̂) 7!⇤ pair1̂2̂
...
nextn(pair0̂0̂) 7!⇤ pair[n� 1n̂

Jako øe poprzednikiem zera jest tak czy inaczej zero, pierwszy sk≥adnik nextn(pair0̂0̂) koduje poprzednik
n. Tym samym operacja pred jest zdefiniowana nastÍpujπco:

pred = �n̂.fst(nextn(pair0̂0̂))

= �n̂.fst( ˆnext(pair0̂0̂))

6.2. Kombinator punktu sta≥ego. Jako øe si≥a wyrazu rachunku � jest taka sama jak maszyn Tu-
ringa, kaøda maszyna Turinga moøe byÊ symulowana za pomocπ pewnego wyraøenia w rachunku �.
W szczególnoúci istniejπ wyraøenia w rachunku �, które odpowiadajπ maszynom Turinga, które siÍ nie
zatrzymujπ, jak równieø istniejπ maszyny Turinga obliczajπce funkcje rekursywne.
Jest stosunkowo ≥atwo znaleüÊ wyraøenie, którego redukcja siÍ nie zatrzymuje. PrzypuúÊmy bowiem,
øe chcemy znaleüÊ wyraøenie omega takie, øe omega 7! omega. Jako øe redukuje siÍ do samego siebie,
jego redukcja nigdy siÍ nie skoÒczy. Przepiszmy omega jako (�x.e)e0 tak, aby �-redukcja mog≥a byÊ
zastosowana do ca≥ego wyraøenie !. Otrzymujemy wówczas:

omega = (�x.e)e0 7! [e0/x]e = omega.

RównoúÊ omega = [e0/x]e = (�x.e)e0 sugeruje, øe e = e00 dla pewnego wyraøenia e00 takiego, øe [e0/x]e00 =
�x.e (oraz [e0/x]x = e0):

omega = [e0/x]e
= [e0/x](e00x) wobec e = e00x
= [e0/x]e00[e0/x]x
= [e0/x]e00e0

= (�x.e)e0 wobec [e0/x]e00 = �x.e
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Wobec e = e00x oraz [e0/x]e00 = �x.e otrzymujemy [e0/x]e00 = �x.e00x. Podstawiajπc e00 = x w [e0/x]e00 =
�x.e00x otrzymujemy e0 = �x.xx. Tym samym omega moøe byÊ zdefiniowana jak nastÍpuje:

omega = (�x.e)e0

= (�x.e00x)e0 wobec e = e00x
= (�x.xx)e0 wobec e00 = x
= (�x.xx)(�x.xx) wobec e0 = �x.xx

Teraz moøemy pokazaÊ, øe redukcja omega zdefiniowana jak wyøej nigdy siÍ nie zatrzyma.
Zobaczymy teraz w jaki sposób moøemy definiowaÊ funkcje rekursywne w rachunku �. Zaczniemy od
za≥oøenia, øe mamy dany konstruktor funkcji rekursywnej funfx.e, który definiuje funkcjÍ rekur-
sywnπ f o argumencie x i zawartoúci e. Zauwaømy, øe zawartoúÊ e moøe zawieraÊ odnoúniki do f . Naszym
celem bÍdzie pokazanie, øe funfx.e jest w istocie s≥odzikiem syntaktycznym w takim sensie, øe moøe
zostaÊ zapisany jako juø istniejπce wyraøenie w rachunku � i tym samym jego dodanie nie zmienia si≥y
wyrazu rachunku �.
Jako roboczy przyk≥ad rozwaømy funkcjÍ silnia fac:

fac = fun f n.if eq n 0̂ then 1̂ else mult n(f(pred n))

Semantycznie f w zawartoúci powyøszej funkcji oznacza definiowanπ w≥aúnie funkcjÍ fac. Na poczπtek
mechanicznie tworzymy �-abstrakcjÍ FAC = �f.�n.e z fac = funfn.e:

FAC = �f.�n.if eq n 0̂ then 1̂ else mult n(f(pred n))

Zauwaømy, øe FAC ma zupe≥nie innπ charakterystykÍ niø fac: podczas gdy fac bierze liczbÍ naturalnπ n
i zwraca innπ liczbÍ naturalnπ, FAC bierze funkcjÍ f i zwraca innπ funkcjÍ (gdyby fac oraz FAC mog≥y
mieÊ typy, fac mia≥by typ nat ! nat, natomiast FAC mia≥by typ (nat ! nat) ! (nat ! nat)).
G≥ówny pomys≥, na którym opiera siÍ konstrukcja funkcji FAC polega na tym, øe przy danej czÍúciowej
implementacji f funkcji silnia, FACf zwraca poprawionπ implementacjÍ tej samej funkcji. PrzypuúÊmy
bowiem, øe f poprawnie oblicza silniÍ kaødej liczby naturalnej nie wiÍkszej od n. Wówczas FACf popraw-
nie obliczy silniÍ z kaødej liczby naturalnej nie wiÍkszej od n+1 – jest to wiÍc istotna poprawa implemen-
tacji. Zauwaømy teø, øe FACf poprawnie oblicza silniÍ z zera, niezaleønie od f . W szczególnoúci nawet
wtedy, gdy weümiemy przekazujπcπ moøliwie najmniej informacji funkcja f = �n.omega (która niczego
nie robi, poniewaø nigdy niczego nie zwróci), FACf poprawnie obliczy silniÍ z zera. Tym samym moøemy
sobie wyobraziÊ nieskoÒczony ciπg funkcji fac0, fac1, . . . , faci, . . . zaczynajπcy siÍ od fac0 = FAC�n.omega
i kolejno wykorzystuje równoúÊ fac

i+1 = FACfac
i

:

fac0 = FAC�n.omega
fac1 = FACfac0 = FAC2�n.omega
fac2 = FACfac1 = FAC3�n.omega
...
fac

i

= FACfac
i�1 = FACi+1�n.omega

...

Zauwaømy, øe fac
i

poprawnie oblicza silniÍ z kaødej liczby naturalnej nie wiÍkszej niø i. Wobec tego,
jeúli ! oznacza nieskoÒczonπ liczbÍ naturalnπ (o której, w uproszczeniu, moøemy myúleÊ jak o liczbie
naturalnej wiÍkszej od dowolnej liczby naturalnej), moøemy wziπÊ fac

!

jako poprawnπ implementacjÍ
funkcji silnia fac, a zatem fac = fac

!

.
Kolejna waøna obserwacja, jakπ poczynimy, jest nastÍpujπca: majπc danπ poprawnπ implementacjÍ
funkcji silnia fac, FACfac zwraca nowπ poprawnπ implementacjÍ funkcji silnia. Innymi s≥owy, jeúli fac jest
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poprawnπ implementacjπ funkcji silnia, to wówczas

�n.if eq n 0̂ then 1̂ else mult n(fac(pred n))

jest równieø poprawnπ implementacjπ funkcji silnia. Jako øe obydwie funkcje sπ de facto identyczne w
takim sensie, øe zwracajπ taki sam wynik po zastosowaniu do dowolnego argumentu, moøemy zapisaÊ
fac = FACfac. Jeúli podstawimy fac

!

za fac w równaniu, otrzymamy fac
!

= fac
!+1, co równieø ma sens,

jako øe !  ! + 1 wobec definicji dodawania oraz ! + 1  ! wobec definicji liczby !.
Wydaje siÍ zatem, øe FAC zawiera wszelkπ informacjÍ potrzebnπ do obliczenia fac = fac

!

= FACfac.
Istotnie, okazuje siÍ, øe fac otrzymujemy przez zastosowanie kombinatora punktu sta≥ego fix do FAC,
czyli øe fac = fixFAC, gdzie fix jest zdefiniowany nastÍpujπco:

fix = �F.(�f.F (�x.ffx))(�f.F (�x.ffx))

Zak≥adamy tutaj uøycie stratego wywo≥ania wed≥ug wartoúci. Dla strategii wywo≥ania wed≥ug nazwy
upraszczamy �x.ffx do ff i stosujemy nastÍpujπcy kombinator punktu sta≥ego fix

CBN

:

fix
CBN

= �F.(�f.F (ff))(�f.F (ff))

Aby zrozumieÊ jak dzia≥a kombinator punktu sta≥ego fix musimy najpierw zrozumieÊ pojÍcie punktu
sta≥ego. Punktem sta≥ym funkcji f bÍdziemy nazywali wartoúÊ v takπ, øe v = f(v). Na przyk≥ad punktem
sta≥ym funkcji f(x) = 2� x jest 1, poniewaø f(1) = 1. Tak jak wskazuje sama nazwa, fix bierze funkcjÍ
F (która sama zamienia funkcjÍ f na nowπ funkcjÍ f 0) i zwraca jej punkt sta≥y. Innymi s≥owy, fixF jest
punktem sta≥ym F :

fixF = F (fixF )

Nieformalnie wyraøenie po lewej stronie zamienia siÍ w wyraøenie po prawej stronie poprzez ciπg nastÍ-
pujπcych kroków, w których uøywamy symbolu ⇡ do podkreúlenia braku rygoru formalnego, który nie
jest dostatecznie uzasadniony samπ tylko �-redukcjπ:

fixF 7! g g gdzie g = �f.F (�x.ffx)
= (�f.F (�x.ffx))g
7! F (�x.ggx)
⇡ F (g g) poniewaø �x.ggx ⇡ gg
⇡ F (fixF ) poniewaø fixF 7! gg

Moøemy teraz wyjaúniÊ, dlaczego fixFAC zwraca implementacjÍ funkcji silnia. Zgodnie z naturπ kom-
binatora punktu sta≥ego fix mamy

fixFAC = FAC(fixFAC).

Innymi s≥owy, fixFAC zwraca funkcjÍ f spe≥niajπcπ warunek f = FACf , a wiÍc dok≥adnie ten warunek,
jaki musi spe≥niaÊ fac. Tym samym moøemy traktowaÊ fixFAC równowaønie z fac.
Inny sposób wyjaúnienia zachowania fixFAC jest nastÍpujπcy: przypuúÊmy, øe chcemy obliczyÊ facn dla
dowolnie duøej liczby naturalnej n. Poniewaø fixFAC jest punktem sta≥ym FAC, otrzymujemy nastÍpujπce
równanie:

fixFAC = FAC(fixFAC)
= FAC(FAC(fixFAC)) = FAC2(fixFAC)
= FAC2(FAC(fixFAC)) = FAC3(fixFAC)

...
= FACn(FAC(fixFAC)) = FACn+1(fixFAC)

Kluczowa jest tu nastÍpujπca obserwacja: FACn+1(fixFAC) poprawnie oblicza silniÍ dowolnej liczby natu-
ralnej nie wiÍkszej od n niezaleønie od tego, co robi fixFAC. Jako øe fixFAC = FACn+1(fixFAC), widzimy
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øe fixFAC poprawnie oblicza silniÍ dowolnej liczby naturalnej. Innymi s≥owy, fixFAC robi dok≥adnie to
samo, co fac.
Reasumujπc, chcπc zakodowaÊ funkcjÍ rekursywnπ funfx.e w rachunku �, zaczynamy od �-abstrakcji

F = �f.�x.e, a nastÍpnie fixF automagicznie zwraca funkcjÍ zachowujπcπ siÍ tak samo, jak funfx.e.

6.3. Kody de Bruijna. Jako øe �-abstrakcje majπ w za≥oøeniu oznaczaÊ funkcje matematyczne z for-
malnymi argumentami, nazwy zmiennych powinny byÊ integralnπ czÍúciπ syntaksu rachunku �. Na przy-
k≥ad, wydaje siÍ nieuniknione, aby w uøyÊ formalny argument, powiedzmy x, przy definiowaniu funkcji
identycznoúciowej. Z drugiej strony wybór konkretnej nazwy dla zmiennej nie ma wp≥ywu na znacze-
nie �-abstrakcji. Na przyk≥ad �x.x oraz �y.y oznaczajπ takπ samπ funkcjÍ identycznoúciowπ, aczkolwiek
uøywajπ róønych nazw argumentów. W ogólnoúci ↵-konwersja pozwala nam na przepisanie dowolnej �-
abstrakcji do postaci nowej � � abstrakcji z innπ nazwπ zmiennej zwiπzanej. Obserwacja ta pozwala
przypuszczaÊ, øe istnieje sposób reprezentowania zmiennych w rachunku � bez uøycia konkretnych nazw
zmiennych. Przyk≥adem takiej beznazwowej interpretacji zmiennych sπ kody de Bruijna.
G≥ówny pomys≥ wykorzystywany przez kody de Bruijna polega na przypisaniu kaødej zmiennej liczby
ca≥kowitej, zwanej kodem de Bruijna, zamiast nazwy. Kody de Bruijna mogπ byÊ w szczególnoúci ujemne,
ale zajmiemy siÍ tu tylko dodatnimi kodami. Z grubsza biorπc kod de Bruijna zlicza �-wiπzania takie
jak �x, �y oraz �z leøπce pomiÍdzy danπ zmiennπ a odpowiadajπcym jej jednoznacznie wyznaczonym
�-wiπzaniem. Na przyk≥ad, x w zawartoúci �x.x ma przypisany kod de Bruijna 0, poniewaø pomiÍdzy x
oraz �x nie wystÍpuje øadne �-wiπzanie. Z drugiej strony x w zawartoúci �x.�y.xy ma kod de Bruijna
1, poniewaø pomiÍdzy x oraz �x wystÍpuje jeszcze �-wiπzanie �y. Tym samym kod de Bruijna zmiennej
okreúla jej wzglÍdne po≥oøenie wobec odpowiadajπcego jej �-wiπzania. W konsekwencji widaÊ, øe taka
sama zmienna moøe mieÊ przypisane róøne wartoúci kodów de Bruijna w zaleønoúci od swego po≥oøenia.
Jako øe wszystkie zmienne sπ teraz reprezentowane przez liczby ca≥kowite , nie ma potrzeby wprowa-
dzania explicite zmiennych w �-abstrakcjach. W istocie jest to niemoøliwe, poniewaø tej samej zmiennej
mogπ zostaÊ przyporzπdkowane róøne kody de Bruijna. Tym samym wyraøenia z kodami de Bruijna,
albo – jak je bÍdziemy nazywaÊ – wyraøenia de Bruijna, sπ zdefiniowane indukcyjnie jak nastÍpuje:

wyraøenie de Bruijna M ::= n|�.M |M M
kod de Bruijna n ::= 0|1|2| . . .

Dla wyraøeÒ de Bruijna bÍdziemy uøywali metazmiennychM i N , zaú dla kodów de Bruijna metazmien-
nych m, n oraz i.
BÍdziemy pisali e ⌘dB M dla oznaczenia, øe zwyk≥e wyraøenie e jest konwertowane do wyraøenia de
BruijnaM . Czasami wystarczy dos≥ownie policzyÊ liczbÍ �-wiπzaÒ pomiÍdzy poszczególnymi zmiennymi
i odpowiadajπcymi im �-wiπzaniami, tak jak w nastÍpujπcych przyk≥adach:

�x.x ⌘dB �.0
�x.�y.xy ⌘dB �.�.1 0

�x.x(�y.xy) ⌘dB �.0(�.1 0)

W ogólnoúci, wszelako, konwertowanie zwyk≥ego wyraøenia e do wyraøenia de Bruijna wymaga jednak
zinterpretowania e jako obiektu o strukturze pewnego drzewka, nie zaú obiektu o strukturze liniowej.
Jako przyk≥ad rozwaømy wyraøenie �x.(x(�y.xy))(�z.xz). Liczπc bezpoúrednio �-wiπzania otrzymujemy
wyraøenie de Bruijna �.(0(�.1 0))(�.2 0), w którym ostatnie wystπpienie zmiennej x ma przypisany
b≥Ídny kod de Bruijna 2, wynikajπcy ze zliczenia �y oraz �z. Intuicyjnie czujemy jednak, øe ostatnie
wystπpienie zmiennej x musi mieÊ przypisany kod de Bruijna 1, poniewaø odpowiadajπce jej �-wiπzanie
moøe byÊ zlokalizowane z pominiÍciem �-wiπzania �y. Tym samym prawid≥owa metoda konwertowa-
nia wyraøenia e do wyraøenia de Bruijna polega na zliczeniu �-wiπzaÒ wystÍpujπcych pomiÍdzy danπ
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zmiennπ a odpowiadajπcym jej �-wiπzaniu wystÍpujπcym w reprezentacji e jako drzewa. Na przyk≥ad
�x.(x(�y.xy))(�z.xz) ⌘dB �.(0(�.1 0))(�.1 0), zgodnie z poniøszπ ilustracjπ:
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6.4. Podstawianie. Celem wykorzystania kodów de Bruijna do implementowania semantyki operacyj-
nej rachunku �, bÍdziemy potrzebowaÊ definicjÍ podstawiania dla wyraøeÒ de Bruijna, z której, z kolei,
bÍdziemy w stanie wywieúÊ definicjÍ �-redukcji. Chcemy mianowicie zdefiniowaÊ �0(M,N) tak, aby za-
chodzi≥ nastÍpujπcy zwiπzek:

(�x.e)e0 7! [e0/x]e
⌘dB ⌘dB

(�.M)N 7! �0(M,N)

Innymi s≥owy, stosujπc �.M do N , lub podstawiajπc N za zmiennπ zwiπzanπ w �.M , otrzymyjemy
�0(M,N) (znaczenie indeksu 0 w �0(M,N) zostanie wyjaúnione póüniej).
Zamiast zaczynaÊ od kompletnej definicji �0(M,N), zaczniemy od kilku prostych przyk≥adów, które
wykorzystamy do poprawienia pierwotnej naiwnej wersji definicji. Rozwaømy nastÍpujπcy przyk≥ad, w
którym redeks jest podkreúlony:

�x.�y.(�z.xyz)(�w.w) 7! �x.�y.xy(�w.w)
⌘dB ⌘dB

�.�.(�.2 1 0)(�.0) 7! �.�.10(�.0)

Zauwaømy, øe 0, które odpowiada zmiennej zwiπzanej z w �-abstrakcji �z.x y z, jest zamieniona przez
argument �.0. Pozosta≥e kody 1 oraz 2 sπ zmniejszone o 1, poniewaø �-wiπzanie �z znika. Te dwie
obserwacje prowadzπ nas do nastÍpujπcej czÍúciowej definicji �0(M,N):

�0(M1M2, N) = �0(M1, N)�0(M2, N)
�0(0, N) = N
�0(m,N) = m� 1 jeúli m > 0.
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Aby zobaczyÊ jak definiujemy pozosta≥y przypadek �0(�.M,N), rozwaømy nastÍpujπcy przyk≥ad, w
którym redeks jest podkreúlony:

�x.�y.(�z.(�u.x y z u))(�w.w) 7! �x.�y.(�u.x y(�w.w)u)
⌘dB ⌘dB

�.�.(�.(�.3 2 1 0))(�.0) 7! �.�.(�.2 1(�.0)0)

Zauwaømy, øe – inaczej niø w pierwszym przyk≥adzie – 0 pozostaje nietkniÍte, poniewaø odpowiada do
zmiennej zwiπzanej u w �u.x y z u, podczas gdy 1 odpowiada z i tym samym jest zamienione przez �.0.
Powodem dla którego 1 jest teraz zastπpione przez �.0 jest to, øe kod de Bruijna m poza �.M wskazuje
na takπ samπ zmiennπ jak m + 1 wewnπtrz �.M , to znaczy wewnπtrz M . Ta obserwacja prowadzi nas
do równania �0(�.M,N) = �.�1(M,N), gdzie �1(M,N) jest zdefiniowane jak nastÍpuje:

�1(M1M2, N) = �1(M1, N)�1(M2, N)
�1(0, N) = 0
�1(1, N) = N
�1(m,N) = m� 1 jeúli m > 1.

W powyøszych dwóch przyk≥adach zobaczyliúmy, øe indeks n w �
n

(M,N) pe≥ni rolÍ wskaünika ”gra-
nicznego”: m pozostaje bez zmian, jeúli m < n, jest zastÍpowane przez N , jeúli m = n i jest zmniejszane
o 1, jeúli m > n. Alternatywnie moøemy spojrzeÊ na n w �

n

(M,N) jako na liczbÍ �-wiπzaÒ otaczajπcych
M tak, jak ilustruje poniøszy wzór:

�0(�.�. . . .�.| {z }
n

M,N) = �.�. . . .�.| {z }
n

�
n

(M,N)

Poniøsza definicja �
n

(M,N) wykorzystuje n jako wskaünik graniczny i uogólnia zwiπzek pomiÍdzy
�0(�.M,N) oraz �.�1(M,N):

�
n

(M1M2, N) = �
n

(M1, N)�
n

(M2, N)
�
n

(�.M,N) = �.�
n+1(M,N)

�
n

(m,N) = m jeúli m < n,
�
n

(n,N) = N
�
n

(m,N) = m� 1 jeúli m > n.

Poniøszy przyk≥ad ≥πczy dwa podane powyøej:

�x.�y.(�z.(�u.x y z u)(x y z))(�w.w) 7! �x.�y.(�u.x y(�w.w)u)(xy(�w.w))
⌘dB ⌘dB

�.�.(�.(�.3 2 1 0)(2 1 0))(�.0) 7! �.�.(�.2 1(�.0)0)(1 0(�.0))

DziÍki uøyciu kodów de Bruijna moøemy wyeliminowaÊ uøycie ↵-konwersji, poniewaø nigdy nie wystπpi
konflikt pomiÍdzy zmiennymi zwiπzanymi. Mówiπc krótko, nie ma potrzeby zmieniania nazw zmiennych
zwiπzanych, albowiem zmienne zwiπzane tak czy inaczej nie majπ juø nazw.

6.5. PrzesuniÍcia. Jakkolwiek podana przed chwilπ definicja �
n

(M,N) bÍdzie poprawnie funkcjonowa-
≥a, gdy N jest zamkniÍta, moøe jednak nie dzia≥aÊ gdy N bÍdzie reprezentowa≥o wyraøenie ze zmiennymi
wolnymi. Mówiπc dok≥adniej, równoúÊ �

n

(n,N) = N przestaje byÊ prawdziwa gdy n > 0 i N reprezentu-
je wyraøenie ze zmiennymi wolnymi. Rozwaømy bowiem nastÍpujπcy przyk≥ad, w którym redeks zosta≥
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podkreúlony:

�x.�y.(�z.(�u.z)z)(�w.x y w) 7! �x.�y.(�u.�w.x y w)(�w.x y w)
⌘dB ⌘dB

�.�.(�.(�.1)0)(�.2 1 0) 7! �.�.(�.�.3 2 0)(�.2 1 0)

Poprzednia definicja �
n

(M,N) daje niew≥aúciwy rezultat, poniewaø �1(1,�.2 1 0) daje �.2 1 0 zamiast
�.3 2 0:

(�.(�.1)0)(�.2 1 0) 7! �0((�.1)0,�.2 1 0)

= �0(�.1,�.2 1 0)�0(0,�.2 1 0)

= (�.�1(1,�.2 1 0))�0(0,�.2 1 0)

= (�.�.2 1 0)(�.2 1 0)

6= (�.�.3 2 0)(�.2 1 0)

Aby zobaczyÊ, dlaczego w ogólnoúci nie jest prawdziwy wzór �
n

(n,N) = N , przypomnjmy, øe indeks
n w �

n

(n,N) oznacza liczbÍ �-wiπzaÒ otaczajπcych kod de Bruijna n:

�0(�.�. . . .�.| {z }
n

, N) = �.�. . . .�.| {z }
n

�
n

(n,N)

Wobec tego wszystkie kody de Bruijna w N odpowiadajπce zmiennym wolnym muszπ byÊ przesuniÍte o
n po podstawieniu tak, aby poprawnie pomija≥y n �-wiπzaÒ otaczajπcych kod de Bruijna n. Na przyk≥ad:

�0(�.�. . . .�.| {z }
n

,m) = �.�. . . .�.| {z }
n

�
n

(n,m) = �.�. . . .�.| {z }
n

m+ n

(tutaj przez m+ n rozumiemy pojedynczy kod de Bruijna dodajπcy m do n, nie zaú z≥oøone wyraøenie
de Bruijna sk≥adajπce siÍ z m, n oraz +).
Oznaczmy przez ⌧n(N) przesuniÍcie o n wszystkich kodów de Bruijna wN odpowiadajπcych zmiennym
wolnym. Moøemy teraz zastosowaÊ wzór �

n

(n,N) = ⌧n(N) w miejsce �
n

(n,N) = N . CzÍúciowa definicja
⌧n(N) dana jest przez warunki:

⌧n(N1N2) = ⌧n(N1)⌧n(N2)
⌧n(m) = m+ n

Pozosta≥y przypadek ⌧n(�.N) nie moøe byÊ, niestety, zdefiniowany indukcyjnie w oparciu o ⌧n(N) na
przyk≥ad jako ⌧n(�.N) = �.⌧n(N). Powodem tego jest fakt, øe wewnπtrz N nie kaødy kod de Bruijna
odpowiada zmiennej wolnej: 0 odpowiada �-wiπzanie w �.N i tym samym musi pozostaÊ niezmienione.
Powyøsza obserwacja sugeruje koniecznoúÊ wprowadzenia jeszcze jednego indeksu ”granicznego” po-
zwalajπcego rozpoznawaÊ, czy dany kod de Bruijna odpowiada zmiennej wolnej, czy nie. Na przyk≥ad,
jeúli wskaünik graniczny dla �.N równy jest 0, powinien zwiÍkszyÊ siÍ o 1 wewnπtrz N . Tym samym
powinniúmy wprowadziÊ ogólniejszπ notacjÍ ⌧n

i

(N) dla przesuniÍcia o n wszystkich kodów de Bruijna
wewnπtrz N odpowiadajπcych zmiennym wolnym, gdzie kod de Bruijna m w N dla m < i nie liczy siÍ
jako zmienna wolna. Formalnie definicja ⌧n

i

(N) bÍdzie nastÍpujπca:
⌧n
i

(N1N2) = ⌧n
i

(N1)⌧n
i

(N2)
⌧n
i

(�.N) = �.⌧n
i+1(N)

⌧n
i

(m) = m+ n jeúli m � i
⌧n
i

(m) = m jeúli m < i.

Tym samym kompletna definicja �
n

(M,N) bÍdzie nastÍpujπca:
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�
n

(M1M2, N) = �
n

(M1, N)�
n

(M2, N)
�
n

(�.M,N) = �.�
n+1(M,N)

�
n

(m,N) = m jeúli m < n,
�
n

(n,N) = ⌧n0 (N)
�
n

(m,N) = m� 1 jeúli m > n.

Wracajπc do omawianego wczeúniej przyk≥adu widzimy, øe teraz (�.(�.1)0)(�.2 1 0) zredukuje siÍ
poprawnie:

(�.(�.1)0)(�.2 1 0) 7! �0((�.1)0,�.2 1 0)

= �0(�.1,�.2 1 0)�0(0,�.2 1 0)

= (�.�1(1,�.2 1 0))�0(0,�.2 1 0)

= (�.⌧ 10 (1,�.2 1 0))⌧ 00 (0,�.2 1 0)

= (�.�.⌧ 11 (2 1 0))�.⌧ 01 (2 1 0)

= (�.�.(2 + 1)(1 + 1)0)(�.(2 + 0)(1 + 0)0)

= (�.�.3 2 0)(�.2 1 0)

Za kaødym razem, gdy konwertujemy zwyk≥e wyraøenie e ze zmiennymi wolnymi x0, x1, . . . , xn

do wy-
raøenia de Bruijna, moøemy zamiast tego skonwertowaÊ �x0.�x1. . . .�xn

.e, co efektywnie przypisze kody
de Bruijna 0, 1, . . . , n zmiennym x0, x1, . . . , xn

, odpowiednio. Wówczas moøemy myúleÊ o redukowaniu
e jak o redukowaniu �x0.�x1. . . .�xn

.e, gdzie n �-wiπzaÒ jest ignorowanych. Tym sposobem moøemy
wykorzystywaÊ kody de Bruijna do redukowania wyraøeÒ ze zmiennymi wolnymi.


