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6. WYKEAD 6: RACHUNEK A: PROGRAMOWANIE W RACHUNKU A, KOMBINATOR PUNKTU STALEGO,
KODY DE BRUIIN’A.

6.1. Programowanie w rachunku \. Chcac rozwing¢ rachunek A do pelnowartosciowego jezyka funk-
cyjnego, musimy najpierw pokaza¢, w jaki sposéb mozna zakodowaé czesto uzywane datatypy takie jak
zmienne boole’owskie, liczby naturalne, czy listy w rachunku A. Jako za wszystkie wartosci w rachunku
A sa A-abstrakcjami, wszystkie wzmiankowane datatypy réwniez sa zakodowane z A-abstrakcjami. Gdy
raz zobaczymy w jaki sposob mozna zakodowaé¢ specyficzne datatypy, bedziemy mogli uzywac ich jak
wbudowanych datatypow.

6.1.1. Zmienne boole’owskie Churcha. Gtdéwna cecha charakteryzujaca zmienne boole’owskie jest mozli-
wos¢ wyboru jednej z dwoch réznych opcji. Na przyktad, boole’owska prawda dokonuje wyboru pierwszej
z dwoch mozliwych opcji, tak jak w wyrazeniu SML-a if true then e; else e;. Tym samym wartosci
boole’owskie w rachunku A, zwane tu wartosciami boole’owskimi Churcha, zapisujemy nastepujaco:

tt = MMt
ffo= MALS

Dalej, konstrukcja warunkowa if e then e; else ey jest definiowana nastepujaco:
if e then e else ea = eeqe,

Oto proste przyktady redukowania konstrukcji warunkowych przy uzyciu strategii wywotania wedtug
nazwy:
if tt then e; else s = ttejey = (AL Afb)eres — (Afer)es — e

if ff then ey else e = ffejes = (MAf.fletes —  (Af.flea — e

Operatory logiczne na zmiennych boole’owskich sg zdefiniowane nastepujaco:

and = Az \y.zyff
or = Axr.\y.rtty
not = Az.xfftt

Jako przyktad rozwazmy nastepujace ciagi redukeji ejes gdy e —* tt oraz e; —* ff, odpowiednio, przy
uzyciu strategii wywotania wedtug nazwy:

andejeq andejes
—* €1€2ﬂ: > €1€2ff
=% tteoff —* ffeoff
) —* ff
Ciag po lewej stronie pokazuje, ze jesli zachodzi e; —* tt, to ande;ey oznacza takg sama wartosé¢ prawdy,
co ey. Ciag po prawej stronie pokazuje, ze jesli zachodzi e; —* ff, to andejey wartosciuje sie do ff
niezaleznie od es.

6.1.2. Pary uporzgdkowane. Gtéwna cecha charakteryzujaca pary jest mozliwo$é¢ przechowania dwoch
niepowigzanych wartosci i odczytania kazdej z nich wtedy, gdy jest to konieczne. Tym samym chcac
reprezentowaé pare (e, e2), musimy zbudowaé A-abstrakcje, ktora zwraca e; lub eq, gdy zastosujemy ja
do tt i ff, odpowiednio. Operatory rzutowania traktuja pare jak A-abstrakcje i stosuja ja do tt albo ff.

pair = Ax. Ay \b.bxyff
fst = Ap.ptty
snd = A\p.pff
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Jako przyktad zredukujmy fst(pairejes) z uzyciem strategii wywolania wedtug nazwy. Zauwazmy, ze
para eje, wartosciuje sie do Ab.bejes, ktore z kolei oczekuje wartosci boole’owskiej b celem wyboru e
lub ey. Jezeli podstawimy tt w miejsce b, to woéwczas ejes zredukuje sie do e;.

fst(pairejes) +—  (pairejes)tt

> ()\b.beleg)tt

—  ttejeq

—* €1
6.1.3. Liczebniki Churcha. Gtéwna cechg charakteryzujaca liczbe naturalna n jest mozliwo$é przeka-
zania informacji, ze dana czynno$é¢ nalezy powtorzy¢ n razy. W przypadku rachunku A liczba n jest
zakodowana jako A-abstrakcja n zwana liczebnikiem Churcha, ktora bierze dang funkcje f i zwraca
fr=fofo...of. Zauwazmy, ze f° jest funkcja identycznoéciowa A\z.z, poniewaz f zastosowane 0 razy

n razy

do swego argumentu z niczego nie zmienia, tak wicc 1 jest sama funkcja identycznosciowa Af. f.

0 = MO = A

1 = MfY = M fzx
? = M2 = Mx.f(fz)
3

= M2 = A f(f(fr))

n o= M. " = M. f(f(f...(fx)...))
Jesli bedziemy odczytywac f jak S, to wowcezas n fx zwrdci nam reprezentacje liczby naturalnej n znana
z wezesniejszych wyktadow.

Zdefiniujmy teraz operacje arytmetyczne na liczbach naturalnych. Operacja dodawania addmn zwraca
m + n, czyli A-abstrakcje bioraca funkcje f i zwracajaca f™". Poniewaz f™1" moze by¢ zapisane jako
Az. f "y skonstruujemy add nastepujaco (celem odrdznienia liczb naturalnych, na przyktad liczby n,
od odpowiadajacych im postaci zakodowanych, na przyktad n, bedziemy uzywaé m i n jako zmiennych):

add = MR ARNf T
= MM Nf . f"T
= A Af Az f(f"x)
= M ARAf Az f(nfr)
Zauwazmy, ze f™ otrzymujemy jako mf (i analogicznie dla f™).

Operacja mnozenia moze by¢ zdefiniowana na dwa sposoby. Prosta sztuczka jest wykorzystanie row-

nosci m-n =m+m+ ...+ m. Innymi stowy m - n otrzymujemy przez dodanie m do zera doktadnie n
n F&fzy

razy. Jako ze addm jest w zalozeniu funkcjg dodajaca m do swego argumentu, zastosujemy addm do 0

doktadnie n razy celem otrzymania m - n — lub, réwnowaznie, zastosujemy (addri)™ do 0:

mult = M. i.(addm)™0

= M. An.a(addm)0
Drugi pomyst na zdefiniowanie tej samej operacji (ktéry w istocie moze by¢ prostszy do wymyslenia od
podanego przed chwila rozwiazania) polega na wykorzystaniu réwnania f™" = (f™)" = (mf)" = n(mf):

mult = A AR F.A(R)
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Operacja odejmowania jest trudniejsza do zdefiniowania niz poprzednie dwie. Przypusémy bowiem,
ze mamy zd zdefiniowang funkCJ(g poprzednika pred obliczajaca poprzednik danej liczby naturalnej: predn
zwracan — 1 jeslin > 0lub 0w przec1wnym wypadku. Cheac zdefiniowaé operacje odejmowania submn,
ktéra zwraca m — n jesli m > n lub 0 w przeciwnym wypadku, musimy zastosowaé pred do 7 doktadnie
n razy:

sub = M. An.pred"m
= Am.An.(npred)m

Pozostaje, oczywiscie, problem zdefiniowania funkcji pred. Zrobimy to przy uzyciu pomocniczej funkeji
next, ktora dla danej pary palrkm ignoruje k i zwraca par¢ pairmm + 1:

next = Ap.pair(sndp)(add(sndp)1)

Mozna pokazaé, ze stosujac next do pary pair00 dokladnie n razy otrzymamy pare pairn/—\lﬁ jeslin >0
(przy uzyciu pewnej strategii redukcyjnej):

nexto( ir00) —* paerO
next!(pair00) +—* pair0l
nextQ(paerO) —*  pairl2

next”(pair00) —* pairn — 17

Jako ze poprzednikiem zera jest tak czy inaczej zero, pierwszy sktadnik next"(pair@@) koduje poprzednik
n. Tym samym operacja pred jest zdefiniowana nastepujaco:

pred = An.fst(next"(pair00))
= \i.fst(next(pair00))

6.2. Kombinator punktu statego. Jako ze sita wyrazu rachunku A jest taka sama jak maszyn Tu-
ringa, kazda maszyna Turinga moze by¢ symulowana za pomocg pewnego wyrazenia w rachunku A.
W szczegdlnoscei istnieja wyrazenia w rachunku A, ktére odpowiadaja maszynom Turinga, ktére sie nie
zatrzymuja, jak rowniez istniejg maszyny Turinga obliczajace funkcje rekursywne.

Jest stosunkowo tatwo znalezé wyrazenie, ktorego redukcja si¢ nie zatrzymuje. Przypusémy bowiem,
ze chcemy znalezé wyrazenie omega takie, ze omega — omega. Jako ze redukuje sie do samego siebie,
jego redukcja nigdy sie nie skonczy. Przepiszmy omega jako (Az.e)e’ tak, aby [-redukcja mogta by¢
zastosowana do catego wyrazenie w. Otrzymujemy wowczas:

omega = (\z.e)e’ — [¢'/x]e = omega.

Réwnosé omega = [¢//z]e = (Az.e)e’ sugeruje, ze e = ¢” dla pewnego wyrazenia €” takiego, ze [¢//x]e” =
Az.e (oraz [¢//z]x = €):

omega = [¢//z]e
= |e//z](e"x) wobec e = €'z
= |¢/x]e"]e[x]x
= [¢//z]ee

= (Az.e)e wobec [¢//z]e” = Az.e
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Wobec e = €’z oraz [¢//z]e” = Azx.e otrzymujemy [¢’/z]e” = Azx.€”x. Podstawiajac ¢’ =z w [¢//x]e" =
Ax.€”’x otrzymujemy ¢ = Ax.zz. Tym samym omega moze by¢ zdefiniowana jak nastepuje:

omega = (Az.e)e
= (Az.e"x)e wobec e = €'z
= (Az.zx)e wobec ¢’ = x
()\ ) / b 1/

= (Az.zx)(Az.xx) wobec € = \r.xx

Teraz mozemy pokazaé, ze redukcja omega zdefiniowana jak wyzej nigdy sie nie zatrzyma.

Zobaczymy teraz w jaki sposéb mozemy definiowaé funkcje rekursywne w rachunku \. Zaczniemy od
zatozenia, ze mamy dany konstruktor funkcji rekursywnej funfz.e, ktéry definiuje funkcje rekur-
sywng f o argumencie x i zawartosci e. Zauwazmy, ze zawartos¢ e moze zawiera¢ odnosniki do f. Naszym
celem bedzie pokazanie, ze funfx.e jest w istocie stodzikiem syntaktycznym w takim sensie, ze moze
zostaé zapisany jako juz istniejace wyrazenie w rachunku A i tym samym jego dodanie nie zmienia sity
wyrazu rachunku \.

Jako roboczy przyktad rozwazmy funkcje silnia fac:

fac = fun f n.if eq n 0 then 1 else mult n(f(pred n))

Semantycznie f w zawartosci powyzszej funkcji oznacza definiowang wtasnie funkcje fac. Na poczatek
mechanicznie tworzymy A-abstrakcje FAC = A f.An.e z fac = funfn.e:

FAC = Af.An.if eq n 0 then 1 else mult n(f(pred n))

Zauwazmy, ze FAC ma zupelnie inna charakterystyke niz fac: podczas gdy fac bierze liczbe naturalna n
i zwraca inng liczbe naturalna, FAC bierze funkcje f i zwraca inna funkcje (gdyby fac oraz FAC mogty
mie¢ typy, fac miatby typ nat — nat, natomiast FAC mialby typ (nat — nat) — (nat — nat)).

Gléwny pomyst, na ktérym opiera sie konstrukcja funkcji FAC polega na tym, ze przy danej czeSciowej
implementacji f funkcji silnia, FACf zwraca poprawiong implementacje tej samej funkcji. Przypusémy
bowiem, ze f poprawnie oblicza silni¢ kazdej liczby naturalnej nie wigkszej od n. Wowcezas FACf popraw-
nie obliczy silnie z kazdej liczby naturalnej nie wiekszej od n+1 — jest to wiec istotna poprawa implemen-
tacji. Zauwazmy tez, ze FACf poprawnie oblicza silni¢ z zera, niezaleznie od f. W szczeg6élnosci nawet
wtedy, gdy wezmiemy przekazujaca mozliwie najmniej informacji funkcja f = An.omega (ktora niczego
nie robi, poniewaz nigdy niczego nie zwrdci), FACf poprawnie obliczy silnie z zera. Tym samym mozemy
sobie wyobrazi¢ nieskonczony cigg funkcji facy, facy, ..., fac;, ... zaczynajacy sie od faco = FACAn.omega
i kolejno wykorzystuje rownosé fac;,; = FACfac;:

facp, = FACAn.omega
fac, = FACfacy = FAC®*An.omega

fac, = FACfac = FAC3/\n.omega

fac; = FACfac,_; = FACi+1)\n.omega

Zauwazmy, ze fac; poprawnie oblicza silnie z kazdej liczby naturalnej nie wigkszej niz i. Wobec tego,
jesli w oznacza nieskonczona liczbe naturalna (o ktérej, w uproszczeniu, mozemy mysle¢ jak o liczbie
naturalnej wiekszej od dowolnej liczby naturalnej), mozemy wziaé¢ fac, jako poprawna implementacje
funkcji silnia fac, a zatem fac = fac,.

Kolejna wazna obserwacja, jaka poczynimy, jest nastepujaca: majac dang poprawng implementacje
funkcji silnia fac, FACfac zwraca nows poprawng implementacje funkcji silnia. Innymi stowy, jesli fac jest
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poprawng implementacjg funkcji silnia, to woéwczas
An.if eq n 0 then 1 else mult n(fac(pred n))

jest réwniez poprawng implementacjg funkcji silnia. Jako ze obydwie funkcje sg de facto identyczne w
takim sensie, ze zwracaja taki sam wynik po zastosowaniu do dowolnego argumentu, mozemy zapisac
fac = FACfac. Jesli podstawimy fac, za fac w rownaniu, otrzymamy fac, = fac,,1, co réwniez ma sens,
jako ze w < w + 1 wobec definicji dodawania oraz w + 1 < w wobec definicji liczby w.

Wydaje sie zatem, ze FAC zawiera wszelka informacje potrzebng do obliczenia fac = fac, = FACfac.
Istotnie, okazuje sie, ze fac otrzymujemy przez zastosowanie kombinatora punktu statego fix do FAC,
czyli ze fac = fixFAC, gdzie fix jest zdefiniowany nastepujaco:

fix = AF.Af.FAx.ffz))Af.F(Ax.f fz))
Zaktadamy tutaj uzycie stratego wywotania wedtug wartosci. Dla strategii wywotania wedtug nazwy
upraszczamy Az.f fxr do ff i stosujemy nastepujacy kombinator punktu statego fixcpn:

fixepn = AFE.ALF(Ff)ONLF(fS))

Aby zrozumie¢ jak dziata kombinator punktu statego fix musimy najpierw zrozumie¢ pojecie punktu
statego. Punktem statym funkcji f bedziemy nazywali wartosé v taka, ze v = f(v). Na przyktad punktem
statym funkcji f(z) =2 — x jest 1, poniewaz f(1) = 1. Tak jak wskazuje sama nazwa, fix bierze funkcje
F (ktéra sama zamienia funkcje f na nowa funkcje f’) i zwraca jej punkt staly. Innymi stowy, fixF' jest
punktem statym F"

fixE' = F(fixF)
Nieformalnie wyrazenie po lewej stronie zamienia sie w wyrazenie po prawej stronie poprzez ciagg naste-
pujacych krokéw, w ktorych uzywamy symbolu ~ do podkreslenia braku rygoru formalnego, ktory nie
jest dostatecznie uzasadniony sama tylko [-redukcja:

fixk" — gg gdzie g = A\f.F(\x.f fz)
= (\fF(A\z.ffz))g
= F(A\zr.ggx)
~ F(g9) poniewaz \r.ggr =~ gg
~ F(fixF) poniewaz fixF' — gg

Mozemy teraz wyjasni¢, dlaczego fixFAC zwraca implementacje funkcji silnia. Zgodnie z natura kom-

binatora punktu statego fix mamy
fixFAC = FAC(fixFAC).

Innymi stowy, fixFAC zwraca funkcje f spelniajaca warunek f = FACf, a wigc doktadnie ten warunek,
jaki musi spelia¢ fac. Tym samym mozemy traktowaé fixFAC réwnowaznie z fac.

Inny sposéb wyjasnienia zachowania fixFAC jest nastepujacy: przypusémy, ze chcemy obliczy¢ facn dla
dowolnie duzej liczby naturalnej n. Poniewaz fixFAC jest punktem statym FAC, otrzymujemy nastepujace
roéwnanie:

fixFAC = FAC(fixFAC)
FAC(FAC(fixFAC)) = FAC*(fixFAC)
= FAC*(FAC(fixFAC)) = FAC*(fixFAC)

= FAC"(FAC(fixFAC)) = FAC"!(fixFAC)

Kluczowa jest tu nastepujaca obserwacja: FAC" ™ (fixFAC) poprawnie oblicza silnie dowolnej liczby natu-
ralnej nie wickszej od n niezaleznie od tego, co robi fixFAC. Jako ze fixFAC = FAC™™! (fixFAC), widzimy
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ze fixFAC poprawnie oblicza silnie dowolnej liczby naturalnej. Innymi stowy, fixFAC robi doktadnie to
samo, co fac.

Reasumujac, chcac zakodowaé funkcje rekursywng funfz.e w rachunku A, zaczynamy od A-abstrakcji
F = \f.\x.e, a nastepnie fixF' automagicznie zwraca funkcje zachowujacg sie tak samo, jak funfz.e.

6.3. Kody de Bruijna. Jako ze A-abstrakcje maja w zalozeniu oznacza¢ funkcje matematyczne z for-
malnymi argumentami, nazwy zmiennych powinny by¢ integralng czescig syntaksu rachunku A. Na przy-
ktad, wydaje si¢ nieuniknione, aby w uzy¢ formalny argument, powiedzmy x, przy definiowaniu funkcji
identyczno$ciowej. Z drugiej strony wyboér konkretnej nazwy dla zmiennej nie ma wplywu na znacze-
nie A-abstrakcji. Na przyktad Ax.z oraz A\y.y oznaczaja taka samag funkcje identycznosciows, aczkolwiek
uzywaja roznych nazw argumentéw. W ogélnosci a-konwersja pozwala nam na przepisanie dowolnej -
abstrakcji do postaci nowej A — abstrakcji z inng nazwg zmiennej zwigzanej. Obserwacja ta pozwala
przypuszczacd, ze istnieje sposob reprezentowania zmiennych w rachunku A bez uzycia konkretnych nazw
zmiennych. Przyktadem takiej beznazwowej interpretacji zmiennych sg kody de Bruijna.

Gléwny pomyst wykorzystywany przez kody de Bruijna polega na przypisaniu kazdej zmiennej liczby
catkowitej, zwanej kodem de Bruijna, zamiast nazwy. Kody de Bruijna moga by¢ w szczegdlnosci ujemne,
ale zajmiemy sie tu tylko dodatnimi kodami. Z grubsza biorac kod de Bruijna zlicza A\-wigzania takie
jak Az, Ay oraz Az lezace pomiedzy dang zmienng a odpowiadajacym jej jednoznacznie wyznaczonym
A-wigzaniem. Na przyktad, r w zawartosci Az.x ma przypisany kod de Bruijna 0, poniewaz pomie¢dzy z
oraz Ax nie wystepuje zadne A\-wigzanie. Z drugiej strony x w zawartosci Az.\y.xy ma kod de Bruijna
1, poniewaz pomiedzy x oraz Ax wystepuje jeszcze A-wigzanie Ay. Tym samym kod de Bruijna zmiennej
okresla jej wzgledne potozenie wobec odpowiadajacego jej A-wiazania. W konsekwencji widaé, ze taka
sama zmienna moze mie¢ przypisane réozne wartosci kodéw de Bruijna w zaleznosci od swego potozenia.

Jako ze wszystkie zmienne sa teraz reprezentowane przez liczby catkowite , nie ma potrzeby wprowa-
dzania explicite zmiennych w A-abstrakcjach. W istocie jest to niemozliwe, poniewaz tej samej zmiennej
mogg zostaé przyporzadkowane rozne kody de Bruijna. Tym samym wyrazenia z kodami de Bruijna,
albo — jak je bedziemy nazywa¢ — wyrazenia de Bruijna, sa zdefiniowane indukcyjnie jak nastepuje:

wyrazenie de Bruijna M == n|A\.M|M M
kod de Bruijna n == 0[12]...

Dla wyrazen de Bruijna bedziemy uzywali metazmiennych M i N, zas dla kodéw de Bruijna metazmien-
nych m, n oraz 1.

Bedziemy pisali e =45 M dla oznaczenia, ze zwykle wyrazenie e jest konwertowane do wyrazenia de
Bruijna M. Czasami wystarczy dostownie policzy¢ liczbe A-wiazan pomiedzy poszczegdlnymi zmiennymi
i odpowiadajacymi im A-wigzaniami, tak jak w nastepujacych przyktadach:

L. =dB A0
AT Y.y =48 AA10
Ar.x(Ay.xy) =4 A0(N.10)

W ogélnosci, wszelako, konwertowanie zwyktego wyrazenia e do wyrazenia de Bruijna wymaga jednak
zinterpretowania e jako obiektu o strukturze pewnego drzewka, nie zas obiektu o strukturze liniowe;j.
Jako przykltad rozwazmy wyrazenie Az.(x(Ay.zy))(Az.x2). Liczac bezposrednio A-wiazania otrzymujemy
wyrazenie de Bruijna A.(0(A.1 0))(A.2 0), w ktérym ostatnie wystapienie zmiennej x ma przypisany
btedny kod de Bruijna 2, wynikajacy ze zliczenia Ay oraz Az. Intuicyjnie czujemy jednak, ze ostatnie
wystapienie zmiennej x musi mie¢ przypisany kod de Bruijna 1, poniewaz odpowiadajace jej A»-wigzanie
moze by¢ zlokalizowane z pominigciem A-wigzania A\y. Tym samym prawidlowa metoda konwertowa-
nia wyrazenia e do wyrazenia de Bruijna polega na zliczeniu \-wigzan wystepujacych pomiedzy dang
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zmienng a odpowiadajacym jej A-wigzaniu wystepujacym w reprezentacji e jako drzewa. Na przyktad
Az (x(Ay.zy))(Az.x2) =48 A.(0(A.1 0))(A.1 0), zgodnie z ponizsza ilustracja:

AT. A.

Q@ Q@
Q@ Az. @ A
VRN /N
x Y. Q 0 A Q
/ \
Q x / \ z a 1 0
/ \
i / \ , . 0
6.4. Podstawianie. Celem wykorzystania kodéw de Bruijna do implementowania semantyki operacyj-
nej rachunku A, bedziemy potrzebowaé definicje podstawiania dla wyrazen de Bruijna, z ktorej, z kolei,

bedziemy w stanie wywies¢ definicje S-redukcji. Chcemy mianowicie zdefiniowaé oo(M, N) tak, aby za-
chodzit nastepujacy zwiazek:

=dB

()\E.e)e’ — [e’_/:c]e

(AM)N +— ao(M,N)

Innymi stowy, stosujac A\.M do N, lub podstawiajac N za zmienng zwigzang w \.M, otrzymyjemy
oo(M, N) (znaczenie indeksu 0 w og(M, N) zostanie wyjasnione pozniej).

Zamiast zaczyna¢ od kompletnej definicji og(M, N), zaczniemy od kilku prostych przyktadéw, ktore
wykorzystamy do poprawienia pierwotnej naiwnej wersji definicji. Rozwazmy nastepujacy przyktad, w
ktorym redeks jest podkreslony:

Az \y.(Az.zyz) Awaw) — Az y.zy(Aw.w)

=dB =dB
)\.)\.()\.2 1 0)()\.0) — )\)\.10()\.0)

Zauwazmy, ze 0, ktore odpowiada zmiennej zwigzanej z w A-abstrakcji Az.x y z, jest zamieniona przez
argument A.0. Pozostate kody 1 oraz 2 sg zmniejszone o 1, poniewaz A\-wiazanie Az znika. Te dwie
obserwacje prowadza nas do nastepujacej czesciowej definicji og(M, N):

O'()(MlMQ,N) = Uo(Ml,N)Uo(MQ,N)
00<O,N) = N
oo(m, N) m

-1 jesli m > 0.
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Aby zobaczy¢ jak definiujemy pozostalty przypadek og(A.M, N), rozwazmy nastepujacy przyktad, w
ktorym redeks jest podkreslony:
Az y.(Az.( Az y z w))Awaw) — Az Ay.(Au.x y(Aw.w)u)

=dB =dB

ALAA3 2100 = AAA2 1(A0)0)

Zauwazmy, ze — inaczej niz w pierwszym przyktadzie — 0 pozostaje nietknicte, poniewaz odpowiada do
zmiennej zwiazanej u w Au.x y z u, podczas gdy 1 odpowiada z i tym samym jest zamienione przez A.0.
Powodem dla ktérego 1 jest teraz zastapione przez A.0 jest to, ze kod de Bruijna m poza A\.M wskazuje
na taka sama zmienng jak m + 1 wewnatrz A.M, to znaczy wewnatrz M. Ta obserwacja prowadzi nas
do réwnania og(A\.M, N) = \.oy (M, N), gdzie o1(M, N) jest zdefiniowane jak nastepuje:

0'1(M1M2,N) = 0'1(M1,N)O'1(M2,N)
0,N) = 0
(1,N) = N
(m, N) m

01
01
o1 -1 jeslim > 1.

W powyzszych dwoch przykladach zobaczyliSmy, ze indeks n w o, (M, N) pelni role wskaznika ”gra-
nicznego”: m pozostaje bez zmian, jesli m < n, jest zastepowane przez N, jesli m = n i jest zmniejszane
o 1, jesli m > n. Alternatywnie mozemy spojrze¢ na n w o, (M, N) jako na liczbe A-wiazan otaczajacych
M tak, jak ilustruje ponizszy wzor:

G0N .. N\, M, N) = AN....\,0,(M,N)

n n

Ponizsza definicja o, (M, N) wykorzystuje n jako wskaznik graniczny i uogélnia zwiazek pomiedzy
oo(A.M, N) oraz X\.oy(M,N):

O'n<M1M2,N) = O'n<M1,N)O'n(M2,N)
on(AM,N) = Ao,11(M,N)
on(m,N) = m jesli m < n,
on(n,N) = N
on(m,N) = m-—1 jesli m > n.

Ponizszy przyktad taczy dwa podane powyzej:

Az Y. (Az.(Aux y z u)(x y 2)(Awaw) — Az y.(Auz y(Aw.w)u)(zy(Aw.w))

AX(A(A3 2?5)(2 1 0))(\.0) > AN(A2 1(55330)(1 0(1.0))

Dzigki uzyciu kodéw de Bruijna mozemy wyeliminowaé uzycie a-konwersji, poniewaz nigdy nie wystapi
konflikt pomiedzy zmiennymi zwigzanymi. Mowigc krotko, nie ma potrzeby zmieniania nazw zmiennych
zwigzanych, albowiem zmienne zwigzane tak czy inaczej nie majg juz nazw.

6.5. Przesuniecia. Jakkolwiek podana przed chwila definicja o, (M, N) bedzie poprawnie funkcjonowa-
ta, gdy N jest zamknieta, moze jednak nie dziata¢ gdy N bedzie reprezentowato wyrazenie ze zmiennymi
wolnymi. Mowiac doktadniej, réwnosé o,(n, N) = N przestaje by¢ prawdziwa gdy n > 0 i N reprezentu-
je wyrazenie ze zmiennymi wolnymi. Rozwazmy bowiem nastepujacy przyktad, w ktérym redeks zostalt



55

podkreslony:
Az y.(Az.(Au.z)z) dw.z y w) — Az Ay.(Auww.x y w)(dw.x y w)
=dB =dB
ALNAADO(A210) ANANZ 20)(A.210)

Poprzednia definicja o, (M, N) daje niewlasciwy rezultat, poniewaz o1(1,A.2 1 0) daje A.2 1 0 zamiast
A3 20:
(A (A1)0)(A210) — o00((A.1)0,A.210)
= 0p(A.1,A.210)00(0,A.2 10)
= (Ao1(1,A.210))00(0,A.210)
= (AX210)(N\210)
# (AA320)(A210)

Aby zobaczyé¢, dlaczego w ogdlnosei nie jest prawdziwy wzér o, (n, N) = N, przypomnjmy, ze indeks
n w o,(n, N) oznacza liczbe A\-wiazan otaczajacych kod de Bruijna n:

G0N ... A, N) = A\ ...\ 0n(n, N)

n n

Wobec tego wszystkie kody de Bruijna w N odpowiadajace zmiennym wolnym musza by¢ przesunigte o
n po podstawieniu tak, aby poprawnie pomijaly n \-wigzan otaczajacych kod de Bruijna n. Na przyktad:
oo(AN .. A, m) = AN .. N op(n,m) = AN ... A m+n

—— —— ——

n n n

(tutaj przez m + n rozumiemy pojedynczy kod de Bruijna dodajacy m do n, nie za$ zlozone wyrazenie
de Bruijna skladajace sie z m, n oraz +).

Oznaczmy przez 7" (N) przesuniecie o n wszystkich kodéw de Bruijna w N odpowiadajacych zmiennym
wolnym. Mozemy teraz zastosowaé¢ wzor o, (n, N) = 7(N) w miejsce o,(n, N) = N. CzeSciowa definicja
7"(N) dana jest przez warunki:

Tn(NlNQ) = Tn(Nl)Tn(NQ)
™(m) = m+n

Pozostaty przypadek 7™(A\.N) nie moze by¢, niestety, zdefiniowany indukcyjnie w oparciu o 7"(/N) na
przykltad jako 7(A.N) = A\.7"(N). Powodem tego jest fakt, ze wewnatrz N nie kazdy kod de Bruijna
odpowiada zmiennej wolnej: 0 odpowiada A-wiazanie w A.N i tym samym musi pozosta¢ niezmienione.

Powyzsza obserwacja sugeruje koniecznos¢ wprowadzenia jeszcze jednego indeksu ”granicznego” po-
zwalajacego rozpoznawaé, czy dany kod de Bruijna odpowiada zmiennej wolnej, czy nie. Na przyktad,
jesli wskaznik graniczny dla A.N réwny jest 0, powinien zwigkszy¢ sie o 1 wewnatrz N. Tym samym
powinnismy wprowadzi¢ ogdlniejsza notacje 7;*(N) dla przesuniecia o n wszystkich kodéw de Bruijna
wewnatrz N odpowiadajacych zmiennym wolnym, gdzie kod de Bruijna m w N dla m < i nie liczy sie
jako zmienna wolna. Formalnie definicja 7]*(N') bedzie nastepujaca:

7' (NiN2) = 7" (N1) 7' (V)
T (AN) = A7/ (N)
'(m) = m+n jeslim >4
(m) = m jesli m < 4.

Tym samym kompletna definicja o,,(M, N) bedzie nastepujaca:
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O'n<M1M2,N) = O'n(Ml,N)O'n(MQ,N)
on(AM,N) = Xo,11(M,N)
on(m,N) = m jesli m < n,
on(m N) = ()
on(m,N) = m-—1 jesli m > n.

Wracajac do omawianego wezesniej przyktadu widzimy, ze teraz (A.(A.1)0)(A.2 1 0) zredukuje si¢
poprawnie:

(A(A1)0)(A210) — oo((A\.1)0,A.210)
= 0o(A.1,A.210)00(0,A.2 10)
(A.o1(1,A.210))00(0,A.210)
(A73(1,2.2 1 0))75(0, 1.2 1 0)
= (AAT(210)AT(210)
(
(

AN(2+ 1)(1 + 1)0)(A.(2 + 0)(1 + 0)0)
A3 20)(A210)

Za kazdym razem, gdy konwertujemy zwykle wyrazenie e ze zmiennymi wolnymi xg, xy, ..., x, do wy-
razenia de Bruijna, mozemy zamiast tego skonwertowac¢ A\zg.A\x;. ... A\x,.e, co efektywnie przypisze kody
de Bruijna 0,1,...,n zmiennym xg, 2, ..., x,, odpowiednio. Wéwczas mozemy mysle¢ o redukowaniu
e jak o redukowaniu Azg.A\z;....Ax,.e, gdzie n A-wigzan jest ignorowanych. Tym sposobem mozemy
wykorzystywaé kody de Bruijna do redukowania wyrazen ze zmiennymi wolnymi.



