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5. Wyk≥ad 5: Wprowadzenie do rachunku �.

Na dzisiejszym wyk≥adzie zajmiemy siÍ rachunkiem �, czyli podstawowym rachunkiem wykorzysty-
wanym przez jÍzyki funkcyjne, w tym oczywiúcie przez SML. DziÍki niemu bÍdziemy potrafili uchwyciÊ
najwaøniejsze mechanizmy dzia≥ania jÍzyków funkcyjnych, a zatem zrozumieÊ podstawy teorertyczne ich
funkcjonowania. Zgodnie z tezamu Churcha-Turinga (o których potem), si≥a wyrazu rachunku � jest tak
samo duøa, jak abstrakcyjnych maszyn Turinga, wszelako jego syntaks jest istotnie ≥atwiejszy. Na po-
czπtek zajmiemy siÍ przedyskutowaniem syntaksu rachunku �, a potem pokaøemy, w jaki sposób moøna
w nim pisaÊ programy.
Zanim zaczniemy, omówimy pokrótce róønicÍmiÍdzy syntaksem abstrakcyjnym i syntaksem kon-
kretnym. Syntaks konkretny specyfikuje który ciπg znaków zostanie zaakceptowany jako prawid≥owo
napisany program (a wiÍc program nie wywo≥ujπcy b≥edów syntaksu), a który zostanie odrzucony jako
program nieprawid≥owy (a wiÍc zg≥aszajπcy b≥Ídy syntaksu). Na przyk≥ad, zgodnie z konkretnym syn-
taksem SML, ciπg znaków ˜1 zostanie zinterpretowany jako liczba ca≥kowita �1, natomiast ciπg znaków
�1 zostanie zinterpretowany jako operator � zastosowany do argumentu ca≥kowitego 1 (co w dalszej ko-
lejnoúci doprowadzi do b≥Ídu). Parser implementujπcy konkretny syntaks zwykle t≥umaczy kod üród≥owy
na odpowiednie drzewka. Na przyk≥ad, kod üród≥owy 1+ 2 ⇤ 3 bÍdzie przet≥umaczony na:
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oczywiúcie po wczeúniejszym uwzglÍdnieniu regu≥ pierwszeÒstwa operatorów. Tego typu drzewka nazywaÊ
bÍdziemy drzewami abstrakcyjnego syntaksu, które powstajπ niezaleønie od szczegó≥ów parsowania
(takich jak regu≥y ≥πcznoúci czy pierwszeÒstwa operatorów) i skupiajπ siÍ na strukturze kodów üród≥o-
wych; abstrakcyjny syntaks jest po prostu syntaksem dla takich struktur drzewek.
Jakkolwiek konkretny syntaks jest nieodzownπ czÍúciπ projektowania jÍzyka programowania, nie bÍ-
dziemy siÍ nim wcale zajmowaÊ na tym wyk≥adzie. Zamiast tego skupimy siÍ ca≥kowicie na abstrakcyjnym
syntaksie i skoncentrujemy siÍ na aspektach rachunkowych projektowania jÍzyków programowania. Na
przyk≥ad, nie bÍdziemy zbytnio zastanawiali siÍ, dlaczego 1+ 2 ⇤ 3 oraz 1+ (2 ⇤ 3) sπ zamieniane przez
parser na taki sam abstrakcyjny syntaks jak pokazany na drzewku powyøej. Celem zrozumienia w jaki
sposób obliczamy wartoúÊ kaødego z powyøszych wyraøeÒ, w zupe≥noúci wystarczy ograniczyÊ siÍ do
rozwaøania abstrakcyjnego syntaksu.

5.1. Abstrakcyjny syntaks rachunku �. Abstrakcyjny syntaks dla rachunku � dany jest nastÍpujπco:

wyraenie e ::= x|�x.e||ee
• Wyraøenie x jest nazywane zmiennπ. Moøemy oczywiúcie uøyÊ innych nazw dla zmiennych, na
przyk≥ad z, s, t, f , arg, accum itd. Mówiπc úciúle, x jest metazmiennπ w indukcyjnej definicji
wyraøenia.

• Wyraøenie �x.e jest nazywane �-abstrakcjπ, albo po prostu funkcjπ, która oznacza funkcjÍ
matematycznπ, której formalnym argumentem jest x, a której zawartoúÊ zadana jest przez e.
Moøemy myúleÊ o �x.e jak o wewnÍtrznej reprezentacji funkcji w SML bez nazwy danej przez
fn x => e w abstrakcyjnym syntaksie. Mówimy, øe zmienna x jest zwiπzana w �-abstrakcji �x.e
(dok≥adnie tak, jak zmienna x jest zwiπzana w funkcji SML fn x => e).
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• Wyraøenie e1e2 jest nazywane �-aplikacjπ lub po prostu aplikacjπ, która oznacza zastosowa-
nie funkcji (o ile moøemy w jakiú sposób pokazaÊ, øe e1 jest równowaøne pewnej �-abstrakcji).
Moøemy myúleÊ o e1e2 jak o wewnÍtrznej reprezentacji zastosowania funkcji w SML w abstrak-
cyjnym syntaksie. Tak jak w SML, aplikacje sπ ≥πcznej z lewej strony, a zatem e1e2e3 czytamy
jak (e1e2)e3, a nie e1(e2e3).

Zakres �-abstrakcji rozciπga siÍ tak daleko w prawo, jak tylko jest to moøliwe. Oto garúÊ przyk≥adów:
• �x.xy jest takim samym wyraøeniem, jak �-abstrakcja �x.(xy), której zawartoúciπ jest xy. Nie
naleøy jej rozumieÊ jak aplikacji (�x.x)y.

• �x.�y.xy jest takim samym wyraøeniem, jak �x.�y.(xy) = �x.(�y.(xy)). Nie naleøy jej rozumieÊ
jak aplikacji (�x.�y.x)y.

Jak siÍ okazuje, kaøde wyraøenie w rachunku � oznacza pewnπ funkcjÍ matematycznπ. Dok≥adniej,
oznaczenie kaødego wyraøenia w rachunku � jest funkcjπ matematycznπ. Poniøej zobaczymy, w jaki
sposób moøna okreúliÊ jednoznacznie wyznaczone funkcje matematyczne odpowiadajπce wyraøeniom
w rachunku �, obecnie zaú spróbujemy wyrobiÊ sobie odpowiedniπ intuicjÍ poprzez rozwaøenie kilku
przykladów �-abstrakcji.
Naszym pierwszym przyk≥adem niech bÍdzie funkcja identycznoúciowa:

id = �x.x

id jest funkcjπ identycznoúciowπ, albowiem przy danym argumencie x zwraca wartoúÊ x bez øadnych
dodatkowych obliczeÒ. Tak jak funkcje wyøszego rzÍdu w SML, �-abstrakcje mogπ zwracaÊ inne �-
abstrakcje jako wartoúci. Na przyk≥ad, tt zdefiniowane poniøej argumentowi t przyporzπdkowuje �-
abstrakcjÍ �f.t, która ignoruje swój w≥asny argument; Ä z kolei ignoruje swój w≥asny argument i przy-
porzπdkowuje �-abstrakcjÍ �f.f :

tt = �t.�f.t = �t.(�f.t)

tt = �t.�f.f = �t.(�f.f)

Podobnie �-abstrakcja moøe przyjmowaÊ innπ �-abstrakcjÍ jako argument. Na przyk≥ad, poniøsza
�-abstrakcja przyjmuje innπ �-abstrakcjÍ s, która nastÍpnie jest stosowana do z:

one = �s.�z.sz = �s.(�z.(sz)).

5.2. Semantyka operacyjna rachunku �. Semantyka danego jÍzyka programowania odpowiada na
pytanie, jakie jest ”znaczenie” danego programu. Jest to waøna kwestia przy projektowaniu oprogramo-
wania, albowiem brak formalnej semantyki moøe skutkowaÊ potencjalnπ niejednoznacznoúciπ w dzia≥aniu
interpretera. Mówiπc wprost, brak formalnej semantyki sprawia, øe odczytanie znaczenia pewnych pro-
gramów staje siÍ ca≥kowicie niemoøliwe. Øeby by≥o ciekawiej, nie kaødy jÍzyk ma zdefiniowanπ formalnπ
semantykÍ. Na przyk≥ad (co moøe by dla Was zaskoczeniem) jÍzyk C jest pozbawiony formalnej seman-
tyki – w rezultacie ten sam program w jÍzyku C moøe róønie siÍ zachowywaÊ w zaleønoúci od stanu, w
jakim znajduje siÍ urzπdzenie, na którym jest uruchamiany.
Istniejπ trzy podejúcia do formu≥owania semantyki jÍzyków programowania: semantyka opisowa,
semantyka aksjomatyczna i semantyka operacyjna. Na tym wyk≥adzie zajmiemy siÍ wy≥πcznie
semantykπ operacyjnπ, ze wzglÍdu na jej bliski zwiπzek z osπdami i regu≥ami wnioskowania. Podejúcie to
ma teø tÍ zaletÍ, øe w bezpoúredni sposób odzwierciedla implementacjÍ jÍzyków programowania (a wiÍc
interpretery i kompilatory).
Ogólnie rzecz biorπc, semantyka operacyjna jÍzyka programowania specyfikuje w jaki sposób moøna
zamieniÊ program na wartoúÊ poprzez ciπg ”operacji”. W przypadku rachunku �, wartoúci sk≥adajπ
siÍ z �-abstrakcji, natomiast ”operacje” zwane sπ redukcjami. Tym samym semantyka operacyjna
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rachunku � okreúla w jaki sposób moøna zredukowaÊ wyraøenie e do wartoúci v, gdzie v zdefiniowane
jest nastÍpujπco:

value v ::= �x.e

WartoúÊ v bÍdziemy rozumieli jako znaczenie e. Jako øe �-abstrakcja oznacza funkcjÍ matematycznπ
wynika stπd, øe kaøde wyraøenie w rachunku � oznacza funkcjÍ matematycznπ.
PamiÍtajπc o ogólnej idei, jaka nam przyúwieca, zdefiniujmy teraz formalnie redukcje wyraøeÒ. Wpro-
wadümy mianowicie osπd redukcji postaci e 7! e0 nastÍpujπco:

e 7! e0 , e redukuje siÍ do e0

Oznaczmy przez 7!⇤ domkniÍcie przechodnio-zwrotne relacji 7! (a wiÍc najmniejszπ relacjÍ przechodniπ i
zwrotnπ, zawierajπcπ 7!; nietrudno sprawdziÊ, øe e 7!⇤ e0 zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy dla pewnych
e1, . . . , en zachodzi e 7! e1 7! . . . 7! e

n

7! e0. BÍdziemy mówili, øe e przyjmuje wartoúÊ v, gdy zachodzi
e 7!⇤ v.
Zanim przejdziemy do podania regu≥ wnioskowania, zastanówmy siÍ, jakiego rodzaju wyraøenia po-
winny daÊ siÍ redukowaÊ do innych wyraøeÒ. Oczywiúcie zmienne i �-abstrakcje nie powinny byÊ redu-
kowalne:

x 67! .

�x.e 67! .

(symbol e 67! . oznacza, øe e nie redukuje siÍ do innego wyraøenia). Kiedy powinniúmy byÊ w stanie
zredukowaÊ aplikacjÍ e1e2? Jeøeli bÍdziemy myúleÊ o niej jak o wewnÍtrznej reprezentacji aplikacji funk-
cji SML, moøemy jπ zredukowaÊ tylko wtedy, gdy e1 reprezentuje funkcjÍ SML. Tym samym jedyny
kandydat na redukowalnπ aplikacjÍ jest postaci (�x.e01)e2.
Jeøeli bÍdziemy myúleÊ o �x.e01 jak o funkcji matematycznej o argumencie x i zawartoúci e01, najbardziej
naturalnym sposobem redukcji (�x.e01)e2 jest podstawienie e2 w kaødym miejscu wystÍpowania e01 lub,
równowaønie, przez zastπpienie kaødego wystπpienia x w e01 przez e2 (od tego momentu nie bÍdziemy siÍ
przejmowaÊ tym, czy e2 jest wartoúciπ, czy nie). Wobec tego moøemy wprowadziÊ podstawienie [e0/x]e
nastÍpujπco:
[e0/x]e jest zdefiniowane jako wyraøenie powsta≥e przez zastπpienie kaødego wystπpienia x w e przez e0

[e0/x]e moøe byÊ równieø odczytywane jako ”zastosowanie podstawienia [e0/x] do e.” Uzasadnia to na-
stÍpujπcπ redukcjÍ:

(�x.e)e0 7! [e0/x]e

gdzie redukowane wyraøenie, a mianowicie (�x.e)e0, zwane jest redeksem. Ze wzglÍdów historycznych,
powyøsza redukcja zwana jest �-redukcjπ.
Jakkolwiek to co zauwaøyliúmy powyøej moøe wydawaÊ siÍ proste, precyzyjna definicja podstawienia

[e0/x]e jest o wiele subtelniejsza i zajmiemy siÍ niπ bardziej szczegó≥owo na kolejnym wyk≥adzie, ograni-
czajπc siÍ obecnie tylko do prostych przyk≥adów. Oto kilka �-redukcji, redeks dla kaødego kroku zosta≥
podkreúlony:

(�x.x)(�y.y) 7! �y.y

(�t.�f.t)(�x.x)(�y.y) 7! (�f.�x.x)(�y.y) 7! �x.x

(�t.�f.f)(�x.x)(�y.y) 7! (�f.f)(�y.y) 7! �y.y

(�s.�z.sz)(�x.x)(�y.y) 7! (�z.(�x.x)z)(�y.y) 7! (�x.x)(�y.y) 7! �y.y

�-redukcja jest podstawowπ zasadπ pozwalajπcπ redukowaÊ wyraøenia, jednakøe nie moøna z niej
otrzymaÊ jednoznacznie wyznaczonych regu≥ wnioskowania dla osπdu e 7! e0. Innymi s≥owy, w ogólnoúci
moøe byÊ wiÍcej niø jeden sposób na zastosowanie �-redukcji do danego wyraøenia, lub, równowaønie,
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dowolne wyraøenie moøe zawieraÊ w sobie wiele redeksów. Na przyk≥ad, wyraøenie (�x.x)((�y.y)(�z.z))
zawiea dwa redeksy:

(�x.x)((�y.y)(�z.z)) 7! (�y.y)(�z.z) 7! �z.z

(�x.x)((�y.y)(�z.z)) 7! (�x.x)(�z.z) 7! �z.z

W pierwszym przypadku, wyraøenie które redukujemy jest postaci (�x.e)e0 i bezpoúrednio stosujemy �-
redukcjÍ do ca≥ego wyraøenie celem otrzymania [e0/x]e. W drugim przypadku, stosujemy �-redukcjÍ do
e0, które samo jest redeksem; gdyby e0 nie by≥o redeksem (na przyk≥ad, gdyby e0 = �t.t), drugi przypadek
nie by≥by moøliwy. Oto jeszcze jeden przyk≥ad wyraøenia zawierajπcego dwa redeksy:

(�s.�z.sz)((�x.x)(�y.y)) 7! �z.((�x.x)(�y.y))z 7! �z.(�y.y)z 7! �z.z

(�s.�z.sz)((�x.x)(�y.y)) 7! (�s.�z.sz)(�y.y) 7! �z.(�y.y)z 7! �z.z

Tym samym w procesie redukowania wyraøenia do wartoúci moøemy byÊ w stanie zastosowaÊ �-redukcjÍ
na wiele moøliwych sposobów. Jako øe nie bÍdziemy chcieli stosowaÊ �-redukcji tylko w jeden, úciúle okre-
úlony sposób, bÍdziemy potrzebowali pewnych strategii redukcyjnych tak, aby móc usystematyzowaÊ
zastosowanie �-redukcji.
Skupimy siÍ na dwóch strategiach redukcji:wywo≥aniem wed≥ug nazwy (call-by-name) orazwywo-
≥aniem wed≥ug wartoúci (call-by-value). Z grubsza biorπc, strategia wywo≥ania wed≥ug nazwy zawsze
redukuje redeks po≥oøony najbardziej na lewo i na zewnπtrz. Mówiπc úciúlej, przy danym wyraøeniu e1e2,
strategia sprawdza, czy e1 jest �-abstrakcjπ �x.e01. Jeúli tak, to stosuje �-redukcjÍ do ca≥ego wyraøenia
celem uzyskania [e2/x]e01. W przeciwnym razie próbuje zredukowaÊ e1 z zastosowaniem tej samej strategii
redukcyjnej bez rozwaøania e2; jeøeli w dalszym toku e1 bÍdzie redukowa≥o siÍ do wartoúci (która bÍdzie
musia≥a byÊ �-abstrakcjπ), strategia zastosuje �-redukcjÍ do ca≥ego wyraøenia. W konsekwencji drugie
podwyraøenie w aplikacji (to znaczy e2 w e1e2) nigdy nie bÍdzie zredukowane. Strategia wywo≥ania we-
d≥ug wartoúci jest podobna do strategii wywo≥ania wed≥ug nazwy, ale redukuje drugie podwyraøenie w
aplikacji do wartoúci v po zredukowaniu pierwszego podwyraøenia. Tym samym strategia wywo≥ania
wed≥ug wartoúci stosuje �-redukcjÍ wy≥πcznie do aplikacji postaci (�x.e)v. Odnotujmy tu, øe øadna z
opisanych strategii nie redukuje wyraøeÒ wewnπtrz �-abstrakcji, skπd w szczególnoúci wynika, øe wartoúci
nie sπ w dalszym ciπgu redukowane.
Jako przyk≥ad rozwaømy wyraøenie (id1id2)(id3(�z.id4z)), które redukuje siÍ na dwa róøne sposoby
przy zastosowaniu dwóch róønych strategii redukcyjnych; id

i

jest tu skrótem oznaczajπcym funkcjÍ iden-
tycznoúciowπ �x

i

.x
i

:

wywo≥anie wed≥ug nazwy wywo≥anie wed≥ug wartoúci
(id1id2)(id3(�z.id4z)) (id1id2)(id3(�z.id4z))

7! id2(id3(�z.id4z)) 7! id2(id3(�z.id4z))
7! id3(�z.id4z) 7! id2(�z.id4z)
7! �z.id4z 7! �z.id4z

Redukcja ”rozjeødøa siÍ” w drugim kroku: strategia przez wywo≥anie wed≥ug nazwy uøywa �-redukcji
do ca≥ego wyraøenia poniewaø nie musi analizowaÊ drugiego podwyraøenia id3(�z.id4z), podczas gdy
strategia przez wywo≥anie wed≥ug wartoúci wybiera redukcjÍ drugiego podwyraøenia, które jeszcze nie
jest wartoúciπ.
Moøemy teraz wprowadziÊ regu≥y wnioskowania dla osπdu e 7! e0, które bÍdziemy nazywali regu≥ami
redukcji. Strategia wywo≥ania wed≥ug nazwy uøywa dwóch regu≥ redukcji, Lam i App:

e1 7!e

0
1

e1e2 7!e

0
1e2
Lam (�x.e)e0 7![e0/x]eApp
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Strategia wywo≥ania wed≥ug wartoúci wykorzystuje dodatkowπ regu≥Í do redukowania drugiego podwyra-
øenia w aplikacjach; dla pozosta≥ych regu≥ redukcji zapoøyczymy takie same nazwy jakie zastosowaliúmy
dla strategii wywo≥ania wed≥ug nazwy:

e1 7!e

0
1

e1e2 7!e

0
1e2
Lam e2 7!e

0
2

(�x.e)e2 7!(�x.e)e02
Arg (�x.e)e0 7![e0/x]eApp

Pewnym minusem strategii wywo≥ania wed≥ug nazwy jest to, øe to samo wyraøenie moøe byÊ warto-
úciowane wielokrotnie. Na przyk≥ad, (�x.xx)((�y.y)(�z.z)) wartoúciuje (�y.y)(�z.z) do �z.z dwa razy:

(�x.xx)((�y.y)(�z.z))

7! ((�y.y)(�z.z))((�y.y)(�z.z))

7! (�z.z)((�y.y)(�z.z))

7! ((�y.y)(�z.z))

7! �z.z

W przypadku strategii wywo≥ania wed≥ug wartoúci, (�y.y)(�z.z) jest wartoúciowane tylko raz:

(�x.xx)((�y.y)(�z.z))

7! (�x.xx)(�z.z)

7! (�z.z)(�z.z)

7! �z.z

Z drugiej strony strategia wywo≥ania wed≥ug nazwy nigdy nie wartoúciuje wyraøeÒ, które nie wnoszπ
niczego do wartoúciowaÒ. Na przyk≥ad

(�t.�f.f)((�y.y)(�z.z))((�y0.y0)(�z0.z0))

nie wartoúciuje (�y.y)(�z.z), jako øe nie jest ono uøyte do wartoúciowania:

(�t.�f.f)((�y.y)(�z.z))((�y0.y0)(�z0.z0))

7! (�f.f)((�y0.y0)(�z0.z0))

7! . . .

Strategia wywo≥ania wed≥ug wartoúci wartoúciuje (�y.y)(�z.z), ale rezultat �z.z jest ignorowany w ko-
lejnej redukcji:

(�t.�f.f)((�y.y)(�z.z))((�y0.y0)(�z0.z0))

7! (�t.�f.f)(�z.z)((�y0.y0)(�z0.z0))

7! (�f.f)((�y0.y0)(�z0.z0))

7! . . .

Strategia wywo≥ania wed≥ug nazwy jest wykorzystywana przez jÍzyk funkcyjny Haskell. Haskell jest
przyk≥adem ”leniwego” jÍzyka funkcyjnego, poniewaø wartoúciuje argumenty do funkcji tylko wtedy,
gdy jest to konieczne. W istocie Haskell wykorzystuje innπ strategiÍ, zwanπ wywo≥aniem wed≥ug
potrzeby (call-by-need), która semantycznie jest równowaøna wywo≥aniu wed≥ug nazwy, ale nigdy nie
wartoúciuje tego samego wyraøenia wiÍcej, niø jeden raz. Strategia wywo≥ania wed≥ug wartoúci jest z
kolei zaimplementowana w SML-u.
Powiemy, øe wyraøenie jest w postaci normalnej, gdy nie stosuje siÍ do niego øadna regu≥a redukcji.
Oczywiúcie kaøda wartoúÊ (która, w przypadku rachunku �, jest �-abstrakcjπ) jest w postaci normalnej.
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Istniejπ wszelako wyraøenia w postaci normalnej, które nie sπ wartoúciami. Na przyk≥ad, x�y.y jest w
postaci normalnej, albowiem x nie moøe byÊ dalej zredukowane, ale nie jest teø wartoúciπ. BÍdziemy mó-
wili, øe takie wyraøenie – albo jego redukcja – zatyka siÍ. O wyraøeniu, które siÍ zatyka, moøemy myúleÊ
jak o wadliwym programie, który nie powinien pojawiÊ siÍ w procesie wartoúciowania. W dalszym ciπgu
wyk≥adu omówimy rozszerzenie rachunku �, tzw. rachunek � z typami prostymi, który statycznie
(a wiÍc w czasie kompilacji) gwarantuje, øe program spe≥niajπcy pewne okreúlone warunki nigdy siÍ nie
zatka.

5.3. Podstawianie. Zanim przejdziemy do definicji podstawiania w rachunku �, bÍdziemy potrzebowali
definicji zmiennych wolnych, które z kolei sπ dok≥adnπ przeciwnoúciπ zmiennych zwiπzanych. Zmienna
wolna to zmienna, która nie jest zwiπzana w øadnej obejmujπcej jπ �- abstrakcji. Na przyk≥ad, y w �x.y
jest zmiennπ wolnπ, poniewaø øadna z �-abstrakcji postaci �y.e jej nie wiπøe. Aby formalnie zdefiniowaÊ
zmienne wolne, wprowadzimy indukcyjnie pojÍcie zbioru FV (e) wszystkich zmiennych zwiπzanych w e:

FV (x) = {x}
FV (�x.e) = FV (e) \ {x}
FV (e1e2) = FV (e1) [ FV (e2)

Jako øe kaøda zmienna jest albo wolna, albo zwiπzana, zmienna x w e taka, øe x /2 FV (e) musi byÊ
zwiπzana w pewnej �-abstrakcji. Powiemy, øe wyraøenie e jest domkniÍte, jeúli nie zawiera zmiennych
wolnych, czyli jeúli FV (e) = ;. Oto kilka przyk≥adów:

FV (�x.x) = {}
FV (xy) = {x, y}

FV (�x.xy) = {y}
FV (�y.�x.xy) = {}

FV ((�x.xy)(�x.xz)) = {y, z}
Podstawianie [e/x]e0 jest zdefiniowane indukcyjnie poprzez nastÍpujπce przypadki:

[e/x]x = e
[e/x]y = y jeúli x 6= y

[e/x](e1e2) = [e/x]e1[e/x]e2.

Chcπc podaÊ precyzyjnπ definicjÍ podstawiania dla pozosta≥ego przypadku [e/x]�y.e0, musimy najpierw
zrozumieÊ dwie w≥asnoúci zmiennych. Pierwsza z nich jest taka, øe nazwa zmiennej zwiπzanej nie ma
znaczenia, co zresztπ odpowiada naszej intuicji. Na przyk≥ad funkcja identycznoúciowa �x.x wewnπtrz
wyraøenia e moøe byÊ przepisana jako �y.y dla dowolnej zmiennej y bez zmiany znaczenia e, jako øe
zarówno �x.x jak i �y.y oznaczajπ funkcjÍ identycznoúciowπ. Jako inny przyk≥ad moøemy przepisaÊ
�x.�y.xy jako �y.�x.yx, gdzie obydwa wyraøenia oznaczajπ takπ samπ funkcjÍ, która stosuje pierwszy
argument do drugiego.
Formalnie uøywamy osπdu e ⌘

↵

e0 aby powiedzieÊ, øe e moøe byÊ zapisane jako e0 przez zmianÍ nazw
zmiennych zwiπzanych w e i vice versa. Oto kilka przyk≥adów e ⌘

↵

e0:

�x.x ⌘
↵

�y.y
�x.�y.xy ⌘

↵

�z.�y.zy
�x.�y.xy ⌘

↵

�x.�z.xz
�x.�y.xy ⌘

↵

�y.�x.yx

RelacjÍ⌘
↵

bÍdziemy nazwaÊ ↵-równowaønoúciπ. BÍdziemy teømówiÊ, øe ↵-konwersji e w e0 przepisuje
e jako e0 przez zmianÍ nazw zmiennych zwiπzanych w e.
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Omówiona przez nas pierwsza w≥asnoúÊ uzasadnia wprowadzenie nastÍpujπcego fragmentu definicji
podstawiania:

[e0/x]�x.e = �x.e

Intuicyjnie, jeúli przepiszemy �x.e jako innπ �-abstrakcjÍ postaci �y.e00, gdzie y jest nowπ zmiennπ takπ,
øe x 6= y, to podstawienie [e0/x] bÍdze zignorowane, poniewaø nigdzie w �y.e00 nie wystÍpuje x. Oto
prosty przyk≥ad z e = x:

[e0/x]�x.x ⌘
↵

[e0/x]�y.y
= �y.y
⌘

↵

�x.x

Uogólnienie tego przypadku jest takie, øe [e0/x] nie ma wp≥ywu na e o ile x nie jest zmiennπ wolnπ w e:

[e0/x]e = e jeúli x /2 FV (e).

Innymi s≥owy, bÍdziemy chcieli stosowaÊ [e0/x] do e tylko wtedy, gdy x jest zmiennπ wolnπ w e.
Druga z w≥asnoúci, na które musimy zwróciÊ uwagÍ jest taka, øe zmienna wolna x w wyraøeniu e nigdy
nie stanie siÍ zmiennπ zwiπzanπ; jeúli explicite zastπpimy jπ przez inne wyraøenie e0, tak jak w [e0/x]e,
po prostu zniknie. Aby lepiej zrozumieÊ tÍ w≥asnoúÊ, rozwaømy naiwnπ definicjÍ podstawienia [e0/x]�y.e,
gdzie y moøe, ale nie musi byÊ zmiennπ wolnπ w e0:

[e0/x]�y.e = �y.[e0/x]e jeúli x 6= y.

Teraz jeúli y jest zmiennπ wolnπ w e0, automatycznie staje siÍ zmiennπ zwiπzanπ w �y.[e0/x]e, co nie jest
dopuszczalne. Oto przyk≥ad ukazujπcy takπ anomaliÍ:

(�x.�y.x)y 7! [y/x]�y.x = �y.[y/x]x = �y.y

Przed podstawieniem �y.x jest �-abstrakcjπ która ignoruje swój argument i zwraca x, ale po podsta-
wieniu zamienia siÍ w funkcjÍ identycznoúciowπ! W przyk≥adzie tym zmienna wolna y, która ma byÊ
podstawiona za x powinna dalej byÊ wolna po podstawieniu, ale przypadkowo zostaje przechwycona
przez �-abstrakcjÍ �y.x i staje siÍ zmiennπ zwiπzanπ. Tego typu zjawisko bÍdziemy nazywali przechwy-
tywaniem zmiennych, które k≥óci siÍ z naturalnπ intuicjπ, øe zmienna wolna pozostaje wolna, o ile nie
zostanie zastπpiona przez inne wyraøenie. Ta obserwacja uogólnia siÍ do nastÍpujπcej definicji [e0/x]�y.e,
którπ nazwiemy podstawieniem unikajπcym przechwytywania zmiennych:

[e0/x]�y.e = �y.[e0/x]e jeúli x 6= y, y /2 FV (e0).

Jeúli nastπpi przechwycenie zmiennej, poniewaø y 2 FV (e0), zmieniamy nazwÍ y na innπ zmiennπ,
która nie jest wolna w e. Na przyk≥ad, (�x.�y.xy)y moøna bezpiecznie zredukowaÊ po uprzedniej zmianie
nazwy zmiennej zwiπzanej y na nowπ zmiennπ z:

(�x.�y.xy)y 7! [y/x]�y.xy ⌘
↵

[y/x]�z.xz = �z.yz.

Podamy teraz definicjÍ osπdu e ⌘
↵

e0. PotrzebowaÊ bÍdziemy w tym celu pojÍcia wymiany zmien-
nych [x $ y]e, która polega na zamianie wszystkich wystπpieÒ x w e na y i wszystkich wystπpieÒ y w
e na x. Podkreúlmy raz jeszcze, øe wymieniamy wszystkie wystπpienia zmiennych, nawet te bezpoúred-
nio po � w �-abstrakcjach, co zresztπ czyni implementacjÍ [x $ y]e doúÊ bezpoúredniπ. Oto przyk≥ad:
[x $ y]�x.�y.xy = �y.[x $ y]�y.xy = �y.�x.[x $ y](xy) = �y.�x.yx.
Definicja e ⌘

↵

e0 jest dana indukcyjnie poprzez nastÍpujπce regu≥y:
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e⌘↵e
0

�x.e⌘↵�x.e
0Lam↵

x6=y y/2FV (e) [x$y]e⌘↵e
0

�x.e⌘↵�y.e
0 Lam0

↵

x⌘↵x
0V ar

↵

e1⌘↵e
0
1 e2⌘↵e

0
2

e1e2⌘↵e
0
1e

0
2

App
↵

Regu≥a Lam
↵

powiada, øe aby porównaÊ �x.e z �x.e0, które wiπøπ tÍ samπ zmiennπ, porównujemy e z
e0. Aby porównaÊ dwie �-abstrakcje wiπøπce róøne zmienne, stosujemy regu≥Í Lam0

↵

.
Chcπc zobaczyÊ, dlaczego regu≥a Lam0

↵

dzia≥a, musimy zrozumieÊ, co pociπga za sobπ przes≥anka
y /2 FV (e). Jako øe y /2 FV (e) pociπga y /2 FV (�x.e) i oczywiúcie x /2 FV (�x.e), zewnÍtrzny obserwator
nie zauwaøy róønicy nawet wtedy, gdy zmienne x i y zosta≥yby dos≥ownie wymienione wewnπtrz �x.e.
Innymi s≥owy �x.e oraz [x ! y]�x.e nie róøniπ siÍ z punktu widzenia zewnÍtrznego obserwatora. Poniewaø
[x ! y]�x.e = �y.[x ! y]e, porównujemy [x ! y]e z e0, co jest dok≥adnie treúciπ trzeciej przes≥anki w
regule Lam0

↵

. Jako przyk≥ad podamy dowód �x.�y.xy ⌘
↵

�y.�x.yx:

x 6= y y /2 FV (�y.xy)

y⌘↵y
V ar

↵

x⌘↵x
V ar

↵

App
↵yx ⌘

↵

yx
Lam

↵�x.yx ⌘
↵

�x.yx
Lam

↵�x.�y.xy ⌘
↵

�y.�x.yx

Zadanie 9. Czy moøna udowodniÊ, øe �x.e ⌘
↵

�y.e0, jeúli x 6= y oraz y 2 FV (e)?

Zadanie 10. Za≥óømy, øe x /2 FV (e) oraz y /2 FV (e). Udowodnij, øe e ⌘
↵

[x $ y]e.

Moøemy teraz podaÊ kompletnπ definicjÍ podstawiania:

[e/x]x = e
[e/x]y = y jeúli x 6= y

[e/x](e1e2) = [e/x]e1[e/x]e2.
[e0/x]�x.e = �x.e
[e0/x]�y.e = �y.[e0/x]e jeúli x 6= y, y /2 FV (e0)
[e0/x]�y.e = �z.[e0/x][y $ z]e jeúli x 6= y, y 2 FV (e0)

gdzie z 6= y, z /2 FV (e), z 6= x, z /2 FV (e0).

Ostatnie równanie pociπga w szczególnoúci, øe jeúli y jest zmiennπ wolnπ w e0, moøemy wybraÊ innπ
zmiennπ z spe≥niajπcπ warunki podane po s≥owie gdzie i przepisaÊ �y.e jako �z.[y $ z]e zgodnie z
nastÍpujπcπ ↵-konwersjπ:

y 6= z z /2 FV (e) [y $ z]e ⌘
↵

[y $ z]e

�y.e ⌘
↵

�z.[y $ z]e
Lam0

↵

Za≥oøenie z /2 FV (e0) pozwala przepisaÊ [e0/x]�z.[y $ z]e jako �z.[e0/x][y $ z]e. W wiÍkszoúci przypad-
ków uzyskujemy zmiennπ z po prostu przez wygenerowanie nowej zmiennej. W takim wypadku nigdy
nie zamieniamy z przez y i tym samym ostatnie równanie moøna przepisaÊ jako:

[e0/x]�y.e = �z.[e0/x][z/y]e.

Tym nie mniej tak zapisane równanie jest mniej wydajne. Rozwaømy na przyk≥ad e = xy(�y.xy).
[y $ z]e daje xz(�z.xz) i [e0/x][y $ z]e nie przechwytuje zmiennej:

[e0/x][y $ z]e = [e0/x](xz(�z.xz)) = e0z(�z.e0z).

Dla kontrastu, [z/y]e daje xz(�y.xy) i [e0/x][z/y]e przechwytuje zmiennπ w [e0/x]�y.xy:

[e0/x][z/y]e = [e0/x](xz(�y.xy)) = e0z[e0/x](�y.xy).

Tym samym musimy wygenerowaÊ jeszcze jednπ nowπ zmiennπ.
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Zadanie 11. DokoÒczyÊ ↵-konwersje w podanych niøej przyk≥adach, w których dokonano juø wyboru
nowej zmiennej:
(1) �x.�x0.xx0 ⌘

↵

�x0. . . .
(2) �x.�x0.xx0x00 ⌘

↵

�x0. . . .
(3) �x.�x0.xx0x00 ⌘

↵

�x00. . . .


