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5. WYKLAD 5: WPROWADZENIE DO RACHUNKU .

Na dzisiejszym wyktadzie zajmiemy si¢ rachunkiem A, czyli podstawowym rachunkiem wykorzysty-
wanym przez jezyki funkcyjne, w tym oczywiscie przez SML. Dzigki niemu bedziemy potrafili uchwycié
najwazniejsze mechanizmy dziatania jezykow funkcyjnych, a zatem zrozumieé¢ podstawy teorertyczne ich
funkcjonowania. Zgodnie z tezamu Churcha-Turinga (o ktérych potem), sita wyrazu rachunku A jest tak
samo duza, jak abstrakcyjnych maszyn Turinga, wszelako jego syntaks jest istotnie tatwiejszy. Na po-
czatek zajmiemy sie przedyskutowaniem syntaksu rachunku A, a potem pokazemy, w jaki sposob mozna
W nim pisa¢ programy.

Zanim zaczniemy, oméwimy pokrotce roznice miedzy syntaksem abstrakcyjnym i syntaksem kon-
kretnym. Syntaks konkretny specyfikuje ktéry cigg znakow zostanie zaakceptowany jako prawidtowo
napisany program (a wiec program nie wywolujacy btedéw syntaksu), a ktéry zostanie odrzucony jako
program nieprawidlowy (a wiec zgtaszajacy btedy syntaksu). Na przyktad, zgodnie z konkretnym syn-
taksem SML, ciag znakéw "1 zostanie zinterpretowany jako liczba catkowita —1, natomiast ciagg znakdéw
—1 zostanie zinterpretowany jako operator — zastosowany do argumentu catkowitego 1 (co w dalszej ko-
lejnosci doprowadzi do btedu). Parser implementujacy konkretny syntaks zwykle ttumaczy kod zrodtowy
na odpowiednie drzewka. Na przyktad, kod Zrodtowy 1 + 2 *x 3 bedzie przettumaczony na:

1/+\*
2/ \3

oczywiscie po wezedniejszym uwzglednieniu regut pierwszenstwa operatorow. Tego typu drzewka nazywacé
bedziemy drzewami abstrakcyjnego syntaksu, ktore powstaja niezaleznie od szczegdétow parsowania
(takich jak reguly tacznosci czy pierwszenstwa operatoréw) i skupiaja sie na strukturze kodéw zrédio-
wych; abstrakcyjny syntaks jest po prostu syntaksem dla takich struktur drzewek.

Jakkolwiek konkretny syntaks jest nieodzowna czescia projektowania jezyka programowania, nie be-
dziemy sie nim wcale zajmowac na tym wyktadzie. Zamiast tego skupimy sie catkowicie na abstrakcyjnym
syntaksie i skoncentrujemy sie na aspektach rachunkowych projektowania jezykéw programowania. Na
przyktad, nie bedziemy zbytnio zastanawiali sie, dlaczego 1 4+ 2 % 3 oraz 1 + (2 * 3) sa zamieniane przez
parser na taki sam abstrakcyjny syntaks jak pokazany na drzewku powyzej. Celem zrozumienia w jaki
sposob obliczamy warto$é¢ kazdego z powyzszych wyrazen, w zupelnosci wystarczy ograniczy¢ sie do
rozwazania abstrakcyjnego syntaksu.

5.1. Abstrakcyjny syntaks rachunku A. Abstrakcyjny syntaks dla rachunku A dany jest nastepujaco:
wyraenie e u= z|\r.e|lee

e Wyrazenie z jest nazywane zmienng. Mozemy oczywiscie uzy¢ innych nazw dla zmiennych, na
przyktad z, s, t, f, arg, accum itd. Méwiac $cidle, x jest metazmienng w indukcyjnej definicji
wyrazenia.

e Wyrazenie Ax.e jest nazywane A-abstrakcja, albo po prostu funkcja, ktora oznacza funkcje
matematyczna, ktorej formalnym argumentem jest x, a ktoérej zawartos¢ zadana jest przez e.
Mozemy mysle¢ o Az.e jak o wewnetrznej reprezentacji funkcji w SML bez nazwy danej przez
fn x => e w abstrakcyjnym syntaksie. Mowimy, ze zmienna x jest zwigzana w A-abstrakcji A\z.e
(doktadnie tak, jak zmienna z jest zwiazana w funkcji SML fn z => e).
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e Wyrazenie ejes jest nazywane A-aplikacjg lub po prostu aplikacja, ktéra oznacza zastosowa-
nie funkcji (o ile mozemy w jaki$ sposéb pokazaé, ze e; jest rownowazne pewnej A-abstrakcji).
Mozemy mysle¢ o ejey jak o wewnetrznej reprezentacji zastosowania funkcji w SML w abstrak-
cyjnym syntaksie. Tak jak w SML, aplikacje sa tacznej z lewej strony, a zatem ejeses czytamy
jak (eies)es, a nie eg(eqes).

Zakres \-abstrakcji rozciaga sie tak daleko w prawo, jak tylko jest to mozliwe. Oto garsé¢ przyktadow:

e \z.zy jest takim samym wyrazeniem, jak A-abstrakcja Ax.(zy), ktorej zawartoscia jest zy. Nie
nalezy jej rozumie¢ jak aplikacji (Az.z)y.

e \r.\y.xy jest takim samym wyrazeniem, jak Az.\y.(zy) = Az.(A\y.(zy)). Nie nalezy jej rozumie¢
jak aplikacji (A\x.\y.x)y.

Jak sie okazuje, kazde wyrazenie w rachunku A\ oznacza pewng funkcje matematyczna. Doktadniej,
oznaczenie kazdego wyrazenia w rachunku A jest funkcja matematyczng. Ponizej zobaczymy, w jaki
sposOb mozna okresli¢ jednoznacznie wyznaczone funkcje matematyczne odpowiadajace wyrazeniom
w rachunku A, obecnie za$ sprébujemy wyrobi¢ sobie odpowiednia intuicje poprzez rozwazenie kilku
przykladéw A-abstrakcji.

Naszym pierwszym przyktadem niech bedzie funkcja identycznosciowa:

id = J\z.z

id jest funkcja identycznosciowa, albowiem przy danym argumencie x zwraca warto$¢ x bez zadnych
dodatkowych obliczen. Tak jak funkcje wyzszego rzedu w SML, A-abstrakcje moga zwracaé¢ inne -
abstrakcje jako wartosci. Na przyktad, tt zdefiniowane ponizej argumentowi ¢ przyporzadkowuje A-
abstrakcje Af.t, ktora ignoruje swoj wlasny argument; ff z kolei ignoruje swoj wtasny argument i przy-
porzadkowuje A-abstrakcje \f.f:

tt = AMAft=M.(\f1)

tt = MNAf=A.(\f)
Podobnie A-abstrakcja moze przyjmowaé inng A-abstrakcje jako argument. Na przyktad, ponizsza
A-abstrakcja przyjmuje inna A-abstrakcje s, ktéra nastepnie jest stosowana do z:

one = As.A\z.sz = As.(Az.(s2)).

5.2. Semantyka operacyjna rachunku \. Semantyka danego jezyka programowania odpowiada na
pytanie, jakie jest "znaczenie” danego programu. Jest to wazna kwestia przy projektowaniu oprogramo-
wania, albowiem brak formalnej semantyki moze skutkowaé¢ potencjalng niejednoznacznoscig w dziataniu
interpretera. Méwigc wprost, brak formalnej semantyki sprawia, ze odczytanie znaczenia pewnych pro-
graméw staje sie catkowicie niemozliwe. Zeby bylo ciekawiej, nie kazdy jezyk ma zdefiniowana formalna
semantyke. Na przyktad (co moze by dla Was zaskoczeniem) jezyk C jest pozbawiony formalnej seman-
tyki — w rezultacie ten sam program w jezyku C moze réznie sie¢ zachowywaé w zaleznosci od stanu, w
jakim znajduje sie urzadzenie, na ktérym jest uruchamiany.

Istniejg trzy podejécia do formutowania semantyki jezykéw programowania: semantyka opisowa,
semantyka aksjomatyczna i semantyka operacyjna. Na tym wyktadzie zajmiemy si¢ wyltacznie
semantyka operacyjna, ze wzgledu na jej bliski zwiazek z osadami i regutami wnioskowania. Podejscie to
ma tez te zalete, ze w bezposredni sposéb odzwierciedla implementacje jezykéw programowania (a wiec
interpretery i kompilatory).

Ogodlnie rzecz biorac, semantyka operacyjna jezyka programowania specyfikuje w jaki sposéb mozna
zamieni¢ program na warto$é poprzez cigg "operacji”. W przypadku rachunku A\, wartosci sktadaja
sie z A-abstrakcji, natomiast "operacje” zwane sg redukcjami. Tym samym semantyka operacyjna
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rachunku A okresla w jaki sposéb mozna zredukowaé¢ wyrazenie e do wartosci v, gdzie v zdefiniowane
jest nastepujaco:
value v == Az

Wartosé v bedziemy rozumieli jako znaczenie e. Jako ze A-abstrakcja oznacza funkcje matematyczng
wynika stad, ze kazde wyrazenie w rachunku A oznacza funkcje matematyczna.

Pamietajac o ogdlnej idei, jaka nam przyswieca, zdefiniujmy teraz formalnie redukcje wyrazen. Wpro-
wadzmy mianowicie osad redukcji postaci e — €' nastepujaco:

e— € <& e redukuje sie do €

Oznaczmy przez —* domkniecie przechodnio-zwrotne relacji — (a wiec najmniejsza relacje przechodnia i
zwrotng, zawierajaca —; nietrudno sprawdzié, ze e —* €’ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy dla pewnych
€1,...,6, zachodzi e — ey — ... — e, — €. Bedziemy mowili, ze e przyjmuje wartosé v, gdy zachodzi
e —* 0.

Zanim przejdziemy do podania regul wnioskowania, zastanéwmy sie, jakiego rodzaju wyrazenia po-
winny da¢ sie redukowaé do innych wyrazen. Oczywiscie zmienne i A-abstrakcje nie powinny by¢ redu-
kowalne:

Ax.ethr .

(symbol e v4 . oznacza, ze e nie redukuje sie do innego wyrazenia). Kiedy powinni$émy by¢ w stanie
zredukowaé aplikacje ejey? Jezeli bedziemy mysle¢ o niej jak o wewnetrznej reprezentacji aplikacji funk-
cji SML, mozemy ja zredukowaé tylko wtedy, gdy e; reprezentuje funkcje SML. Tym samym jedyny
kandydat na redukowalna aplikacje jest postaci (Az.e})es.

Jezeli bedziemy mysle¢ o A\z.€] jak o funkcji matematycznej o argumencie x i zawartosci €/, najbardziej
naturalnym sposobem redukcji (Az.e))es jest podstawienie ey w kazdym miejscu wystepowania e} lub,
réwnowaznie, przez zastapienie kazdego wystapienia x w €] przez ey (od tego momentu nie bedziemy sie
przejmowaé tym, czy ey jest wartoscia, czy nie). Wobec tego mozemy wprowadzi¢ podstawienie [¢’/z]e
nastepujaco:

[€//x]e jest zdefiniowane jako wyrazenie powstale przez zastapienie kazdego wystapienia x w e przez e’

[¢//x]e moze by¢ réwniez odezytywane jako ”zastosowanie podstawienia [¢//z] do e.” Uzasadnia to na-
stepujaca redukcje:

(Az.e)e’ — [¢'/x]e
gdzie redukowane wyrazenie, a mianowicie (Az.e)e’, zwane jest redeksem. Ze wzgledéw historycznych,
powyzsza redukcja zwana jest S-redukcja.

Jakkolwiek to co zauwazyliSmy powyzej moze wydawac sie proste, precyzyjna definicja podstawienia
[€//x]e jest o wiele subtelniejsza i zajmiemy sie nig bardziej szczegétowo na kolejnym wyktadzie, ograni-
czajac sie obecnie tylko do prostych przyktadéw. Oto kilka S-redukcji, redeks dla kazdego kroku zostat
podkreslony:

Ax.z)(\yy) — Ay
MAfO)Mrx)Nyy) — (Af A ez)(Ay.y) = AT
(AL f)Azx)(Nyy) = (Af-f)(Ay-y) =AYy
(AsAz.s2)(Axr.x)(Ayy) — (Az.(Az.x)2)(Ayy) — (Az.x)(Ayy) — Ayy

B-redukcja jest podstawowa zasada pozwalajaca redukowaé wyrazenia, jednakze nie mozna z niej
otrzymacé jednoznacznie wyznaczonych regul wnioskowania dla osagdu e — ¢’. Innymi stowy, w ogdélnosci
moze by¢ wiecej niz jeden sposéb na zastosowanie [-redukcji do danego wyrazenia, lub, réwnowaznie,
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dowolne wyrazenie moze zawiera¢ w sobie wiele redekséw. Na przyktad, wyrazenie (Az.z)((Ay.y)(Az.2))
zawiea dwa redeksy:

Ar.x)(Ay.y)(Az.2)) — (Ayy)(Az.z) — Az.z
Ar.x)(Ay.y)(Az.2)) — (Az.x)(Az.2) — Az.z

W pierwszym przypadku, wyrazenie ktore redukujemy jest postaci (Az.e)e’ i bezposrednio stosujemy (-
redukcje do catego wyrazenie celem otrzymania [¢//z]e. W drugim przypadku, stosujemy [-redukcje do
e/, ktore samo jest redeksem; gdyby €’ nie bylo redeksem (na przyktad, gdyby e’ = At.t), drugi przypadek
nie bytby mozliwy. Oto jeszcze jeden przyktad wyrazenia zawierajacego dwa redeksy:

(AsAz.s2)(Ax.z)(Ayy)) — Az.((Arx)(Myy))z — Az.(Ayy)z — Az.z

(AsAz.s2)(Ax.z)(Ay.y)) — (AsAz.s2)(A\yy) = Az (Ayy)z — Az.z

Tym samym w procesie redukowania wyrazenia do warto$ci mozemy by¢ w stanie zastosowaé [-redukcje
na wiele mozliwych sposobdéw. Jako ze nie bedziemy chcieli stosowaé [-redukeji tylko w jeden, $cisle okre-
slony sposéb, bedziemy potrzebowali pewnych strategii redukcyjnych tak, aby moc usystematyzowac
zastosowanie [-redukcji.

Skupimy sie na dwéch strategiach redukeji: wywoltaniem wedlug nazwy (call-by-name) oraz wywo-
laniem wedlug wartosci (call-by-value). Z grubsza biorac, strategia wywotania wedtug nazwy zawsze
redukuje redeks potozony najbardziej na lewo i na zewnatrz. Méwigc Scislej, przy danym wyrazeniu eqes,
strategia sprawdza, czy e; jest A-abstrakcja Ax.ej. Jesli tak, to stosuje S-redukcje do catego wyrazenia
celem uzyskania [es/x]e}. W przeciwnym razie probuje zredukowaé e; z zastosowaniem tej samej strategii
redukcyjnej bez rozwazania eq; jezeli w dalszym toku e; bedzie redukowato sie do wartosci (ktéra bedzie
musiata by¢ A-abstrakcja), strategia zastosuje f-redukcje do catego wyrazenia. W konsekwencji drugie
podwyrazenie w aplikacji (to znaczy es w ejey) nigdy nie bedzie zredukowane. Strategia wywolania we-
dhug wartosci jest podobna do strategii wywotania wedtug nazwy, ale redukuje drugie podwyrazenie w
aplikacji do warto$ci v po zredukowaniu pierwszego podwyrazenia. Tym samym strategia wywotania
wedlug wartosci stosuje S-redukcje wylacznie do aplikacji postaci (Az.e)v. Odnotujmy tu, ze zadna z
opisanych strategii nie redukuje wyrazen wewnatrz A-abstrakcji, skad w szczegdlnosci wynika, ze wartosci
nie sg w dalszym ciggu redukowane.

Jako przyktad rozwazmy wyrazenie (id;ids)(ids3(Az.id4z)), ktére redukuje sie na dwa rbézne sposoby
przy zastosowaniu dwoch réznych strategii redukcyjnych; id; jest tu skrotem oznaczajacym funkcje iden-
tycznosciowa Ax;.x;:

wywolanie wedtug nazwy wywotanie wedtug wartosci
(id1id)(id3(Az.idy2)) (id1idy)(idg(Az.idy2))

— IdQ(Idg()\Zld4Z)) — Id2(|d3(>\2|d42>>

—  Az.idyz = Az.idyz

Redukcja "rozjezdza sie” w drugim kroku: strategia przez wywolanie wedtug nazwy uzywa p-redukcji
do calego wyrazenia poniewaz nie musi analizowaé drugiego podwyrazenia ids(Az.idsz), podczas gdy
strategia przez wywotanie wedhug wartosci wybiera redukcje drugiego podwyrazenia, ktore jeszcze nie
jest wartoscig.

Mozemy teraz wprowadzié¢ reguty wnioskowania dla osadu e — €/, ktére bedziemy nazywali regutami
redukcji. Strategia wywotania wedtug nazwy uzywa dwoch regut redukeji, Lam i App:

e rom A
erez—el ez (Az.e)e’—le’ [z]e pp
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Strategia wywotania wedlug wartosci wykorzystuje dodatkows regute do redukowania drugiego podwyra-
zenia w aplikacjach; dla pozostatych regut redukcji zapozyczymy takie same nazwy jakie zastosowaliSmy
dla strategii wywotania wedtug nazwy:

e1—e]
eres—>elea

ex—el
(Az.e)ea—(Ax.e)e,

Lam Arg

(Az.e)e/— e /z]e App

Pewnym minusem strategii wywotania wedlug nazwy jest to, ze to samo wyrazenie moze by¢ warto-
sciowane wielokrotnie. Na przykltad, (Az.xx)((Ay.y)(Az.z)) wartosciuje (Ay.y)(Az.z) do Az.z dwa razy:

(Ax.zz)((Ay.y)(Az.2))
= (QAyy)(Az.2)(Ay-y)(Az.2))
= (Az.2)(M\y.y)(Az.2))
= (Ayy)(A2.2))
= AzZ.2

W przypadku strategii wywolania wedtug wartosci, (Ay.y)(Az.z) jest wartosciowane tylko raz:
(Ax.zz)(Ay.y)(Az.2))
= (Ar.zz)(Az.2)
= (Az.2)(Az.2)
= Az.z

7, drugiej strony strategia wywotania wedtug nazwy nigdy nie wartosciuje wyrazen, ktore nie wnosza
niczego do warto$ciowan. Na przyktad

AL (O ) Oz 2) (A5 (0#-21)
nie wartosciuje (Ay.y)(Az.z), jako ze nie jest ono uzyte do warto$ciowania:
MM Q) Oz 2) () (021)
o LD )07 2)

—

Strategia wywotania wedlug wartosci wartosciuje (Ay.y)(Az.z), ale rezultat Az.z jest ignorowany w ko-
lejnej redukc;ji:

(ALAL ) ((g-y) (Az.2)) (A y) (A2.21))
= (AL ) (Az2) (W) (A\2.2))
= (ALY ) (M)

|_>

Strategia wywotania wedlug nazwy jest wykorzystywana przez jezyk funkcyjny Haskell. Haskell jest
przyktadem ”leniwego” jezyka funkcyjnego, poniewaz wartosciuje argumenty do funkcji tylko wtedy,
gdy jest to konieczne. W istocie Haskell wykorzystuje inng strategie, zwang wywolaniem wedlug
potrzeby (call-by-need), ktéra semantycznie jest rownowazna wywolaniu wedtug nazwy, ale nigdy nie
wartosciuje tego samego wyrazenia wiecej, niz jeden raz. Strategia wywotania wedtug wartosci jest z
kolei zaimplementowana w SML-u.

Powiemy, ze wyrazenie jest w postaci normalnej, gdy nie stosuje si¢ do niego zadna reguta redukcji.
Oczywiscie kazda wartosé (ktéra, w przypadku rachunku A, jest A-abstrakcja) jest w postaci normalne;j.
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Istniejg wszelako wyrazenia w postaci normalnej, ktore nie sa wartosciami. Na przyktad, xAy.y jest w
postaci normalnej, albowiem x nie moze by¢ dalej zredukowane, ale nie jest tez wartoscia. Bedziemy mo-
wili, ze takie wyrazenie — albo jego redukcja — zatyka sie. O wyrazeniu, ktore sie zatyka, mozemy mysleé¢
jak o wadliwym programie, ktory nie powinien pojawic sie w procesie wartosciowania. W dalszym ciagu
wyktadu omowimy rozszerzenie rachunku A, tzw. rachunek )\ z typami prostymi, ktory statycznie
(a wiec w czasie kompilacji) gwarantuje, ze program spelniajacy pewne okreslone warunki nigdy sie nie
zatka.

5.3. Podstawianie. Zanim przejdziemy do definicji podstawiania w rachunku A, bedziemy potrzebowali
definicji zmiennych wolnych, ktore z kolei sg doktadng przeciwnoscig zmiennych zwigzanych. Zmienna
wolna to zmienna, ktora nie jest zwiazana w zadnej obejmujacej ja A- abstrakcji. Na przyktad, y w Az.y
jest zmienng wolng, poniewaz zadna z A-abstrakcji postaci Ay.e jej nie wiaze. Aby formalnie zdefiniowaé
zmienne wolne, wprowadzimy indukcyjnie pojecie zbioru F'V (e) wszystkich zmiennych zwiazanych w e:

FV(z) = {z}
FV(Az.e) = FV(e)\{z}
FV(€1€2> = FV(el) U FV(GQ)

Jako ze kazda zmienna jest albo wolna, albo zwiazana, zmienna = w e taka, ze x ¢ FV(e) musi by¢
zwigzana w pewnej A-abstrakcji. Powiemy, ze wyrazenie e jest domkniete, jesli nie zawiera zmiennych
wolnych, czyli jesli FV (e) = (. Oto kilka przyktadéw:

FV(Az.x) = {}
FV(zy) = {z,y}
FV(Arzy) = {y}

FV( Ay Az.xy) = {}

FV((Az.zy)(Ar.xz)) = {y,z}

Podstawianie [e/x]e’ jest zdefiniowane indukcyjnie poprzez nastepujace przypadki:

le/zlx = e
le/zly =y jesli x # y
[e/z](ere2) = [e/z]er[e/]es.

Chcac podaé precyzyjna definicje podstawiania dla pozostatego przypadku [e/x]\y.€¢/, musimy najpierw
zrozumie¢ dwie wlasnosci zmiennych. Pierwsza z nich jest taka, ze nazwa zmiennej zwigzanej nie ma
znaczenia, co zreszta odpowiada naszej intuicji. Na przyktad funkcja identycznosciowa Ax.x wewnatrz
wyrazenia e moze by¢ przepisana jako Ay.y dla dowolnej zmiennej y bez zmiany znaczenia e, jako ze
zarowno Az.r jak i A\y.y oznaczaja funkcje identycznosciowa. Jako inny przyktad mozemy przepisac
Ar.Ay.xy jako Ay.Ax.yx, gdzie obydwa wyrazenia oznaczajg taka sama funkcje, ktora stosuje pierwszy
argument do drugiego.

Formalnie uzywamy osadu e =, €’ aby powiedzieé, ze e moze by¢ zapisane jako €' przez zmiane nazw
zmiennych zwigzanych w e i vice versa. Oto kilka przyktadéw e =, €’

AT =4 Yy
AT AY.XY =o AZAY.2Y
AT NY.TY =4 AT Az.xZ
ATy 2y =, Ay AT.yT

Relacje =, bedziemy nazwaé a-réwnowaznoscig. Bedziemy tez méwié, ze a-konwersji e w €’ przepisuje
e jako €’ przez zmiane nazw zmiennych zwigzanych w e.
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Omowiona przez nas pierwsza wlasno$¢ uzasadnia wprowadzenie nastepujacego fragmentu definicji
podstawiania:

le'/x]A\x.e = Ax.e

Intuicyjnie, jesli przepiszemy Azx.e jako inng A-abstrakcje postaci Ay.e”, gdzie y jest nowg zmienng taka,
ze © # y, to podstawienie [¢//x] bedze zignorowane, poniewaz nigdzie w Ay.e” nie wystepuje z. Oto
prosty przyktad z e = z:
e/ /x] ez =, [€/x] y.y
= Ay
=, A\r.x

Uogolnienie tego przypadku jest takie, ze [¢//z] nie ma wplywu na e o ile z nie jest zmienng wolna w e:
le'/z]e = e jesli x ¢ FV (e).

Innymi stowy, bedziemy chcieli stosowaé [¢’/x] do e tylko wtedy, gdy « jest zmienna wolna w e.

Druga z wtasnosci, na ktore musimy zwroci¢ uwage jest taka, ze zmienna wolna r w wyrazeniu e nigdy
nie stanie sie zmienng zwiazana; jesli explicite zastapimy ja przez inne wyrazenie €, tak jak w [¢//z]e,
po prostu zniknie. Aby lepiej zrozumie¢ te wlasnosé, rozwazmy naiwna definicje podstawienia [¢/ /2| \y.e,
gdzie y moze, ale nie musi by¢ zmienng wolng w €’

[€' /x| y.e = \y.[€'/x]e jeshi @ # y.

Teraz jesli y jest zmienng wolna w €/, automatycznie staje sie zmienng zwiazana w \y.[e¢//z]e, co nie jest
dopuszczalne. Oto przyktad ukazujacy taks anomalie:

Az \y.x)y = [y/z| \y.x = \y.ly/z]x = Ay.y

Przed podstawieniem A\y.z jest A-abstrakcja ktéra ignoruje swoj argument i zwraca x, ale po podsta-
wieniu zamienia si¢ w funkcje identycznosciowa! W przykltadzie tym zmienna wolna y, ktéra ma by¢
podstawiona za x powinna dalej by¢ wolna po podstawieniu, ale przypadkowo zostaje przechwycona
przez A-abstrakcje A\y.x i staje sie zmienng zwigzana. Tego typu zjawisko bedziemy nazywali przechwy-
tywaniem zmiennych, ktére ktdci sie z naturalna intuicja, ze zmienna wolna pozostaje wolna, o ile nie
zostanie zastapiona przez inne wyrazenie. Ta obserwacja uogdélnia sie do nastepujacej definicji [¢//z|\y.e,
ktora nazwiemy podstawieniem unikajagcym przechwytywania zmiennych:

e/ /x| \y.e = \y.[e'/x]e jesli @ # y,y & FV (€).

Jesli nastapi przechwycenie zmiennej, poniewaz y € FV(€'), zmieniamy nazwe y na inng zmienna,
ktéra nie jest wolna w e. Na przyktad, (Az.\y.xy)y mozna bezpiecznie zredukowaé po uprzedniej zmianie
nazwy zmiennej zwigzanej y na nowa zmienng z:

(Ae A y.zy)y = [y/x] \y.zy =, ly/z| 2.0z = Az.yz.

Podamy teraz definicje osadu e =, €¢’. Potrzebowaé bedziemy w tym celu pojecia wymiany zmien-
nych [z < yle, ktéra polega na zamianie wszystkich wystapien x w e na y i wszystkich wystapien y w
e na z. Podkreslmy raz jeszcze, ze wymieniamy wszystkie wystapienia zmiennych, nawet te bezposred-
nio po A w A-abstrakcjach, co zreszta czyni implementacje [x <> yle do$é bezposrednia. Oto przyktad:
[T <y r  y.xy = \y. [z < y| \y.xy = Ay \x [z < y|(zy) = My A\z.yz.

Definicja e =, €’ jest dana indukcyjnie poprzez nastepujace reguly:
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Var G=a €2=ac 4
=7 o erea=qe] el PPa
— / — !/
e=q€ THY y¢FV(e) [xyle=aqe /
Ax.e=q\z.e/ Lamo‘ Az.e=q\y.€’ Lama

Reguta Lam, powiada, ze aby poréwnaé¢ Ax.e z Ax.€/, ktére wiaza te samg zmienng, porownujemy € z
e’. Aby poréwnaé dwie A-abstrakcje wiazace rézne zmienne, stosujemy regute Lam., .

Chcac zobaczy¢, dlaczego reguta Lam!, dziala, musimy zrozumie¢, co pociaga za soba przestanka
y & FV(e). Jako ze y ¢ FV (e) pociagay ¢ FV (Az.e) i oczywiscie x ¢ FV (\x.e), zewnetrzny obserwator
nie zauwazy roznicy nawet wtedy, gdy zmienne x i y zostatyby dostownie wymienione wewnatrz Az.e.
Innymi stowy \z.e oraz [x — y|Ax.e nie r6znia sie z punktu widzenia zewnetrznego obserwatora. Poniewaz
[z = y|A\z.e = A\y.[r — yle, poréwnujemy [x — yle z €/, co jest doktadnie trescia trzeciej przestanki w
regule Lam,,. Jako przyklad podamy dowéd Az \y.zy =, Ay \x.yx:

yanVara Eal,Vara
YT =q YT LamAppa
r#y y¢ FV(A\y.zy) ATy =4 \r.yx ¢
Lam,,

A AY.2Y =0 Ay ATYT
Zadanie 9. Czy mozna udowodnié, e \x.e =, A\y.€', jesli x # y orazy € FV(e)?
Zadanie 10. Zaldimy, ze x ¢ FV(e) oraz y ¢ FV(e). Udowodnij, Ze e =, [z <> yle.

Mozemy teraz podaé¢ kompletng definicje podstawiania:

le/zlx = e
le/zly = vy jesli x # y
[e/a](erea) = le/alerle/a]es.
€/ /x| \x.e = Az.e
€ /x| y.e = My.[e//x]e jesli z # y,y ¢ FV ()
€ /x| y.e = Xz.[e//x]ly <> z]e jeslix #y,y € FV(€)
gdzie z £ y,z ¢ FV(e),z # x,z ¢ FV(€).

Ostatnie réwnanie pociaga w szczegblnosci, ze jesli y jest zmienng wolng w €', mozemy wybraé¢ inng
zmienna z spehiajaca warunki podane po stowie gdzie i przepisaé \y.e jako Az.[y <> z]e zgodnie z
nastepujaca a-konwersja:
y#z z ¢ FV(e) [y <> zle =, [y « z]e
Ay.e =4 A2y ¢ z]e

/
Lam,,

Zatozenie z ¢ FV (€') pozwala przepisaé ¢/ /z|\z.[y <> z]e jako Az.[¢//z][y <> z]e. W wigkszoSci przypad-
kow uzyskujemy zmienng z po prostu przez wygenerowanie nowej zmiennej. W takim wypadku nigdy
nie zamieniamy z przez y i tym samym ostatnie réwnanie mozna przepisa¢ jako:

€' /x| \y.e = \z.[€'/x][z/y]e.
Tym nie mniej tak zapisane réwnanie jest mniej wydajne. Rozwazmy na przyklad e = xy(Ay.xy).
[y <> z]e daje xz(Az.xz2) i [¢//x][y <> z]e nie przechwytuje zmiennej:

[€'/x]ly > z]e = [¢'/z](zz(Nz.22)) = €'z(Nz.€'2).
Dla kontrastu, [z/y]e daje xz(Ay.xzy) i [¢//x][z/y]e przechwytuje zmienna w [¢’ /x| \y.xy:
['/x][z/yle = [¢/z](x2(Ay.xy)) = €'z[¢/x](\y.zy).

Tym samym musimy wygenerowac jeszcze jedng nowa zmienna.



45

Zadanie 11. Dokonczy¢ a-konwersje w podanych nizej przyktadach, w ktorych dokonano juz wyboru
nowej 2miennej:

(1) Az e’ .xa’ =, Ao/ ...

(2) Ax At .xa'z" =, Ao ...

(3) Az o' .xa'z" =, M. ...



