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4. Wyk≥ad 4: Dowody indukcyjne, strategie dowodowe.

4.1. Dowody indukcyjne. Dotychczas zobaczyliúmy w jaki sposób moøna specyfikowaÊ definicje induk-
cyjne kategorii syntaktycznych lub osπdów, czy teø w zasadzie indukcyjne systemy kategorii syntaktycz-
nych lub osπdów. Okazuje siÍ jednak, øe definicje indukcyjne jako takie majπ ograniczone zastosowanie
o ile nie pokaøemy, øe zdefiniowany przez nie system ma poøπdane przez nas w≥asnoúci. Innymi s≥owy,
nie moøemy indukcyjnie zdefiniowac danego systemu a nastÍpnie niezw≥ocznie zaczπÊ go uøywaÊ bez
wczeúniejszego sprawdzenia pewnych jego w≥asnoúci. Na przyk≥ad intuicyjnie czujemy, øe kaødy ciπg w
kategorii syntaktycznej mparen ma takπ samπ liczbÍ nawiasów lewych jak i prawych, aczkolwiek defi-
nicja tej kategorii nie dowodzi automatycznie takiej w≥asnoúci. Tym samym musimy jakoú formalnie
udowodniÊ, øe kategoria mparen opisuje ciπgi odpowiadajπcych sobie lewych i prawych nawiasów zanim
zaczniemy jπ uøywaÊ.
Istniejπ takøe inne powody, dla których musimy byÊ w stanie przeprowadzaÊ formalne dowody w≥asno-
úci systemów indukcyjnych. Na przyk≥ad systemy indukcyjne czÍsto sπ tak rozbudowane i skomplikowane,
øe ich niesprzecznoúÊ wcale nie jest oczywista. W takich wypadkach na ogó≥ próbujemy udowodniÊ pewnπ
w≥asnoúÊ, o której spodziewamy siÍ, øe zachodzi w danym systemie. Wówczas kaøda usterka w defini-
cji, która psuje øπdanπ w≥asnoúÊ, prÍdzej czy póüniej ujawni siÍ w dowodzie. Na przyk≥ad wyraøenie w
jÍzyku funkcyjnym powinno ewaluowaÊ siÍ do wartoúci o zadanym typie, ale odpowiedzialna za to w≥a-
snoúÊ jÍzyka funkcyjnego (zwana w≥asnoúciπ zachowywania typu) wcale nie jest oczywista. Chcπc
udowodniÊ zachowywanie typów musimy albo zlokalizowaÊ usterki w definicjach, albo czÍúciowo dowieúÊ
niesprzecznoúci systemu. Tym samym dowodzenie w≥asnoúci systemów indukcyjnych staje siÍ najbardziej
efektywnπ pomocπ w poprawianiu b≥Ídów w definicjach.
Na poczπtek poznamy zasadÍ zwanπ indukcjπ strukturalnπ s≥uøπcπ dowodzeniu w≥asnoúci systemów
indukcyjnych kategorii syntaktycznych. NastÍpnie zajmiemy siÍ studiowaniem zasady zwanej indukcjπ
regu≥ s≥uøπcπ dowodzeniu indukcyjnych systemów osπdów. Jako øe indukcyjny system kategorii syntak-
tycznej jest w istocie uproszczonym przedstawieniem odpowiadajπcego mu indukcyjnego systemu osπdów,
indukcja strukturalna to w rzeczywistoúci specjalny przypadek indukcji regu≥. Niezaleønie od tego in-
dukcja strukturalna zas≥uguje na osobne potraktowanie ze wzglÍdu na rolÍ jakπ kategorie syntaktyczne
grajπ w studiowaniu jÍzyków programowania.

4.1.1. Indukcja strukturalna. Zasada indukcji strukturalnej orzeka, iø w≥asnoúÊ kategorii syntaktycznej
moøe byÊ udowodniona indukcyjnie poprzez analizÍ struktury jej definicji: dla kaødego przypadku ba-
zowego pokazujemy, øe w≥asnoúÊ zachodzi bez øadnych dodatkowych za≥oøeÒ, a dla kaødego przypadku
w kroku indukcyjnym zak≥adamy, øe w≥asnoúÊ zachodzi dla kaødego mniejszego elementu kategorii i
nastÍpnie pokazujemy, øe zachodzi dla ca≥ego przypadku.
Kilka przyk≥adów powinno wyjaúniÊ o co chodzi. Rozwaømy kategoriÍ syntaktycznπ liczb naturalnych.
Chcemy pokazaÊ, øe P (n) zachodzi dla dowolnej liczby naturalnej n. Przyk≥adami P (n) mogπ byÊ:

• n ma nastÍpnik,
• n jest równe 0 lub n ma poprzednik n0,
• n jest iloczynem liczb pierwszych (zak≥adamy tu, øe definicje liczby pierwszej i iloczynu sπ dane).

Przez indukcjÍ strukturalnπ dowodzimy nastÍpujπcych dwóch stwierdzeÒ:
• P (0) zachodzi,
• jeøeli P (n) zachodzi, to zachodzi równieø P (S n).

Pierwsze stwierdzenie dotyczy przypadku bazowego, gdy 0 nie zawiera elementu mniejszego od siebie, po-
kazujemy wiÍc, øe P (0) zachodzi bez øadnych za≥oøeÒ. Drugie stwierdzenie dotyczy kroku indukcyjnego,
w którym S n zawiera mniejszy element n, przyjmujemy wiÍc, jako za≥oøenie indukcyjne, øe zachodzi
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P (n), a nastÍpnie dowodzimy, iø zachodzi P (S n). Taka indukcja strukturalna zasadniczo niczym nie
róøni siÍ od znanej ze szko≥y úredniej zasady indukcji matematycznej.
Jako kolejny przyk≥ad rozwaømy kategoriÍ syntaktycznπ drzewek binarnych tree. Aby udowodniÊ, øe

P (t) zachodzi dla kaødego regularnego drzewka binarnego t, musimy udowodniÊ nastÍpujπce stwierdzenia:
• P (leaf n) zachodzi,
• jeøeli P (t1) i P (t2) zachodzπ jako za≥oøenia indukcyjne, to zachodzi równieø P (node (t1, n, t2)).

Taka indukcja strukturalna bywa czasami nazywana indukcjπ po drzewach.
Jako przyk≥ad dowodu indukcyjnego przez indukcjÍ strukturalnπ pokaøemy, øe kaødy ciπg nawiasów
z kategorii mparen ma takπ samπ liczbÍ nawiasów lewych jak i prawych. Zdefiniujmy na poczπtek dwie
funkcje pomocnicze left i right które bÍdπ zlicza≥y liczbÍ lewych i prawych nawiasów, odpowiednio. Dla
poprawienia czytelnoúci zamiast left(s) i right(s) bÍdziemy pisali left[s] i right[s]. Tym samym mamy:

left[✏] = 0

left[(s)] = 1 + left[s]

left[s1 s2] = left[s1] + left[s2]

right[✏] = 0

right[(s)] = 1 + right[s]

right[s1 s2] = right[s1] + right[s2].

Teraz moøemy zinterpretowaÊ P (s) jako “left[s] = right[s]00. Chcemy zatem pokazaÊ, øe jeúli s jest
elementem mparen, co zapisujemy jako s 2 mparen, to wówczas zachodzi P (s).

Twierdzenie 1. Jeúli s 2 mparen, to left[s] = right[s].

Dowód. W dowodzie kaøda linijka odpowiada jednemu krokowi, przy czym stosujemy nastÍpujπcπ kon-
wencjÍ notacyjnπ:
konkluzja uzasadnienie
Akurat taki format zapisu sprawia, øe dowód jest ≥atwy w czytaniu, gdyø zawsze na pierwszym miejscu
widzimy konkluzjÍ poprzedniego kroku, a nie jej uzasadnienie.

Przypadek s = ✏:
left[✏] = 0 = right[✏]

Przypadek s = (s0):
left[s0] = right[s0] wobec za≥oøenia indukcyjnego o s0
left[s] = 1 + left[s0] = 1 + right[s0] = right[s] wobec left[s0] = right[s0]

Przypadek s = s1 s2:
left[s1] = right[s1] wobec za≥oøenia indukcyjnego o s1
left[s2] = right[s2] wobec za≥oøenia indukcyjnego o s2
left[s1 s2] = left[s1] + left[s2] = right[s1] + right[s2] = right[s1 s2]
wobec left[s1] = right[s1] oraz left[s2] = right[s2] ⇤
W dowodach takich jak powyøszy czÍsto mówimy o dowodzie ”przez indukcjÍ ze wzglÍdu na strukturÍ

s” zamiast ”przez indukcjÍ strukturalnπ na s”.
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4.1.2. Inkdukcja regu≥. Zasada indukcji regu≥ jest podobna do zasady indukcji strukturalnej z tym za-
strzeøeniem, øe stosuje siÍ jπ do drzew dowodowych raczej niø do definicji kategorii syntaktycznych.
Rozwaømy mianowicie definicjÍ indukcyjnπ osπdu J z nastÍpujπcymi regu≥ami wnioskowania:

J
b

Rbase
J1 J2 . . . J

n

J
i

Rind

Chcemy pokazaÊ, øe gdy tylko J zachodzi, inny osπd P (J) równieø zachodzi, przy czym P (J) jest nowπ
formπ osπdu parametryzowanπ przez J . Na przyk≥ad jeúli w roli J weümiemy ”n nat”, to wówczas jako
P (J) moøemy wziπÊ “albo n par albo n npar”. Tym samym dowodziÊ bÍdziemy nastÍpujπcych stwierdzeÒ:

• P (J
b

) zachodzi,
• jeøeli P (J1), P (J2), . . . , P (J

n

) zachodzπ, to zachodzi równieø P (J
i

).
Wobec pierwszego stwierdzenia, nastÍpujπca regu≥a wnioskowania ma sens, jako øe zawsze jesteúmy w
stanie dowieúÊ P (J

b

):

P (J
b

)
R0

base

NastÍpujπca regu≥a wnioskowania równieø bÍdzie mia≥a sens z racji drugiego stwierdzenia: jeøeli zachodzπ
P (J1), P (J2), . . . , P (J

n

), to P (J
i

) równieø zachodzi:

P (J1) P (J2) . . . P (J
n

)

P (J
i

)
R0

ind

Teraz dla kaødego drzewa dowodowego dla osπdu J wykorzystujπcego regu≥y Rbase oraz Rind moøemy
udowodniÊ P (J) stosujπc regu≥y R0

base oraz R
0
ind:

J
b

Rbase )
P (J

b

)
R0

base

...
...

...
J1 J2 . . . J

n

J
i

Rind )

...
...

...
P (J1) P (J2) . . . P (J

n

)

P (J
i

)
R0

ind

Innymi s≥owy, J zawsze pociπga P (J). Uogólnienie powyøszej strategii nazywamy zasadπ indukcji regu≥.
Jako trywialny przyk≥ad udowodnimy, øe n nat pociπga n par lub n npar. Niech P (n nat) oznacza
“albo n par albo n npar” i zastosujmy zasadÍ indukcji regu≥. Regu≥y Zero i Succ wymuszajπ koniecznoúÊ
dowodu nastÍpujπcych dwóch stwierdzeÒ:

• P (0 nat) zachodzi. Innymi s≥owy, w przypadku gdy regu≥a Zero jest uøyta do dowodu n nat,
otrzymujemy n = 0 i tym samym dowodzimy P (0 nat).

• Jeøeli P (n0 nat) zachodzi, to zachodzi P (S n0 nat). Innymi s≥owy, w przypadku gdy regu≥a Succ jest
uøyta do dowodu n nat, otrzymujemy n = S n0 i tym samym dowodzimy P (S n0 nat) wykorzystujπc
za≥oøenie indukcyjne P (n0 nat).

Wobec definicji P (J), powyøsze dwa stwierdzenia sπ równowaøne nastÍpujπcym:
• zachodzi 0 par lub 0 npar,
• jeøeli zachodzi n0 par lub n0 npar, to zachodzi S n0 par lub S n0 npar.

Formalny dowód indukcyjny bÍdzie wyglπda≥ nastÍpujπco:

Twierdzenie 2. Jeøeli n nat, to wówczas n par lub n npar.
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Dowód. Podkreúlmy tutaj, øe w dowodzie bÍdziemy stosowaÊ zasadÍ indukcji regu≥ w odniesieniu do
osπdu n nat, a nie do liczby naturalnej n. Innymi s≥owy, bÍdziemy analizowali strukturÍ dowodu n nat,
nie zaú strukturÍ liczby n. Analiza struktury liczby n spowodowa≥aby, øe dowód zdegenerowa≥by siÍ do
przyk≥adu indukcji strukturalnej!

Przypadek
0 natZero (gdzie n akurat równe jest 0).

(W tym przypadku osπd n nat jest dowodzony z wykorzystaniem regu≥y Zero. Nie jest to to samo co
przypadek, gdy n jest równe 0, jako øe nie odwo≥ujemy siÍ do struktury n. Nie stosujemy tu teø za≥oøenia
indukcyjnego.)
0 par wobec regu≥y ZeroE

Przypadek n

0 nat
S n

0 natSucc (gdzie n akurat równe jest S n0).
(W tym przypadku osπd n nat jest dowodzony z wykorzystaniem regu≥y Zero.)
n0 par lub n0 npar wobec za≥oøenia indukcyjnego
S n0 par lub S n0 npar wobec regu≥y SuccO lub SuccE. ⇤
Indukcja regu≥ moøe byÊ takøe uøyta do równoczesnego dowodu dwóch lub wiÍcej osπdów. Jako przy-
k≥ad udowodnijmy, øe liczba n w osπdzie n par odpowiada liczbie parzystej, zaú n w osπdzie n npar
odpowiada liczbie nieparzystej. Uøyjemy regu≥ ZeroE, SuccE i SuccO razem z nastÍpujπcymi regu≥ami
odnoszπcymi siÍ do osπdu n double n0:

0 double 0
Dzero fracn double n0

S n double S S n0Dsucc

Intuicyjnie osπd n double n0 oznacza, øe n0 jest podwojeniem n, a wiÍc n0 = 2 ⇥ n. W≥asnoúci liczb
parzystych i nieparzystych, które bÍdziemy chcieli dowieúÊ, zawarte sπ w nastÍpujπcym twierdzeniu:

Twierdzenie 3. Jeøeli n par, to wówczas istnieje n0 takie, øe n0 double n.
Jeøeli n npar, to wówczas istniejπ n0 i n00 takie, øe n0 double n00 oraz S n00 = n.

Dowód twierdzenia bÍdzie przebiega≥ podobnie jak poprzednie dowody z wykorzystaniem indukcji
regu≥ z tπ róønicπ, øe teraz P (J) bÍdzie rozróønia≥o dwa przypadki, a mianowicie J = n par i J = n npar:

• P (n par) oznacza “istnieje n0 takie, øe n0 double n,”
• P (n npar) oznacza “istniejπ n0 oraz n00 takie, øe n0 double n00 oraz S n00 = n”.

Dowód przebiegaÊ bÍdzie teraz nastÍpujπco:
Dowód.
Przypadek

0 parZeroE gdzie n = 0:
0 double 0 wobec regu≥y Dzero
Przyjmyjemy n0 = 0.

Przypadek np npar
S np parSuccE gdzie n = S n

p

:
n0
p

double n00
p

oraz S n00
p

= n
p

wobec za≥oøenia indukcyjnego
S n0

p

double S S n00
p

wobec regu≥y Dsucc zastosowanej dla n0
p

double n00
p

S n0
p

double n wobec S S n00
p

= S n
p

= n
Przyjmujemy n0 = S n0

p

.
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Przypadek np par
S np nparSuccO gdzie n = S n

p

:
n0
p

double n
p

wobec za≥oøenia indukcyjnego
Przyjmujemy n0 = n0

p

oraz n00 = n
p

. ⇤

4.2. Techniki dowodzenia przez indukcjÍ. Dowód indukcyjny nie zawsze jest tak bezpoúredni jak
w przytoczonych powyøej przyk≥adach. Moøe siÍ teø zdarzyÊ, iø dowodzone twierdzenie jest fa≥szywe. W
takim wypadku próba dowodu moøe pomóc nam w znalezieniu kontrprzyk≥adu do twierdzenia. Jeøeli
twierdzenie daje siÍ jednak udowodniÊ, a mimo to bezpoúredni dowód nie daje rozstrzygniÍcia, moøemy
spróbowaÊ jednej z popularnych technik dowodzenia przez indukcjÍ. Poniøej przedstawiamy trzy z nich:
przez zastosowanie lematu, uogólnienie twierdzenia i zastosowanie regu≥y odwracania.

4.2.1. Stosowanie lematów. Zacznijmy od przedefiniowania kategoriimparen i lparen jako systemu osπdów
i regu≥ wnioskowania:

✏ mparen
Meps

s mparen

(s) mparen
Mpar

s1 mparen s2 mparen

s1s2 mparen
Mseq

✏ lparen
Leps

s1 lparen s2 lparen

(s1)s2 mparen
Lseq

Naszym celem jest udowodnienie, øe s mparen pociπga s lparen. Okazuje siÍ, øe próba bezpoúredniego
dowodu przez indukcjÍ regu≥ zawodzi i potrzebne bÍdzie uøycie lematu. Aby nieformalnie wyjaúniÊ, do
czego potrzebny bÍdzie lemat, rozwaømy sytuacjÍ w której regu≥a Mseq jest uøyta do dowodu s mparen.
Moøemy napisaÊ s = s1s2 z wykorzystaniem s1 mparen oraz s2 mparen. Wobec za≥oøenia indukcyjnego
o s1 mparen oraz s2 mparen, moøemy wywnioskowaÊ s1 lparen oraz s1 lparen. Wobec s1 lparen musimy
rozwaøyÊ dwa podprzypadki:

• jeøeli s1 = ✏, to wówczas s = s1s2 = s2 i s2 lparen pociπga s lparen;
• jeøeli s1 = (s01)s

00
1 z wykorzystaniem s01 lparen i s001 lparen, to wówczas s = (s01)s

00
1s2.

W drugim podprzypadku musimy udowodniÊ s001s2 lparen z wykorzystaniem s001 lparen oraz s2 lparen, do
czego z kolei nie odnosi siÍ nic, co jest przez nas dowodzone. Tym samym konieczne jest zastosowanie
nastÍpujπcego lematu:

Lemat 1. Jeøeli s lparen oraz s0 lparen, to wówczas ss0 lparen.

Jak udowodniÊ powyøszy lemat z uøyciem indukcji regu≥? Na pierwszy rzut oka wydaje siÍ to niemoø-
liwe, albowiem lemat nie jest w postaci “jeúli J zachodzi, to zachodzi teø P (J)” – w lemacie poprzednik
implikacji zawiera dwa osπdy. Okazuje siÍ jednak, øe zasadÍ indukcji regu≥moøna zastosowaÊ w zwyczajny
sposób. Trik polega na zinterpretowaniu tezy lematu w nastÍpujπcy sposób:

Jeøeli s lparen, to wówczas jeøeli s0 lparen, to wówczas ss0 lparen.
W takiej postaci moøemy zastosowaÊ zasadÍ indukcji regu≥ do osπdu s lparen przyjmujπc P (s lparen)
jako “jeøeli s0 lparen to wówczas ss0 lparen.” Dowód lematu bÍdzie wówczas wyglπda≥ nastÍpujπco:

Dowód. Nie zapominajmy, øe za≥oøeniem indukcyjnym wobec s lparen jest “jeøeli s0 lparen, to wówczas
ss0 lparen”. W konsekwencji jeúli s0 lparen jest dostÍpne jako za≥oøenie, to wówczas za≥oøenie indukcyjne
wobec s lparen daje ss0 lparen.

Przypadek
✏ lparenLeps gdzie s = ✏:

s0 lparen wobec za≥oøenia



32

ss0 = ✏s0 = s0

ss0 lparen wobec s0 lparen.

Przypadek s1 lparen s2 lparen
(s1)s2 mparen Lseq gdzie s = (s1)s2:

s0 lparen wobec za≥oøenia
ss0 = (s1)s2s0

“jeøeli s0 lparen to wówczas s2s0 lparen” wobec za≥oøenia indukcyjnego dla s2 lparen
s2s

0 lparen wobec za≥oøenia s0 lparen
(s1)s2s0 lparen wobec regu≥y Lseq zastosowanej do s1 lparen oraz s2s0 lparen.

⇤

Zadanie 7. UdowodniÊ powyøszy lemat z zastosowaniem zasady indukcji regu≥ dla osπdu s0 lparen.

Moøemy teraz przejúÊ do dowodu twierdzenia.

Twierdzenie 4. Jeøeli s mparen, to wówczas s lparen.
Dowód.
Przypadek

✏ mparenMeps dla s = ✏:
✏ lparen wobec regu≥y Leps.

Przypadek s mparen
(s) mparenMpar dla s = (s0):

s0 lparen wobec
s

0
lparen ✏ lparenLeps

(s0)✏ lparen Lseq oraz (s0) = (s0)✏.

Przypadek s1 mparen s2 mparen
s1s2 mparen Mseq dla s = s1s2:

s1 lparen wobec za≥oøenia indukcyjnego dla s1 mparen
s2 lparen wobec za≥oøenia indukcyjnego dla s2 mparen
s1s2 lparen wobec lematu.

⇤

4.2.2. Uogólnianie twierdzeÒ. Pokazaliúmy, øe jeúli ciπg nawiasów s naleøy do kategorii syntaktycznej
mparen, to s ma takπ samπ liczbÍ lewych i prawych nawiasów, a wiÍc øe left[s] = right[s]. Z naszego
dowodu nie wynika wszelako, øe ciπg s jest ciπgiem odpowiadajπcych sobie lewych i prawych nawiasów,
nie bierze bowiem pod uwagÍ tego, w jaki sposób poszczególne nawiasy sπ rozmieszczone. Na przyk≥ad
s =)( spe≥nia left[s] = right[s], ale nie jest ciπgiem odpowiadajπcych sobie lewych i prawych nawiasów.
Aby nauczyÊ siÍ rozpoznawaÊ ciπgi odpowiadajπcych sobie nawiasów, wprowadzamy nowy osπd k B s,
gdzie k jest nieujemnπ liczbπ ca≥kowitπ:

k B s , k lewych nawiasów doklejonych do s jest ciπgiem odpowiadajπcych sobie lewych i prawych nawiasów
, ((. . . (| {z }

k

s jest ciπgiem odpowiadajπcych sobie nawiasów.

Pomys≥ jest nastÍpujπcy: parsujemy dany ciπg nawiasów z lewej do prawej i liczymy pojawiajπce siÍ lewe
nawiasy, które nie majπ jeszcze swoich prawych odpowieników. Zaczynamy wiÍc od k = 0, zwiÍkszamy
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k o 1 za kaødym razem, gdy napotkamy na lewy nawias i zmniejszamy k o 1 za kaødym razem, gdy
napotkamy prawy nawias:

0 B ✏
Peps

k + 1 B s

k B (s
P left

k � 1 B s k > 0

k B)s
Pright

Druga przes≥anka, czyli k > 0, w regule Pright zapewnia, iø w dowolnym ciπgu nawiasów liczba pra-
wych nawiasów nie moøe przekroczyÊ liczby lewych nawiasów. Osπd 0 B s oznacza, øe s jest ciπgiem
odpowiadajπcych sobie nawiasów. Oto przyk≥ad:

0 B ✏ Peps 1 > 0
1 B)

Pright 2 > 0
2 B))

Pright
1 B ())

Pleft
0 B (())

Zauwaømy, øe o ile regu≥y wnioskowania dobrze jest czytaÊ od przes≥anek do wniosków, a wiÍc w
formie “jeøeli zachodzπ przes≥anki, to zachodzi teø wniosek”, o tyle w przypadku powyøszych regu≥
wygodniej jest je czytaÊ od wniosku do przes≥anki, czyli w formie “aby udowodniÊ wniosek, dowodzimy
nastÍpujπcπ przes≥ankÍ”. Na przyk≥ad, regu≥a Peps moøe byÊ odczytana jako “aby udowodniÊ 0 B ✏,
nie musimy niczego innego dowodziÊ”. Taki sposób czytania regu≥ wnioskowania “od do≥u do góry”
odpowiada kierunkowi parsowania ciπgów nawiasów od lewej do prawej. Na przyk≥ad, dowód osπdu
0 B (()) przebiega≥by zgodnie z nastÍpujπcym ciπgiem osπdów czytanym od lewej do prawej:

0 B (()) ! 1 B ()) ! 2 B)) ! 1 B) ! 0 B ✏

Zadanie 8. PrzepisaÊ regu≥y wnioskowania dla osπdu k B s tak, aby wygodniej by≥o go czytaÊ w kierunku
od przes≥anek do wniosków.

Naszym celem jest teraz nastÍpujπce twierdzenie:

Twierdzenie 5. Jeøeli 0 B s, to wówczas s mparen.

£atwo sprawdziÊ, øe próba bezpoúredniego dowodu powyøszego twierdzenia musi zawieúÊ. Na przyk≥ad,
jeøeli osπd 0 B (s jest wnioskiem z osπdu 1 B s po zastosowaniu regu≥y Pleft, nie moøemy zastosowaÊ
za≥oøenia indukcyjnego do przes≥anki, poniewaø ta nie jest postaci 0 B s0. To, czego wobec tego potrze-
bujemy, to uogólnienie powyøszego twierdzenia, które obejmie wszystkie osπdy postaci k B s, a nie tylko
szczególny przypadek k = 0.

Lemat 2. Jeøeli k B s, to wówczas ((. . . (| {z }
k

smparen.

Powyøszy lemat formalnie dowodzi to, co jest intuicyjnie jasne w definicji osπdu k B s. Dowodzone
twierdzenie jest prostym wnioskiem z powyøszego lematu.
Z kolei dowód powyøszego lematu wymaga dowodu innego lematu, który pozostawiamy tu jako Êwi-
czenie:

Lemat 3. Jeøeli ((. . . (| {z }
k

smparen, to wówczas ((. . . (| {z }
k

()smparen.

Dowód naszego lematu bÍdzie przebiega≥ nastÍpujπco:
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Dowód.
Przypadek 0B✏

Peps gdzie k = 0 oraz s = ✏:
✏ mparen wobec regu≥y Meps
((. . . (| {z }

k

smparen wobec ((. . . (| {z }
k

s = ✏.

Przypadek k+1Bs

0

kB(s0 Pleft gdzie s = (s0:
((. . . (| {z }
k+1

s0mparen wobec za≥oøenia indukcyjnego dla k + 1 B s0

((. . . (| {z }
k

smparen wobec ((. . . (| {z }
k+1

s0 = ((. . . (| {z }
k

(s0 = ((. . . (| {z }
k

s.

Przypadek k�1Bs

0
k>0

kB)s0 Pright gdzie s =)s0:
((. . . (| {z }
k�1

s0mparen wobec za≥oøenia indukcyjnego dla k � 1 B s0

((. . . (| {z }
k�1

()s0mparen wobec Lematu

((. . . (| {z }
k

smparen wobec ((. . . (| {z }
k�1

()s0 = ((. . . (| {z }
k

)s0 = ((. . . (| {z }
k

s.

⇤
Jest waøne aby zrozumieÊ, øe uogólnianie twierdzenia nie jest tym samym co stosowanie lematu. Le-
maty stosujemy, gdy za≥oøenia indukcyjne stosujπ siÍ do wszystkich przes≥anek w dowodzie indukcyjnym,
ale wúród moøliwych do wyciπgniÍcia wniosków nie ma naszego celu dowodowego. W typowej sytuacji
lemat wype≥nia lukÍ pomiÍdzy za≥oøeniem indukcyjnym a øπdanym wnioskiem i sam wymaga dowodu
indukcyjnego który przeprowadza siÍ osobno. W przypadku uogólniania twierdzenia mamy do czynienia
z sytuacjπ, gdy za≥oøenia indukcyjne nie stosujπ siÍ do niektórych z przes≥anek i dowód ndukcyjny nie
jest w ogóle moøliwy do przeprowadzenia. Zastosowanie lematu nie jest w takim razie moøliwe, albowiem
za≥oøenia indukcyjne stosujπ siÍ tylko do przes≥anek regu≥ wnioskowania i niczego innego. Tym samym
uogólniamy twierdzenie tak, aby moøna je udowodniÊ wprost indukcyjnie.
Uogólnienie twierdzenia na ogó≥ oznacza znalezienie twierdzenia, które jest trudniejsze w dowodzie,
ale z którego øπdane twierdzenie wynika natychmiastowo. Nie ma jakiejú szczególnej recepty na to, w jaki
sposób twierdzenia moøna uogólniaÊ, warto wszakøe pamiÍtaÊ, iø niektóre problemy wymagajπ naprawdÍ
szerokiego spojrzenia na osπd, do którego dowodu ma byÊ zastosowane za≥oøenie indukcyjne. W wielu
wypadkach wyodrÍbnienie niezmiennika danego osπdu dajÍ poøytecznπ wskazówkÍ w jaki sposób moøliwe
jest uogólnianie rezultatu. Na przyk≥ad przytoczone powyøej twierdzenie dotyczy specjalnego przypadku
osπdu k B s i jego uogólnienie dok≥adnie wyjaúnia co w≥aúciwie znaczy osπd k B s.

4.2.3. Zastosowanie regu≥y odwracania. Rozwaømy regu≥Í wnioskowania

J1 J2 . . . J
n

J
R.

Aby zastosowaÊ regu≥Í R musimy najpierw znaleüÊ dowody przes≥anek J1, . . . , Jn. W nieco odmienny
sposób moøemy wyraziÊ to samo mówiπc, øe aby udowodniÊ J , wystarczy pokazaÊ J1, . . . , Jn. Tak czy
inaczej, w obydwu przypadkach zawsze najpierw interesuje nas dowód przes≥anek.
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Za≥óømy, øe istnieje dowód wniosku J . Innymi s≥owy, za≥óømy, øe J jest dowodliwe, jakkolwiek nie
dysponujemy gotowym dowodem J . ZwróÊmy uwagÍ, øe z tego, øe osπd J jest dowodliwy, nie musi wcale
wynikaÊ, øe dowodliwe sπ przes≥anki J1, . . . , Jn. Moøe siÍ na przyk≥ad zdarzyÊ, øe bÍdziemy dysponowali
regu≥π wnioskowania

J 0
1 J 0

2 . . . J 0
m

J
R0

która pozwala dojúÊ do tego samego wniosku z zastosowaniem innych przes≥anek. W takim wypadku nie
moøemy byÊ pewni, øe regu≥a R zosta≥a zastosowana w koÒcowym kroku dowodu osπdu J , w szczególnoúci
nic nie gwarantuje, øe istniejπ dowody osπdów J1, . . . , Jn.
Jeøeli jednak regu≥a R jest jedynym sposobem, aby udowodniÊ wniosek J , moøemy bezpiecznie “odwró-
ciÊ” regu≥Í R i wywnioskowaÊ w ten sposób przes≥anki J1, . . . , Jn z istniejπcego dowodu osπdu J . Innymi
s≥owy, jako øe regu≥a R jest jedynym sposobem wywnioskowania osπdu J , istnienie dowodu J zaleøy od
istnienia dowodów osπdów J1, . . . , Jn. Tego typu rodzaj wnioskowania “od do≥u do góry” nazywany jest
dowodzeniem przez zastosowanie regu≥y odwracania.
Jako przyk≥ad udowodnimy nastÍpujπce twierdzenie:

Twierdzenie 6. Jeøeli S n nat, to równieø n nat.

Dowód. Zacznijmy od za≥oøenia, øe zachodzi osπd S n nat. Jako øe jedynym sposobem udowodnienia
S n nat jest poprzez regu≥Í Succ, S n nat musi byÊ udowodnione przy uøyciu n nat nastÍpujπco:

n nat

S n nat
Succ

Tym samym fragment dowodu S n nat pociπga równieø dowód interesujπcego nas faktu. ⇤


