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3. Wyk≥ad 3: Indukcja

3.1. Definiowanie kategorii syntaktycznych przez indukcjÍ. Istotnym sk≥adnikiem definicji jÍzyka
programowania jest jego sk≥adnia syntaktyczna, dziÍki której jesteúmy w stanie odpowiedzieÊ jaki
program (rozumiany jako ciπg znaków) bÍdzie rozpoznany przez parser, a jaki nie bÍdzie. Na ogó≥
sk≥adnia syntaktyczna jest okreúlona za pomocπ pewnej liczby kategorii syntaktycznych takich jak
wyraøenia, typy i wzorce. Poniøej przedstawimy na kilku przyk≥adach w jaki sposób moøna definiowaÊ
kategorie syntaktyczne przez indukcjÍ w kilku prostych jÍzykach.
Jako pierwszy przyk≥ad rozwaømy nastÍpujπcπ definicjÍ kategorii syntaktycznej nat liczb naturalnych:

nat n ::= 0 | S n

Wprzyk≥adzie tym nat jest nazwπ kategorii syntaktycznej, którπ definiujemy, n jest zwany nie-terminalem,
::= czytamy “jest definiowane jako”, a I jako “lub”, 0 oznacza “zero”, zaú S oznacza “nastÍpnik”. Tym
samym definicjÍ moøna odczytaÊ nastÍpujπco:

liczba naturalna n jest definiowana jako 0 albo S n0, gdzie n0 jest innπ liczbπ naturalnπ.
Zauwaømy, øe nat jest tu definiowane indukcyjnie: liczba naturalna S n0 jest zdefiniowana za pomocπ
innej liczby naturalnej n0 i tym samym nat uøywa tej samej kategorii syntaktycznej w swej definicji. A
zatem definicja nat produkuje nieskoÒczony zbiór liczb naturalnych takich jak

0,S 0, S S 0, S S S 0, . . .

Kategoria syntaktyczna moøe odnosiÊ siÍ w swej definicji do innej kategorii syntaktycznej. Na przy-
k≥ad, majπc danπ zdefiniowanπ powyøej kategoriÍ nat, moøemy indukcyjnie zdefiniowaÊ nowπ kategoriÍ
syntaktycznπ tree jak nastÍpuje:

tree t ::= leaf n | node(t, n, t)
Tu z kolei leaf n oznacza liúÊ drzewa o numerze n, node (t1, n, t2) oznacza wÍze≥ o numerze n z lewym
potomkiem t1 i prawym potomkiem t2. Zatem tree specyfikuje jÍzyk drzewek binarnych liczb naturalnych
takich jak

leaf n, node (leaf n1, n, leaf n2), node (node (leaf n1, n, leaf n2), n
0, n00), . . .

W podobny sposób moøemy pokusiÊ siÍ o zdefiniowanie dwóch kategorii syntaktycznych które wza-
jemnie definiujπ siÍ przez indukcjÍ. Na przyk≥ad moøemy równoczeúnie zdefiniowaÊ kategorie par i npar
liczb parzystych i nieparzystych jak nastÍpuje

par e ::= 0 | S o
npar o ::= S e

Tym samym par sk≥ada siÍ z liczb parzystych takich jak

0,S S 0, S S S S 0, . . .

a npar z liczb nieparzystych takich jak

S 0,S S S 0, S S S S S 0, . . .

Zauwaømy teø , øe par oraz npar sπ podkategoriami kategorii nat poniewaø kaøda liczba parzysta e i
kaøda liczba nieprarzysta o sπ równieø liczbami naturalnymi. Tym samym moøemy myúleÊ o par lub npar
jako o nat spe≥niajπcych pewne dodatkowe warunki.

Zadanie 4. ZdefiniowaÊ par oraz npar niezaleønie od siebie.
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Przyjrzyjmy siÍ jeszcze jednemu przyk≥adowi defniowania podkategorii syntaktycznej. Zdefiniujmy
najpierw syntaktycznπ kategoriÍ paren ciπgów nawiasów:

paren s ::= ✏ | (s | )s

✏ bÍdzie oznaczaÊ pusty ciπg (a wiÍc dla dowolnego ciπgu s zachodzi ✏s = s = s✏). Zauwaømy, øe paren
definiuje jÍzyk ciπgów nawiasów zapisywanych bez øadnych ograniczeÒ. Teraz zdefiniumy podkategoriÍ
mparen kategorii paren ciπgów nawiasów, w których nawiasy “lewe” odpowiadajπ nawiasom “prawym”:

mparen s ::= ✏ | (s) | s s

mparen generuje ciπgi takie jak
✏, (), ()(), (()), (())(), ()()(), . . .

Zauwaømy, øe w myúl przyjÍtej definicji mparen, ciπg nawiasów z tej kategorii moøe nie daÊ siÍ roz≥oøyÊ
w jednoznaczny sposób: na przyk≥ad ciπg ()()() moøe byÊ równie dobrze otrzymany z dopisania do ciπgu
() ciπgu ()(), jak i z dopisania do ciπgu ()() ciπgu (). Nietrudno zauwaøyÊ, øe dwuznacznoúc ta jest
spowodowana przez trzeciπ czÍúÊ definicji: dla danego ciπgu podciπgów nawiasów moøe istnieÊ wiÍcej niø
jeden sposób na rozdzielenie go na dwa podciπgu nawiasów. Moøemy wyeliminowaÊ tÍ dwuznacznoúÊ
definiujπc kategoriÍ lparen:

lparen s ::= ✏ | (s) s

Pomys≥ na definicjÍ lparen jest nastÍpujπcy: pierwszy (liczπc od lewej strony) nawias pojawiajπcy siÍ
w niepustym ciπgu nawiasów s jest lewy nawias “(”, któremu odpowiada dok≥adnie jedno wystπpienie
prawego nawiasu “)”. Na przyk≥ad ciπg s = (())() moøe byÊ zapisany jako (s1)s2, gdzie s1 = () oraz
s2 = () sπ ciπgami odpowiadajπcych sobie lewych i prawych nawiasów, kaødy jednoznacznie wyznaczony
przez s. Z drugiej strony ciπgi ()) oraz (()() nie sπ ciπgami odpowiadajπcych sobie lewych i prawych
nawiasów i nie mogπ byÊ zapisane w postaci (s1)s2, gdzie s1 i s2 sπ ciπgami odpowiadajπcych nawiasów.
Definicja indukcyjna jest wygodnym sposobem specyfikowania jÍzyka. Nawet sk≥adnie syntaktyczne
jÍzyków “na serio” (na przyk≥ad Standard ML) uøywajπ de facto takiej samej maszynerii. Okazuje
siÍ jednak, øe inducyjnie definiowane kategorie syntaktyczne nie sπ najlepszym narzÍdziem do badania
w≥aúciwoúci jÍzyka. Na przyk≥ad, w jaki w zasadzie sposób chcielibyúmy zapisaÊ, øe n naleøy do nat jeúli
n naleøy do nat – a tym bardziej w jaki sposób chcielibyúmy coú takiego udowodniÊ? Podobnie, w jaki
sposób chcielibyúmy sprawdziÊ, øe dany ciπg nawiasów naleøy do mparen? Celem udzielenia odpowiedzi
na takie pytania musimy najpierw poznaÊ formalnπ definicjÍ osπdu.

3.2. Definiowanie osπdów przez indukcjÍ. Jako osπd bÍdziemy rozumieli pewien fragment wiedzy,
który moøe daÊ siÍ dowieúÊ, lub moøe nie daÊ siÍ dowieúÊ. Na przy≥ad:

• “1� 1 jest równe 0” jest osπdem, który zawsze daje siÍ dowieúÊ,
• “1 jest równe 0” jest osπdem, którego nigdy nie daje siÍ dowieúÊ,
• “dzisiaj pada deszcz” jest osπdem, który daje siÍ dowieúÊ w zaleønoúci od kontekstu :-)
• “S S 0 naleøy do kategori syntaktycznej nat” jest osπdem, który daje siÍ dowieúÊ o ile nat jest
kategoriπ zdefiniowanπ tak, jak przed chwilπ.

Jak wobec tego dowodzimy dany osπd? Na przyk≥ad, na jakiej podstawie twierdzimy, øe “1�1 jest równe
0” jest osπdem, który zawsze daje siÍ dowieúÊ? Implicite chcielibyúmy uøyÊ prostych regu≥ arytmetycz-
nych, aby udowodniÊ, iø “1� 1 jest równe 0”, ale, chcπc byÊ precyzyjnym, musimy wszak odnotowaÊ, øe
regu≥y arytmetyczne nie sπ nam dane – musimy je wpierw sformu≥owaÊ jako regu≥y wnioskowania.
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Kaøda regu≥a wnioskowania sk≥ada siÍ z osπdów J1, . . . , Jn zwanych przes≥ankami i z osπdu J
zwanego wnioskiem i zapisywana jest w postaci

J1 J2 · · · J
n

J
R

Regu≥Í tÍ, którπ nazwaliúmy tu R, odczytujemy w ten sposób, øe jeúli zachodzπ przes≥anki J1, . . . , Jn
to zachodzi równieø wniosek J . Jako szczególny przypadek regu≥a wnioskowania pozbawiona przes≥anej
bÍdzie nazywana aksjomatem. Oto kilka przyk≥adów regu≥ wnioskowania – aby nie zaciemniaÊ obrazu,
zrezygnowaliúmy z wprowadzania nazw poniøszych regu≥:

m jest równe l l jest równe n
m jest równe n

m jest równe l
m+1 jest równe l+1

m jest równe m 1 jest liczbπ naturalnπ
mój p≥aszcz jest mokry

pada deszcz
Koncepcja osπdu jest na tyle ogólna, øe w zasadzie stosuje siÍ do dowolnego rodzaju wiedzy: do
wiedzy o pogodzie, wiedzy o liczbach, wiedzy o programowaniu etc. Zauwaømy wszelako, øe same osπdy
nie sπ wystarczajπcym úrodkiem do uzasadniania fragmentów badanej wiedzy – równie waøne sπ tu
regu≥y wnioskowania s≥uøπce do dowodzenia lub obalania osπdów. Innymi s≥owy, aby definicja osπdu jest
kompletna wtedy i tylko wtedy, gdy istniejπ regu≥y wnioskowania pozwalajπce na jego udowodnienie
bπdü obalenie. Bez regu≥ wnioskowania nie sposób nadaÊ osπdowi znaczenie. Na przyk≥ad, bez regu≥
wnioskowania w arytmetyce, stwierdzenie “1�1 jest równe 0” nie jest niczym wiÍcej jak ciπgiem znaków
bez znaczenia i nie moøe byÊ nazwane osπdem.
Jak siÍ domyúlamy, osπdy sπ narzÍdziem wystarczajπco silnym aby rozstrzygaÊ o przynaleønoúci do ka-
tegorii syntaktycznej. Jako przyk≥ad spójrzmy na indukcyjnπ definicjÍ katgorii nat jako na zbiór pewnych
osπdów i regu≥ wnioskowania. Na poczπtek wprowadzamy osπd n nat:

n nat , n jest liczbπ naturalnπ

oraz nastÍpujπce dwie regu≥y wnioskowania, nazwane tu jako Zero oraz Succ:

n nat
Zero

n nat

S n nat
Succ

WystÍpujπca w regule Succ zmienna n jest zwana metazmiennπ i oznacza pewien ciπg z≥oøony z
elementów S oraz 0 i tym samym nie jest czÍúciπ jÍzyka sk≥adajπcego siÍ z S i 0. Innymi s≥owy, n jest tu
metazmiennπ przyjmujπcπ wartoúci ze zbioru ciπgów z≥oøonych z S i 0 i (przynajmniej przed zastπpieniem
n przez pewien konkretny ciπg, na przyk≥ad S 0) nie jest testowana na przynaleønoúÊ do nat.
Tym samym osπd n nat jest teraz zdefiniowany indukcyjnie przez dwie regu≥y wnioskowania. Regu≥a
Zero jest aksjomatem i gra tu rolÍ przypadku bazowego, zaú regu≥a Succ jest przypadkiem indukcyjnym,
albowiem jej przes≥anka zawiera osπd o mniejszym rozmiarze niø osπd (tego samego rodzaju) wystÍpujπcy
we wniosku. Teraz moøemy udowodniÊ, na przyk≥ad, øe osπd S S 0 nat ma dowód: robimy to wskazujπc
nastÍpujπce drzewo wnioskowania, w którym S S 0 nat jest korzeniem, a 0 nat jedynym liúciem:

Zero0 nat SuccS 0 nat SuccS S 0 nat
W podobny sposób moøemy zapisaÊ definicjÍ kategorii syntaktycznej tree przy uøyciu osπdów i regu≥
wnioskowania:

t tree , t jest drzewem binarnym liczb naturalnych
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n nat

leaf n tree
Leaf

t1 tree n nat t2 tree

node (t1, n, t2) tree
Node

W troszkÍ bardziej skomplikowany, ale w sumie teø podobny sposób moøemy zapisaÊ definicjÍ kategorii
syntaktycznej ctreehdi pe≥nych drzew o danej wysokoúci:

t ctreehdi , t jest pe≥nym drzewem binarnym liczb naturalnych o wysokoúci d
n nat

leaf n ctreeh0i Cleaf
t1 ctreehdi n nat t2 ctreehdi

node (t1, n, t2) ctreehS di Cnode

Rozwaømy nastÍpujπce drzewo:

node (node (leaf 0, 0, leaf 0), 0, node ( leaf 0, 0, leaf 0))

i zobaczmy, øe jest do istotnie pe≥ne drzewko binarne liczb naturalnych o wysokoúci S S 0. Oczywiúcie
widaÊ to na rysunku:

0

ppp
ppp

ppp
ppp

pp

OOO
OOO

OOO
OOO

OO
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0 0 0 0

ale spróbujmy jednak zapisaÊ formalny dowód:

Zero0 nat Cleaf
leaf 0 ctreeh0i Zero0 nat

Zero0 nat Cleaf
leaf 0 ctreeh0i

Cnode
node (leaf 0, 0, leaf 0) ctreehS 0i Zero (...)0 nat

Cnode
node (node (leaf 0, 0, leaf 0), 0, node ( leaf 0, 0, leaf 0)) ctreehS S 0i

...gdzie w miejsce (...) trzeba wstawiÊ taki sam osπd jak pierwsza z przes≥anek w ostatnim wniosko-
waniu. Podobnie moøemy sprawdziÊ, øe

t = node (leaf 0, 0, node ( leaf 0, 0, leaf 0))

nie jest pe≥nym drzewem binarnym, albowiem nie potrafimy udowodniÊ, iø t ctreehdi dla øadnej liczby
naturalnej d:

Zero0 nat d0 =0 Cleaf
leaf 0 ctreehd0i Zero0 nat

. . . d0 = S d00 Cnode
node (leaf 0, 0, leaf 0) ctreehd0i

Cnode
node (leaf 0, 0, node ( leaf 0, 0, leaf 0)) ctreehS d0i

£atwo zauwaøyÊ, dlaczego dowód nie dzia≥a: lewe poddrzewo t wymaga, aby d0 = 0, tymczasem prawe
poddrzewo t wymaga, aby d0 = Sd00, co oczywiúcie jest niemoøliwe.
Dok≥adnie tak jak to mia≥o miejsce w przypadku kategorii syntaktycznych par i npar, róøne osπdy mogπ
byÊ definiowane równoczeúnie. Na przyk≥ad, definicje par i npar moøna przedstawiÊ w postaci osπdów i
regu≥ wnioskowania w nastÍpujπcy sposób:

n par , n jest liczbπ parzystπ

n npar , n jest liczbπ nieparzystπ

0 par
ZeroE

n npar

S n par
SuccE

n par

S n npar
SuccO
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W szczególnoúci dowód tego, øe S S 0 jest liczbπ parzystπ wyglπda≥by nastÍpujπco:
ZeroE0 par
SuccOS 0 npar
SuccES S 0 par

Zadanie 5. ZapisaÊ definicje paren, mparen i lparen przy uøyciu osπdów i regu≥ wnioskowania.

3.3. Regu≥y wyprowadzalne i dopuszczalne. Tak jak przed chwilπ zobaczyliúmy, osπdy sπ definiowa-
ne wewnπtrz pewnego ustalonego systemu regu≥ wnioskowania. Zauwaømy, øe dziÍki istniejπcym regu≥om
wnioskowania moøemy tworzyÊ nowe regu≥y wnioskowania, które moøna dodaÊ do systemu. Tak otrzy-
mane nowe regu≥y nie zmieniajπ w øaden sposób charakterystyki systemu, jako øe wszystkie mogπ zostaÊ
uzasadnione przy uøyciu oryginalnych regu≥, ale czÍsto mogπ pomóc nam w rozwiπzywaniu problemów.
Na przyk≥ad mnoøπc dwie liczby naturalne rzadko kiedy uøywamy podstawowych regu≥ arytmetyki, o
których moglibyúmy myúleÊ jak o podstawowym zestawie regu≥ wnioskowania – zamiast tego powszechnie
stosujemy tabliczkÍ mnoøenia, o której moøemy teraz myúleÊ jak o zestawie nowych regu≥ wnioskowania.
Nowe regu≥y wnioskowania mogπ byÊ wprowadzane na dwa sposoby: jako regu≥y wyprowadzalne
lub jako regu≥y dopuszczalne. Regu≥π wyprowadzalnπ nazywamy takπ regu≥Í, w której luka pomiÍ-
dzy przes≥ankami a wnioskiem moøe byÊ wype≥niona przez wklejenie okreúlonego drzewa wnioskowania.
Innymi s≥owy, zawsze jesteúmy w stanie wskazaÊ ciπg regu≥ wnioskowania startujπcy od wyjúciowych prze-
s≥anek, a koÒczπcy na ostatecznym wniosku. Jako przyk≥ad rozwaømy nastÍpujπcπ regu≥Í orzekajπcπ, øe
jeúli n jest liczbπ naturalna, to jest niπ równieø S S n:

n nat

S S n nat
Succ2

Jest to regu≥a wyprowadzalna, albowiem moøemy jπ uzasadniÊ przy uøyciu nastÍpujπcego drzewa dowo-
dowego:

n nat Succ
S n nat Succ
S S n nat

Moøemy teraz uøywaÊ regu≥y Succ2 tak, jakby to by≥a oryginalna regu≥a wnioskowania – w razie czego
zawsze moøemy podaÊ jej dowód.
Regu≥a dopuszczalna to taka, w której przes≥anka pociπga wniosek. Innymi s≥owy, jeøeli spe≥niona jest
przes≥anka, to spe≥niony jest teø wniosek. Oczywiúcie kaøda regu≥a wyprowadzalna jest dopuszczalna
dziÍki moøliwoúci formalnego udowodnienia wniosku na podstawie przes≥anki. Istniejπ wszelako regu≥y
dopuszczalne, które nie sπ wyprowadzalne. Rozwaømy na przyk≥ad nastÍpujπcπ regu≥Í wnioskowania
orzekajπcπ, øe jeúli S n jest liczbπ naturalnπ, to jest niπ teø n:

S n nat

n nat
Succ�1

Zauwaømy po pierwsze, øe nie jest to regu≥a wyprowadzalna: jedyny sposób, aby otrzymaÊ n nat z
S n nat to zastosowanie regu≥y Succ, ale przes≥anka regu≥y Succ jest mniejsza niø jej wniosek, podczas
gdy S n nat jest wiÍksze niø n nat.
PrzypuúÊmy wszakøe, øe dysponujemy dowodem przes≥anki S n nat. Jako øe jedynym sposobem udo-
wodnienia S n nat jest zastosowanie regu≥y Succ, dowód S n nat musi wyglπdaÊ jakoú tak:

...
n nat

Succ
S n nat
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Moøemy zatem wyekstrachowaÊ mniejsze drzewo dowodowe
...

n nat
i tym samym udowodniÊ n nat. Tym

samym pokazaliúmy, øe Succ�1 jest regu≥π dopuszczalnπ.
Istotnπ cechπ regu≥ wyprowadzalnych jest to, øe pozostajπ one prawdziwe nawet wówczas, gdy wzbo-
gacimy nasz system o nowe regu≥y. Na przyk≥ad regu≥a Succ2 pozostanie prawdziwa niezaleønie od tego
ile nowych regu≥ wnioskowania do≥oøymy, poniewaø dowód osπdu S S n nat z osπdu n nat jest zawsze
moøliwy w oparciu o regu≥Í Succ.
Nie moøna, niestety, powiedzieÊ tego samego o regu≥ach dopuszczalnych. Innymi s≥owy, regu≥y dopusz-
czalne mogπ przestaÊ obowiπzywaÊ po wzbogaceniu systemu o nowe regu≥y wnioskowania. Na przyk≥ad
wyobraümy sobie, øe wyposaøymy nasz system w nowπ regu≥Í

n tree

S n nat
ZKosmosu

Regu≥a ZKosmosu psuje poprzednio dopuszczalnπ regu≥Í Succ�1 poniewaø zastosowanie Succ nie jest
teraz jedynym sposobem udowodnienia S n nat i tym samym S n nat nie gwarantuje obecnie n nat.
Tym samym prawdziwoúÊ kaødej z regu≥ dopuszczalnych musi byÊ weryfikowana za kaødym razem, gdy
wzbogacamy system o nowe regu≥y.

Zadanie 6. Czy regu≥a n par
S S n par SuccE

2 jest wyprowadzalna, czy dopuszczalna? A regu≥a S S n par
n par SuccE�2?
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