
1. Wyk≥ad 1: Wprowadzenie do programowania funkcyjnego.

W wyk≥adzie tym zajmiemy siÍ podstawowymi ideami stojπcymi u podstaw programowania funk-
cyjnego, czyli programowania w jÍzykach funkcyjnych. Wszystkie podane tu przyk≥ady napisane sπ w
Standard ML (który odtπd bÍdziemy skracali jako SML), aczkolwiek przet≥umaczenie ich na dowolny
inny jÍzyk funkcyjny nie powinno nastrÍczaÊ wiÍkszych trudnoúci, jako øe wszystkie jÍzyki funkcyjne
opierajπ siÍ na tej samej konstrukcji. Rezultaty wszystkich podanych tu przyk≥adów zosta≥y wygenero-
wane w interaktywnym trybie SML of New Jersey.
Jako øe zajmujemy siÍ tu przede wszystkim stronπ teoretycznπ programowania funkcyjnego, czytelnik
bliøej zainteresowany poznaniem SML odsy≥any jest niniejszym do innych üróde≥.

1.1. Paradygmat programowania funkcyjnego. Historycznie rzecz biorπc, w rozwoju jÍzyków pro-
gramowania wyszczególniÊ moøna kilka paradygmatów. Kaødy z nich skupia siÍ na innym aspekcie pro-
gramowania, wykazujπc swoje zalety w pewnych zastosowaniach oraz s≥aboúci w innych. Przyk≥adowo,
programowanie obiektowe wykorzystuje mechanizm rozszerzania klas obiektów do wyraøenia relacji po-
miÍdzy róønymi obiektami. Programowanie funkcyjne, jak sama nazwa wskazuje, k≥adzie wyjπtkowy
nacisk na rolÍ funkcji jako podstawowych komponentów programów. Po≥πczone z odpowiednim wyko-
rzystaniem zasobów modu≥owych, okazuje siÍ byÊ doskona≥ym narzÍdziem w rozwoju oprogramowania
wielkoskalowego.
Programowanie funkcyjne bywa czÍsto porównywane z programowaniem imperatywnym, gdy mowa o
jego cechach charakterystycznych. W programowaniu imperatywnym, podstawowym komponentem sπ
komendy. Typowy program sk≥ada siÍ z szeregu komend, które po wywo≥aniu prowadzπ do uzyskania
okreúlonego efektu. Tym samym program napisany w stylu imperatywnym moøna postrzegaÊ jako in-
strukcjÍ ”jak coú policzyÊ” – a wiÍc jak uporzπdkowaÊ tablicÍ danych, jak dodaÊ element do danej listy,
jak ustaliÊ úcieøkÍ w drzewie itp. Dla kontrastu, programowanie funkcyjne w naturalny sposób zachÍca
programistów do skupienia siÍ na tym, ”co policzyÊ”, jako øe kaødy fragment kodu musi mieÊ przypisanπ
pewnπ wartoúÊ.
Aby lepiej zrozumieÊ tÍ róønicÍ, rozwaømy typowπ konstrukcjÍ warunkowπ if-then-else. W typo-
wym jÍzyku imperatywnym (na przyk≥ad w C, Javie czy Pascalu) nastÍpujπcy fragment kodu wyglπda
ca≥kiem niewinnie i nie wzbudza øadnych podejrzeÒ; w istocie, w programowaniu imperatywnym tego
typu kodowanie jest czÍsto nie do unikniÍcia:
if (x == 1) then
x = x+1;

Powyøszy program wywo≥uje komendÍ zwiÍkszajπcπ wartoúÊ x gdy jest ona równa 1; jeøeli wartoúÊ ta
jest róøna od 1, komenda nie zostaje wywo≥ana – nic z≥ego siÍ tu nie dzieje. Rozwaømy teraz nastÍpujπcy
fragment kodu napisany w pewnym hipotetycznym jÍzyku funkcyjnym:
if (x == 1) then x + 1
Wraz z brakujπcym okreúleniem úcieøki else powyøszy kod nie ma sensu: kaødy fragment kodu musi mieÊ
przypisanπ pewnπ wartoúÊ, ale powyøszy kod nie ma przypisanej øadnej wartoúci, gdy x jest róøne od 1.
Z tego powodu bezwzglÍdnie konieczne jest okreúlenie przypadku else w kaødym jÍzyku funkcyjnym.
Tak jak w przypadku kaødego paradygmatu programowania, prawdziwa si≥a programowania funkcyj-
nego moøe zostaÊ w≥aúciwie doceniona dopiero po zdobyciu odpowiedniego doúwiadczenia. Niezaleønie
od tego, w odróønieniu od innych paradygmatów programistycznych, programowanie funkcyjne jest zbu-
dowane w oparciu o mnóstwo fascynujπcych koncepcji teoretycznych, ca≥kowicie niezaleønych od jego
zalet czy wad w budowaniu oprogramowania. Tym samym programowanie funkcyjne, zdaniem autora,
powinno byÊ pierwszym krokiem w poznawaniu teorii jÍzyków programowania.
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1.2. Wyraøenia i wartoúci. W SML-u programy sk≥adajπ siÍ z wyraøeÒ, które zmieniajπ siÍ od pro-
stych sta≥ych do z≥oøonych funkcji. Kaøde wyraøenie moøe mieÊ przypisanπ doÒ wartoúÊ, zaú proces re-
dukowania wyraøenia do wartoúci nazywamy jest wartoúciowaniem, lub, bardziej uczenie, ewaluacjπ.
Powiemy, øe wyraøenie wartoúciuje siÍ do danej wartoúci, gdy proces wartoúciowania siÍ zatrzymuje.
Zauwaømy przy tym, øe wartoúÊ jest specjalnym rodzajem wyraøenia.

1.2.1. Przyk≥ad: liczby naturalne. Sta≥a naturalna 1 jest wyraøeniem, które samo jest teø wartoúciπ.
Wyraøenie naturalne 1+1 samo nie jest wartoúciπ, ale wartoúciuje siÍ do naturalnej wartoúci 2. Moøemy
spróbowaÊ znaleüÊ wartoúÊ zwiπzanπ z wyraøeniem przez przypisanie mu typu i uøycie úrednika w SML-u:
- 1 + 1;
val it = 2 : int
Druga linia powyøej oznajmia, øe wynikiem wartoúciowania danego wyraøenia jest wartoúÊ 2 (póki co
nie przejmujemy siÍ adnotacjπ typu : int, zajmiemy siÍ tym za chwilÍ).
Wszystkie operacje arytmetyczne w SML-u majπ nazwy znane z innych jÍzyków programowania (na
przyk≥ad +, -, *, div, mod). Wyjπtkiem jest unarny operator negacji, który zamiast przez - ozna-
czany jest przez ~. Na przyk≥ad ~1 jest liczbπ ca≥kowitπ ujemnπ, ale -1 nie wartoúciuje siÍ do liczby
naturalnej.

1.2.2. Przyk≥ad: wartoúci boole’owskie. Sta≥ymi boole’owskimi w SML-u sπ true i false, zaú konstrukcja
warunkowa ma postaÊ if e then e1 else e2, gdzie e, e1 i e2 sπ wyraøeniami oraz e musi wartoúciowaÊ
siÍ do wartoúci boole’owskiej. Na przyk≥ad:
- if 1 = ~1 then 10 else ~10;
val it = ~10 : int
Tutaj 1 = ~1 jest wyraøeniem, które porównuje dwa podwyraøenia 1 oraz ~1 dla sprawdznia ich równoúci
(w istocie = równieø jest wyraøeniem – funkcjπ dwuargumentowπ). Jako øe te dwa podwyraøenia nie sπ
równe, 1 = ~1 wartoúciuje siÍ do false, co z kolei powoduje, iø ca≥e wyraøenie wartoúciuje siÍ do ~10.
W SML-u dostÍpne sπ teø jako operatory logiczne andalso, orelse oraz not. Operatory binarne
implementujπ wewnÍtrznie ”spiÍcia,” ale robienie ”spiÍÊ” w jÍzykach funkcyjnych nie ma znaczenia,
poniewaø wartoúciowanie wyraøenia nigdy nie powoduje efektów ubocznych.

Zadanie 1. Czy potraficie uproúciÊ if e then true else false?

1.3. Zmienne. Zmienne sπ ”pojemnikami” na wartoúci. Jako wyraøenia, wartoúciujπ siÍ do wartoúci,
którπ zawierajπ. Uøywamy s≥owa kluczowego val chcπc inicjalizowaÊ zmiennπ. Na przyk≥ad zmienna x
jest inicjalizowana wyraøeniem naturalnym 1+1 w nastÍpujπcy sposób:
- val x = 1 + 1;
val x = 2 : int
Zauwaømy, øe musimy wyposaøyÊ wyraøenie, które bÍdziemy chcieli uøyÊ w obliczeniach, w poczπtkowπ
wartoúÊ dla x, albowiem w SML-u nie przypisujemy øadnych ”defaultowych” wartoúci do zmiennych (w
istocie przypisywanie takich ”defaultowych” wartoúci zmiennym sta≥oby w sprzecznoúci z ca≥π filozofiπ
programowania fukcyjnego, o czym za chwilÍ). Po inicjalizowaniu zmiennej x, moøemy uøyÊ jej w innych
wyraøeniach:
- val y = x + x;
val y = 4 : int
Powiemy, øe dana zmiennπ jest przypisana do danej wartoúci, gdy zosta≥a zainicjalizowana.
W odróønieniu od zmiennych w jÍzykach imperatywnych, zmienna w SML-u jest ”niemutowalna”
(chcia≥by siÍ napisaÊ ”niezmienna”...) w takim sensie, øe jej zawartoúÊ nigdy siÍ nie zmienia. Innymi
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s≥owy, zmienna jest przypisana do danej wartoúci na dobre (to dlatego nie ma sensu deklarowaÊ zmien-
nej bez jej inicjalizowania, lub deklarowaÊ jπ z ”defaultowπ” wartoúciπ). Moøna powiedzieÊ, øe w takim
znaczeniu nazwa ”zmienna” nie jest zbyt akuratna, jako øe jej zawartoúÊ tak naprawdÍ siÍ nie zmienia.
Pomimo tej ”niemutowalnoúci” zmienne znajdujπ zastosowanie w jÍzykach funkcyjnych. Rozwaømy przy-
k≥ad deklaracji lokalnej w SML-u, w której zero lub wiÍcej zmiennych lokalnych zostaje zadeklarowanych
przed wartoúciowaniem koÒcowego wyraøenia:
let
val x = 1
val y = x + x
in
y + y
end
Tutaj deklarujemy dwie zmienne lokalne x oraz y przed wartoúciowaniem y+y. Jako øe y jest dwukrotnie
dodawane w koÒcowym wyraøeniu, moøemy zaoszczÍdziÊ czas deklarujπc y jako zmiennπ lokalnπ zamiast
rozwijaÊ obydwa wystπpienia y w x + x. Uøycie zmiennej lokalnej y poprawia teø czytelnoúÊ kodu.
Jakkolwiek moøe siÍ to wydaÊ zaskakujπce (szczególnie dla kogoú przekonanego, øe wykonywanie serii
poleceÒ jest jedynym sposobem, aby coú policzyÊ...), ”niemutowalnoúÊ” zmiennych jest w istocie jednπ
z cech odróøniajπcych programowanie funkcyjne od imperatywnego – bez tego typu ograniczenia, nie
by≥oby wielkiej róønicy miÍdzy programowaniem funkcyjnym i imperatywnym, poniewaø komendy (na
przyk≥ad s≥uøπce do odúwieøania zawartoúci zmiennej) sπ dostÍpne w obydwu paradygmatach programo-
wania.

1.4. Funkcje. W kontekúcie jÍzyków funkcyjnych moøemy myúleÊ o funkcji tak, jak myúlimy o niej w
matematyce, a zatem jak o ”czarnej skrzynce”, która jednoznacznie odwzorowuje dane na wejúciu na dane
na wyjúciu. Tym samym deklarowanie funkcji w SML-u jest w zasadzie równowaøne definiowaniu funkcji
w matematyce, co z kolei implikuje, iø definiowanie funkcji matematycznej daje siÍ ≥atwo przet≥umaczyÊ
na funkcjÍ w SML-u. Kilka ciekawych przyk≥adów pojawi siÍ za chwilÍ, gdy zaczniemy mówiÊ o rekursji
– póki co skupmy siÍ na koncepcji funkcji jako takiej i jej syntaksie w SML-u.
Do zadeklarowania funkcji uøywamy s≥owa kluczowego fun. Na przyk≥ad, moøemy zadeklarowaÊ funk-
cjÍ incr która zwraca danπ liczbÍ naturalnπ zwiÍkszonπ o jeden:
- fun incr x = x + 1;
val incr = fn : int ->int
Tutaj x zwany bÍdzie formalnym argumentem, albowiem s≥uøy tylko do zarezerwowania miejsca dla
faktycznego argumentu. x + 1 bÍdziemy nazywaÊ zawartoúciπ funkcji.
Moøemy teø stworzyÊ funkcjÍ bez nazwy za pomocπ s≥owa kluczowego fn. Poniøszy fragment kodu
tworzy takπ samπ funkcjÍ jak incr i przechowuje jπ w zmiennej incr:
- val incr = fn x =>x + 1;
val incr = fn : int ->int
Powyøsze dwie deklaracje sπ oczywiúcie równowaøne.
Aplikacja funkcji polega na podstawieniu faktycznego argumentu w miejsce formalnego argumentu
w zawartoúci funkcji, a nastÍpnie na wartoúciowaniu otrzymanego wyraøenia. Na przyk≥ad, aplikacja
funkcji incr 0 (czyli zastosowanie funkcji incr do 0) wartoúciuje do liczby naturalnej 1 w nastÍpujπcy
sposób:
incr 0

7! (fn x =>x + 1) 0
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7! 0 + 1
7! 1
Jako wyraøenie, funkcja jest juø wartoúciπ. Intuicyjnie funkcja jest ”czarnπ skrzynkπ”, której wewnÍtrz-
na zasada dzia≥ania jest ukryta i tym samym nie moøe byÊ bardziej zredukowana. W rezultacie, zawartoúÊ
funkcji jest wartoúciowana tylko wtedy, gdy pojawia siÍ aplikacja funkcji. Na przyk≥ad funkcja bez nazwy
fn x =>0 + 1 nie wartoúciuje siÍ do fn x =>1; tylko wtedy, gdy zostanie zaaplikowana to faktycznego
argumentu (który w tym wypadku ignorujemy), jej zawartoúÊ zostanie wartoúciowana.
Waønπ cechπ programowania funkcyjnego jest to, øe funkcje nie sπ traktowane inaczej niø elementarne
wartoúci takie jak wartoúci boole’owskie czy naturalne. Na przyk≥ad funkcja moøe byÊ przechowywana w
zmiennej (jak w powyøszym przyk≥adzie), przekazana jako faktyczny argument do innej funkcji, czy nawet
zwrócona jako wartoúÊ innej funkcji. Tego typu wartoúci czÍsto nazywane sπ obiektami pierwszego
rzÍdu w øargonie programistycznym, albowiem tworzπ najbardziej podstawowy element programu. Tym
samym funkcje sπ obiektami pierwszego rzÍdu w programowaniu funkcyjnym. W istocie okazuje siÍ, øe
program napisany w jÍzyku funkcyjnym moøe byÊ traktowany jakby sk≥ada≥ siÍ wy≥πcznie z funkcji
i niczego innego, jako øe elementarne wartoúci mogπ byÊ równieø zakodowane jako funkcje. Wrócimy
jeszcze do tego tematu.
Kilka interesujπcych przyk≥adów traktowania funkcji jako obiektów pierwszego rzÍdu pojawi siÍ w
dalszym toku, a na razie ograniczymy siÍ do przyk≥adu ilustujπcego jak funkcja moøe byÊ wartoúciπ
zwracanπ przez innπ funkcjÍ. Rozwaømy nastÍpujπcy fragment kodu, gdzie deklarujemy funkcjÍ add,
która oblicza sumÍ dwóch liczb naturalnych:
- fun add x y = x + y;
val add = fn : int ->int ->int
Czy potrafilibyúmy, podobnie jak poprzednio, podaÊ funkcjÍ bez nazwy odpowiadajπcπ add? Poniøsza
naiwna próba nie jest nawet zgodna z syntaksem SML-a:
- val add = fn x y =>x + y;
<tu wyskakuje jakaú error message >
Powodem, dla którego SML nie chce prze≥knπÊ powyøszego kodu jest to, øe kaøda funkcja w SML-u moøe
mieÊ tylko jeden argument. Funkcja add podana powyøej zdaje siÍ mieÊ dwa argumenty, ale w istocie
jest to tylko zakamuflowana postaÊ funkcji, która jako argument bierze liczbÍ naturalnπ, a jako wartoúÊ
zwraca innπ funkcjÍ:
- val add = fn x y =>(fn y =>x + y);
val add = fn : int ->int ->int
Innymi s≥owy, gdy aplikujemy funkcjÍ add do argumentu x, zwrócona zostaje nowa funkcja fn y =>x +
y, która z kolei zwraca x+y, gdy jest aplikowana do argumentu y. Tym samym dozwolone jest aplikowaÊ
add do pewnej liczby naturalnej, aby uzyskaÊ nowπ funkcjÍ tak jak tu:
- val incr = add 1;
val incr = fn : int ->int
- incr 0;
val it = 1 : int
- incr 1;
val it = 2 : int
Teraz powinno byÊ jasne jak przebiega wartoúciowanie add 1 + 1:
add 1 1

7! (fn x =>(fn y =>x + y)) 1 1
7! (fn y =>1 + y) 1
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7! 1 + 1
7! 2

1.5. Typy. Pisanie dokumentacji jest integralnπ czÍúciπ dobrego programowania – bez odpowiedniej do-
kumentacji øaden kod nie jest ≥atwy do czytania, chyba øe jest ”self-explanatory”. WaønoúÊ dokumentacji
(na którπ czasami k≥adziony jest przesadny nacisk w elementarnych kursach programowania) czasami
prowadzi jednak do b≥Ídnego mniemania, iø nadmiernie rozbudowana dokumentacja jest lepsza od zwiÍ-
z≥ej. Oczywiúcie nic nie moøe byÊ bardziej odleg≥e od prawdy – na przyk≥ad absurdalnie rozbudowana
dokumentacja dotyczπca funkcji add bardziej przeszkadza niø pomaga czytelnikowi kodu:
(* Funkcja bierze dwa argumenty i zwraca ich sumÍ.
* Obydwa argumenty muszπ byÊ liczbami naturalnymi.
* Jeúli nie sπ, rezultat jest nieprzewidywalny.
* Jeúli suma jest zbyt wielka, moøe nastπpiÊ overflow.
* ...
*)
Problemem zawsze jest to, øe cokolwiek zostaje napisane w dokumentacji, nie moøe byÊ formalnie spraw-
dzone przez kompilator, a wiÍc zmuszeni jesteúmy ufaÊ autorowi dokumentacji. Nieuniknionπ konsekwen-
cjπ jest to, øe kaødy b≥πd w dokumentacji moøe tylko dodatkowo zdezorientowaÊ czytelnika, zamiast
pomóc mu w zrozumieniu kodu. Wprawdzie w przypadku funkcji add potrafimy formalnie dowieúÊ, øe
rezultatem istotnie jest suma dwóch argumentów, ale w jaki sposób mielibyúmy uwzglÍdniÊ taki dowód
w dokumentacji?
Z drugiej strony, krótka dokumentacja, która moøe zostaÊ formalnie sprawdzona przez kompilator,
czÍsto jest bezuøyteczna. Na przyk≥ad za≥óømy na chwilÍ, øe rozszerzyliúmy syntaks SML-a tak, aby
moøna by≥o adnotowaÊ kaødπ funkcjÍ liczbπ jej argumentów:
argnum add 2 (* to nie jest prawid≥owy syntaks SML-a, bawimy siÍ tylko na niby...*)
fun add x y = x + y;
Tutaj argnum add 2, jako fragment kodu, orzeka iø funkcja add ma dwa argumenty. Kompilator oczy-
wiúcie moøe sprawdziÊ, czy add faktycznie ma dwa argumenty, ale taka w≥asnoúÊ funkcji add nie wydaje
siÍ zbyt uøyteczna.
Typy sπ dobrym kompromisem miÍdzy wyrazistoúciπ i prostotπ: zawierajπ uøytecznπ informacjÍ o
kodzie (sπ wyraziste) i mogπ byÊ formalnie sprawdzone przez kompilator (ich dzia≥anie cechuje prostota).
Nieformalnie typ jest zbiorem wartoúci tego samego rodzaju. Na przyk≥ad wyraøenie, które wartoúciuje
siÍ do liczby naturalnej lub sta≥ej boole’owskiej ma typ int lub bool, odpowiednio. Funkcja add jest typu
funkcyjnego int ->(int ->int), poniewaø przy danej liczbie naturalnej typu int, zwraca funkcjÍ
typu int ->int, która z kolei bierze liczbÍ naturalnπ i zwraca liczbÍ naturalnπ. Chcπc wykorzystaÊ typy
jako czÍúÊ dokumentacji, moøemy bezpoúrednio adnotowaÊ kaødy formalny argument jego typem; typ
tego, co funkcja zwraca, jak równieø typ kaødego podwyraøenia zawartoúci funkcji mogπ byÊ bezpoúrednio
wyspecyfikowane:
- fun add (x:int) (y:int) : int = (x + y) : int;
val add = fn : int ->int ->->int
Kompilator SML-a sprawdza, czy podane typy sπ prawid≥owe; jeúli nie, zg≥asza b≥πd:
- fun add (x:int) (y:bool) : int = x+y
stdIn:2.23-2.28 Error: <tu wyskoczy jakaú error message >
ByÊ moøe add jest zbyt prostym przypadkiem, aby w pe≥ni pokazaÊ zalety typów, ale w dalszym ciπgu
poznamy niezliczone przyk≥ady, w których typ funkcji wyjaúnia o co chodzi.
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Innym waønym zastosowaniem typów jest pomoc w debuggowaniu. W programowaniu imperatywnym
zakoÒczona sukcesem kompilacja rzadko kiedy jest gwarancjπ poprawnoúci kodu – na ogó≥ kompilujemy
program, uruchamiamy go i dopiero wtedy zaczynamy debuggowania badajπc rezultaty dzia≥ania wyko-
nywalnego kodu. W programowaniu funkcyjnym z odpowiednio bogatym systemem typów jest zupe≥nie
inaczej: zaczynamy debuggowanie przed uruchomieniem kodu wykonywalnego poprzez badanie rezulta-
tów kompilacji, które z regu≥y zawierajπ ca≥e mnóstwo b≥Ídów typowych. Oczywiúcie w programowaniu
funkcyjnym udana kompilacja równieø nie gwarantuje poprawnoúci programu, ale programy, które jakoú
siÍ skompilowa≥y, na ogó≥ poprawnie dzia≥ajπ.

1.6. Rekursja. Liczne zagadnienia w informatyce wymagajπ procedur iteratywnych s≥uøπcych osiπgniÍ-
ciu okreúlonego celu – na przyk≥ad dodanie kolejnych liczb naturalnych od 1 do 100, posortowanie tabli-
cy, przeszukiwanie drzew binarnych itp. Z racji swej prominentnej pozycji w programowaniu, obliczenia
iteratywne sπ obs≥ugiwane przez wbudowane konstruktory we wszystkich jÍzyka oprogramowania. Na
przyk≥ad w jÍzyku C mamy do czynienia z konstruktorami bezpoúrednio implementujπcymi obliczenia
iteratywne takimi jak konstruktor pÍtli loop:
for (i = 1; i <= 10; i++)
sum += 1;

Powyøszy przyk≥ad uøywa jako indeksu zmiennej i, która zmienia wartoúci od 1 do 10. Okazuje siÍ, øe
nie moøemy bezpoúrednio przet≥umaczyÊ takiego fragmentu kodu na czysty SML (to znaczy bez uøycia
mutowalnych referencji), poniewaø øadna zmienna w SML-u nie moøe zmieniaÊ swej wartoúci. Czyøby
mia≥o to oznaczaÊ, øe SML jest gorszy od C pod wzglÍdem swej si≥y wyrazu? Oczywiúcie nie: SML
obs≥uguje obliczenia rekursywne, które majπ takπ samπ si≥Í wyrazu jak obliczenia iteratywne.
Typowe obliczenie rekursywne polega na roz≥oøeniu danego problemu na mniejsze problemy, rozwiπza-
niu ich po kolei, a nastÍpnie po≥πczeniu poszczególnych rozwiπzaÒ w odpowiedü na g≥ówny problem. Jest
waøne, aby zdawaÊ sobie sprawÍ, øe w obliczeniach rekursywnych otrzymane mniejsze problemy dalej
rozwiπzywane sπ rekursywnie. Jako øe otrzymany w ten sposób ciπg coraz to ”mniejszych” problemów
musi byÊ skoÒczony (w przeciwnym razie obliczenie nie mog≥oby siÍ zakoÒczyÊ), obliczenie rekursyw-
ne zmienia kierunek w momencie dojúcia do problemu, który nie jest juø rozk≥adalny, na przyk≥ad w
miejscu, gdy jest on natychmiastowo rozwiπzywalny. Tym samym typowa postaÊ rekursji sk≥ada siÍ z
przypadków bazowych, które specyfikujπ warunki, w których rekursja siÍ zatrzymuje oraz kroków
indukcyjnych, specyfikujπcych sposób, w jaki dany problem jest rozk≥adany na ”mniejsze” problemy.
Jako przyk≥ad rozwaømy funkcjÍ rekursywnπ sum, która dodaje liczby naturalne od 1 do danego
argumentu n; zauwaømy, øe nie moøemy uøyÊ s≥owa kluczowego fn, jako øe musimy odwo≥aÊ siÍ do tej
samej funkcji wewnπtrz jej zawartoúci:
- fun sum n =
if n = 1 then 1 (* przypadek bazowy *)
else n + sum (n-1); (* krok indukcyjny *)

val sum = fn : int ->int
Obliczenie sum 10 bÍdzie zatem wyglπda≥o nastÍpujπco:
sum 10

7! if 10 = 1 then 1 else 10 + sum (10 - 1)
7! if false then 1 else 10 + sum (10 - 1)
7! 10 + sum (10 - 1)
7! 10 + sum 9
7!⇤ 10 + 9 + ... 2 + sum 1
7! 10 + ... 2 + (if 1 = 1 then 1 else 1 + sum (1 - 1))
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7! 10 + ... 2 + (if true then 1 else 1 + sum (1 - 1))
7! 10 + ... 2 + 1
Tak jak w przypadku obliczeÒ iteratywnych, obliczenia rekursywne równieø mogπ wpaúÊ w nieskoÒczonπ
pÍtlÍ w przypadku, gdy nigdy nie zostanie osiπgniÍty przypadek bazowy. Na przyk≥ad gdybyúmy chcieli
wywo≥aÊ funkcjÍ sum do ujemnej liczby ca≥kowitej, wpadlibyúmy w nieskoÒczonπ pÍtlÍ. W wiÍkszoúci
przypadków jednak nieskoÒczone pÍtle sπ skutkami b≥Ídów programistycznych w zawartoúci funkcji, nie
zaú wywo≥ania funkcji z b≥Ídnym argumentem. Tym samym do dobrej praktyki naleøy zaprojektowanie
funkcji rekursywnej przed napisaniem kodu. Dobrym sposobem projektowania takich funkcji jest zapi-
sanie odpowiedniego równania. Na przyk≥ad równanie opisujπce funkcjÍ sum wyglπda≥oby nastÍpujπco:

sum(1) = 1
sum(n) = 1 + sum(n� 1) jeúli n > 1.

Gdy zapiszemy juø poprawnie takie równanie, jego przet≥umaczenie na SML jest kwestiπ rutyny.
SML umoøliwia równieø uøycie funkcji wzajemnie rekursywnych. S≥owo kluczowe and jest uøywane za
kaødym razem, gdy deklarujemy dwie lub wiÍcej wzajemnie rekursywnych funkcji. Poniøszy fragment
kodu deklaruje dwie wzajemnie rekursywne funkcje even oraz odd, które rozstrzygajπ, czy dana liczba
naturalne jest parzysta, czy nieparzysta:
fun even n =
if n = 0 then true
else odd (n - 1)
and odd n =
if n = 0 then false
else even (n - 1)
Rekursja na pierwszy rzut oka moøe siÍ wydawaÊ niezrÍcznym narzÍdziem nie najlepiej przystosowa-
nym do obliczeÒ iteratywnych. ByÊ moøe jest tak dlatego, øe podejúcie iteratywne, które w istocie jest
intuicyjnie prostsze do ogarniÍcia, nasuwa siÍ jako pierwsze skojarzenie – pamiÍtajmy wszakøe, øe jest to
pierwsze skojarzenie po latach indoktrynacji przez bezmyúlne programowanie imperatywne ;) Po przy-
zwyczajeniu siÍ do programowania funkcyjnego Czytelnik szybko zauwaøy, øe rekursja w istocie wcale
nie jest niezrÍcznym narzÍdziem, ale byÊ moøe najbardziej eleganckim úrodkiem w programowaniu, przy
czym s≥owo ”elegancki” rozumiemy tu jako synonim ”≥atwy w uøyciu”. ByÊ moøe najwaøniejsza nauka,
jakπ Czytelnik wyniesie z tego wyk≥adu, jest nastÍpujπca: w programowaniu zawsze myúl rekursywnie!

1.7. Typy polimorficzne. W programowaniu czÍsto zdarza siÍ, øe wielokrotnie uøywamy tego samego
fragmentu kodu tylko z niewielkimi modyfikacjami. Tym samym poøπdane jest, aby móc napisaÊ dany
fragment i uzaleøniÊ go od pewnego parametru, który bÍdziemy odpowiednio zmieniaÊ za kaødym razem,
gdy bÍdziemy potrzebowali zmodyfikowanej wersji fragmentu kodu, osiπgajπc w ten sposób pewien sto-
pieÒ ”reuøywalnoúci” naszego programu. UøytecznoúÊ tego typu rozwiπzania jest oczywista. Na przyk≥ad,
gdy odkryjemy b≥πd w kodzie, nie musimy sprawdzaÊ wszystkich miejsc, w których zastosowaliúmy dany
fragment.
Kwestia w jaki sposób uzyskaÊ takπ ”reuøywalnoúÊ” jest jednak doúÊ subtelna. Na przyk≥ad, w jÍzyku C
uzyskujemy jπ za pomocπmakr, które wszelako sπ g≥ównym üród≥em niespodziewanych b≥Ídów. Templaty
w C++ sπ bezpieczniejsze w uøyciu, poniewaø ich parametrami sπ typy, ale mimo wszystko nie jest to
nic wiÍcej niø z≥oøone makra. SML, dla odmiany, oferuje nam mechanizm, który nie tylko jest bezpieczny
w uøyciu, ale ma takøe solidne podstawy teoretyczne – mowa o parametrycznym polimorfizmie.
Jako prosty przyk≥ad rozwaømy funkcjÍ identycznoúciowπ:
val id = fn x = x;
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Jako øe nie specyfikujemy typu zmiennej x, moøe ona przyjmowaÊ argumenty o dowolnym typie. Seman-
tycznie taka inwokacja funkcji id nie stwarza øadnego problemu, poniewaø jej zawartoúÊ nie potrzebuje
wiedzieÊ, do jakiego typu x jest przypisana. Ta obserwacja sugeruje, øe pojedyncza deklaracja id jest
koncepcyjnie równowaøna nieskoÒczonej liczbie deklaracji, z których wszystkie majπ takπ samπ zawartoúÊ
funkcji:
val

int

id = fn (x:int) = x;
val

bool

id = fn (x:bool) = x;
val

int!int

id = fn (x:int ->int) = x;
...
Gdy id jest aplikowana do argumentu o typie A, kompilator SML-a automatycznie wybiera odpowiedniπ
deklaracjÍ dla id typu A.
System typowania SML-a w zwarty sposób reprezentuje wszystkie deklaracje o tej samej strukturze
przez jednπ deklaracjÍ przy uøyciu zmiennej typowej:
- val id = fn (x:’a) =>x;
val id = fn : ’a ->’a
Tutaj zmienna typowa ’a moøe byÊ odczytana jako ”dowolny typ ↵”. Tym samym typ id oznajmia,
øe przy danym argumencie typu ↵ zwrócona zostanie wartoúÊ o typie ↵. Moøemy teø bezpoúrednio
wyspecyfikowaÊ typy zmiennych, jakie mogπ siÍ pojawiÊ w deklaracji wypisujπc je przed zmiennπ:
- val ’a id = fn (x:’a) =>x;
val id = fn : ’a ->’a
O typach bez zmiennych typowych bÍdziemy mówili, øe sπ monotypami (lub typami monomor-
ficznymi), zaú o typach ze zmiennymi typowymi, øe sπ politypami (lub typami polimorficznymi).
System typowania SML-a pozwala zamieniaÊ zmiennπ typowπ monotypem, ale nie politypem.


