Zestaw zadan 10: podstawowe pojecia teorii podzielnosci, pierscienie z jednoznacznym
rozkladem, pierscienie euklidesowe

(1) Wykazaé¢ nastepujace wlasnosci relacji podzielnosci w pierscieniu catkowitym P:
(a) jesli alb i ble, to alc;
(b) alb < aclbc;
(c) jesli alb i ale, to albx + cy,
gdzie a, b, c€ P*, x,y € P.
(2) Sprawdzi¢, czy w pierscieniu P element a jest dzielnikiem elementu b, jesli:
(a) a=1+14, b=5+2i, P =Z[];
) a=5+2v2, b=6-+2, P=7Z[\2].
(3) W pierscieniu P znalezé wszystkie dzielniki elementu a, jesli:
(a) a =13+ 25, P =Z[\/-5];
(b) a=4-2i, P=2Z\i;
(c)a=X*—1, P=R[X].
W pierscieniu P wyznaczy¢ wszystkie elementy stowarzyszone z elementem a, jesli:
(a) a=6, P=1Z;
(b
(c
(d

(4)

)
) a=1-8i, P=17Z]i;
) a=X3+4X?+2 P=ZsX];
) a=2+3v-2, P=7Z[-2];
() a=X*+X-1, P=Q[X]
(5) Zalbézmy, ze a,b € P* sa elementami stowarzyszonymi oraz ¢ € P*. Wykazaé, ze:
(a) alc <= b]c
(b) cla <= ¢|b,
(c) a jest elementem nierozkladalnym <= b jest elementem nierozktadalnym,
(d) a jest elementem pierwszym <= b jest elementem pierwszym.
(6) Zbadaé, czy element a jest elementem nierozktadalnym pierscienia P, jesli:
a) a=7—1i, P=1Z]i;
b) a=1+6i, P =Z]i;
c)a=X?+1, P=1ZsX];
d) a—X+Y2 P= R[X,
)
(f)

) a=X3+1, R[X
(7) Wykazaé, ze element a nie jest elementem pierwszym pierscienia P (sprawdzi¢, czy element ten
jest nierozktadalny), jesli:
ya=3, P=Z[V-5;

) a=3++-17, P=7Z[V/-T7].
(8) Zbadaé¢, czy element \/—6 jest elementem pierwszym pierscienia Z[v/—6].
(9) Wyznaczy¢ wszystkie rozktady elementu a na czynniki nierozktadalne w pierscieniu P, gdy:
(a) a=06, P= Z[\/—_6],
b) a =27, P =7Z[v—-23].
bada¢, czy element a ma rozktad jednoznaczny na czynniki nierozktadalne pierscienia P, jesli:
(a) a=10, P =Z[y/=6);
(b) a =16, P =Z[\/—15];
(¢c) a=5++/-3, P=17Z[V-3].
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(11) Podaé¢ wszystkie z doktadnoscia do stowarzyszenia elementy nierozkladalne pierscienia P oraz
wykazacé, ze pierscien ten jest pierscieniem z jednoznacznym rozktadem, jesli:
(a) P={"€Q: NWD(m,n) =11 3{n};
(b) P={"€cQ: NWD(m,n) =1, 2{m i 5{n};

(¢) P={I53 € Q(X): NWD(f,g9) =11 g(0) #0}.
(12) Wiedzac, ze pierscien P jest pierécieniem z jednoznacznym rozktadem obliczy¢ liczbe wszystkich
dzielnikéw elementu a € P, gdzie:
(a) a =180, P =1%Z;
) a=210—-30i, P =Z]i;
¢c) a=60, P= Z[z’];
) a =120+ 60/ — P =7[v—2];
e) a—X3+2X2+X P Zg[X]
a

) a:2+16\/—_6, b =28+ -6, P:Z[\/—_G];

Ya=4, b=2-2y-3, P=7Z[/-3|;

Ya=T7—+=5 b=16++-5, P =Z[\/-5|;

(d) a=6, b=3+3v/-5, P=1Z[/-5].

(14) Niech ¢ : P — R bedzie izomorfizmem pierécieni. Wykazaé, ze jesli d ~ NWD(a, b), to
p(d) ~ NWD(p(a), ¢(b)).

(15) Niech P bedzie pierscieniem z jednoznacznym rozkladem oraz a,b,c,aq,...,an,b1,...,b, € P*.
Wykazaé, ze:

(a) jesli NWD(a,b) ~ 11 NWD(a,c) ~ 1, to NWD(a,bc) ~ 1;

(b) jesli NWD(a, b) ~1 oraz k,l €N, to NWD(a*, b) ~ 1;

(¢) NWD(ca,cb) ~cNW D(a,b);

(d) jesli NWD(a, b) ~ 1 oraz albe, to alc;

(e) jesli NWD(a, b) ~1 oraz albc, to alc

(f) jesli NWD(a,b) ~ 1 oraz alc i b|c, to ab|c;

(g) NWD(a, b) ~ NWD(a, b+ ac);

(h) jesli NWD(ay,...,a,) ~d oraz a;=db;, dla i=1,....,n, to NWD(by,...,b,) ~ 1,

(i) jesli elementy ay,...,a, sa parami wzglednie pierwsze (tzn. NWD(a;, a;j) ~ 1 dla kazdych
i £ 7), to NWW(ay,...,a,) = ay...ay;
(j) NWW (a, b) - NW D(a, b) ~ ab.

(16) Niech P bedzie pierécieniem z jednoznacznym rozktadem oraz ay,...,a, € P*. Definiujemy ciag
(dy,...,d,) nastepujaco: dy = ay, oraz di1 = NWD(d;, a;41), dlai=1,...,n—1. Wykazad,
ze dp~ NWD(ay,...,a,).

(17) Wyznacz NW D(374, 306, 357, 255).

(18) Niech D bedzie liczba calkowita bezkwadratowa (tzn. niepodzielna przez kwadrat zadnej liczby
pierwszej) oraz funkcja N : Z[v/D] — N U {0} okreslona bedzie wzorem N(a + bv/D) =
la*> — v D|. Wykazadé, ze:

(2) N(aB) = N(a)N(3);

(b) a € U(Z[VD]) = N(a)=1;

(c) jesli N(«) jest liczba pierwsza, to a jest elementem nierozktadalnym.

(19) Korzystajac z algorytmu Euklidesa w pierécieniu Z obliczy¢é NW D danej pary liczb, a nastep-
nie przedstawi¢ otrzymana liczbe w postaci kombinacji liniowej danych liczb o wspétczynnikach
catkowitych.



(a) 2871 14,
(b) 213 i 94,
(c) 3541 66,
(d) 8271 131,
(e) 3211 i 7163,
(f) 871 i 3627,
g) 2352 i 268,
h) 15088 i 4554,
(i) 2159 i 221,
(j) 29049 i 2047,
(k) 13699 i 1349,
(1) 21567 i 5005.
(20) Korzystajac z algorytmu Euklidesa w pierscieniu Z obliczyé¢ odwrotno$é danego elementu pier-
Scienia Zq734:
(a) 343,
(b) 185,
(c) 637,
(d) 1633.
(21) Stosujac algorytm Euklidesa do wielomianéw f i g z pierscienia Z;[z|, obliczy¢ NW D(f,g), a
nastepnie wielomian NW D(f, g) przedstawi¢ w postaci NW D(f, g) = hf+kg, gdzie h, k € Z;[x]:
(a) f=a+5232x +6, g =23+ 42 + 4z + 5,
(b) f=a*+2?+6x+3, g=a*+2%+5x+1,
(c) f=a+42% +42° + 6, g = 2° + 62 + 1,
(d) f=a3+ 22+ 62 +4, g=a2"+ 62>+ 227 + 2.
(22) Korzystajac z algorytmu Euklidesa w pierscieniu Zs|x], obliczy¢ w Zs[x]/ (2 +x + 1) odwrotnosé
danej warstwy:
() 22 +4x +1+ (23 + 2+ 1),
(b) 222 +4x+ 3+ (2® + x4+ 1),
(c) 4x? + 4z + 2+ (* + 2z + 1),
(d) 422 + 3z + 3+ (* +z +1).
(23) Stosujac algorytm Euklidesa w pierécieniu Zl[i], obliczy¢é NWD danej pary liczb. (Wskazéwka:
Przyjac, ze N(a + bi) = a® + b?).
(a) 7—1 oraz b + 9i,
(b) 5+ 5i oraz 13 + 31,
(¢c) 22 4 b5i oraz 5+ 3i.
(24) Stosujac algorytm Euklidesa w pierécieniu Z[v/—2], obliczyé NWD danej pary liczb. (Wskazéwka:
Przyja¢, ze N(a + biv/2) = a® + 2b?).
(a) 5+ iv/2 oraz 9,
(b) 5+ 6iv/2 oraz 4 — iv/?2,
(¢) 74 6iv/2 oraz 19 + 10iv/2,
(d) 6 — 15iv/2 oraz 1 + 11iv/2.
(25) Stosujac algorytm Euklidesa w pierscieniu Z[v/3], obliczy¢ NWD danej pary liczb. (Wskazéwka:
Przyjaé, ze N(a + bv/3) = a® — 3b?).
(a) 7+ 5v/3 oraz 14 — 3/3,
(b) 8 4 /3 oraz 6 — 3v/3,
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(c) 14+ 6+/3 oraz 4 + /3.
(26) Sprawdzi¢, ze w pierécieniu Z[y/—5] istnieje NWD liczb 6i1/5 oraz 6 4 3iv/5. Uwaga! Pierscien
Z[+/—5]| nie jest euklidesowy!



