Zestaw zadan 7: homomorfizmy pierscieni, idealy pierscieni, idealy generowane przez
zbiory, pierscien ilorazowy, twierdzenie o homomorfizmie, idealy pierwsze i maksymalne.

(1) Sprawdzi¢, czy I < P, jesli:
(a) I=10,2 4,68 10}, P=2Zpy,
(b) I ={f e ROV £(0) = f(1)}, P=ROY,
() 1=C((0; 1)), P=ROD,
() T ={f €RX]: (1) = 0}.
(2) Wykazaé, ze jesli ¢ : P — R jest homomorfizmem pierscieni oraz J jest idealem w R, to ¢~1(J)
jest idealem pierécienia P.
(3) Wykazaé, ze jesli Py,..., P, sa pierScieniamioraz [, <P, dlak=1,...,n, to I} x...x1,
jest ideatem pierscienia P, X ... X P,.
(4) Wyznaczy¢ wszystkie ideaty pierdcienia Q x Q.
(5) Wykazaé, ze jezeli I <P oraz I[X] = {ap+a; X +...+a, X" € P[X]:n € NU{0}, aop,...,a, € I},
to I[X] < P[X].
(6) Wykaz, ze piersciert Z[1] jest pierscieniem ideatéw gléwnych.
(7) Wykazaé, ze ideal I nie jest gtéwny w pierscieniu P, jedli :
(a) I =(2, X), P=7Z[X],
(b) I =(X,Y), P=R[X,Y].
(8) Wyznaczy¢ warstwy pierscienia P wzgledem ideatu I oraz utworzy¢ tabelki dziatan w pierscieniu
ilorazowym P/I, jesli :
(a) P:Z15, I = (3),
(b) p2212, I: (4),
() P=7[X], 1=(X?)
(d) P=7,[X], I=(X*+X+1).
(9) Obliczy¢ liczbe elementéw pierscienia ilorazowego Zs[X]/(X?).
(10) W pierscieniu ilorazowym Z[X]/I, gdzie I = (X?) rozwiaza¢ rownanie z niewiadoma ¢ :
(a) (X +Dt=1,
(b) (142X —4X?) + )t = (2+5X —2?) + I.
(11) W pierscieniu ilorazowym Zs[X|/I, gdzie I = (X?), wyznaczy¢ element odwrotny do elementu :
(a) 1+ X)+1,
(b) (4+3X?)+1.
(12) Zbadaé, czy ideal I jest idealem pierwszym lub maksymalnym w pierscieniu P, jesli:

(a) I =(X—1), P=2Z[X],

(b) I =(X—-1), P=R[X],

(¢c) I=(X-1), P=R[X,Y],
(d) I=(Xx*-1), P=2[X],

(e) I=(X?+1), P=Q[X],

(g) I=(X+1Y), P=Z[X)Y]
(h) I = <X2+2)7 P:Z5[X]7

() I=(5), P=1,

() I=(X?-2), P=1Z;[X].
(13) Korzystajac z twierdzenia o izomorfizmie pierécieni udowodni¢ nastepujace izomorfizmy pierscieni

(a) R?/I 2R, gdzie I = {(0,y) € R? : y € R};



(b) R[X]/I =R, gdzie a € Roraz I = {f € R[X]: f(a) =0};

(c) RIX]/(X —a) 2R, gdzie a € R;

(d) RIX,Y]/(Y) = R[X];

(e) Z[X,Y]/(X,Y) = Z;

(f) RIX]/(X?+1) 2 C;

(8) Z[X]/(X*+1) = Zli);

(1) ZX]/(X? - 2) = Z[V;

(i) RIX]/(X? - X) 2R x R;

(J) Z7[X]/(X2 + 5) = Z7 X Z7.
Udowodni¢, ze :

(a) kazdy ideal pierwszy pierscienia skonczonego jest maksymalny,
(b) w pierscieniu idealow gtéwnych kazdy ideal pierwszy jest maksymalny.



