Zestaw zadan 6: pojecie pierscienia, podpierscienie, podpierscienie generowane przez
zbiory, specjalne typy elementéw pierscienia.

(1) Sprawdzi¢, ze dany zbiér ze zwyklym dodawaniem i mnozeniem liczb jest pierscieniem przemien-
nym:

[i|]={a+0bi:a beZ}

(V5] ={a+bV5 : a, beZ}

(V2] = {a+by2+cV/4:a,b,ceZ}

el ={ap+ae+...4+ap,1e6€C:aq;, €Z dlai=1,...,n—1}, gdmee—cos —I—zsm

(8) Zpy ={3€Q:a,bc Z,NWD(a, b) =1 & p1b}, gdzie p Jest liczbg pierwszg.

(2) Wykazaé, ze system (Z, ®, ®) gdzie Vo pez : aBb=a+b—1,a®b = a+b— ab, jest pierscieniem

przemiennym z jedynka.

(3) Niech P, = (P;,+,-,0,1),i = 1,...,n beda pierScieniami przemiennymi z jedynkami. Wykazac,

ze zbior Py x ... x P, z dziataniami okreslonymi po wspotrzednych jest pierécieniem przemiennym
z jedynka.

(4) (a) Niech P bedzie pierscieniem przemiennym z jedynka oraz X zbiorem niepustym. Wykazac,
ze zbiér PX wszystkich funkcji odwzorowujacych X w P z dodawaniem i mnozeniem okre-
Slonymi wzorami : (f+g¢)(x) = f(z)+g(z), (f-9)(x) = f(x)-g(x), x € X, jest pierScieniem
przemiennym z jedynka.

(b) Niech X bedzie zbiorem niepustym oraz P(X) bedzie rodzina wszystkich podzbioréw zbioru
X. Udowodnié, ze system (P(X), A, N), gdzie A oznacza rdznice symetryczng zbiorow
AN B=(A\B)U(B\ A), jest pierscieniem przemiennym z jedynka.

(5) Wykazaé, ze zbior M (n, R) wszystkich macierzy kwadratowych stopnia n nad ciatem liczb rze-

czywistych z dodawaniem i mnozeniem macierzy jest pierscieniem z jedynka.

(6) Niech P = (P, +,-,0,1) bedzie niezerowym pierscieniem przemiennym z jedynka oraz a, b, ¢ € P.

Wykazaé, ze:
(a) a-0=0,

(b) a-(=b) = —ab,

(c) 1#0,

(d) (~a)(~b) = ab,

(e) a(b—c) = ab— ac.

(7) Zbadaé, czy zbiér P jest podpierscieniem pierécienia R, jesli:

(a) P=2Zi), R=Q;

(b) P=17Z%, R=TR~

) P {{a i}EM(Z,R):a,b,ceR}, R=M(2,R).

(
(8) Udowodni¢ réwnosé¢ Z[i] ={% € Q : m € Z, k € N}.
(9) Wykazac, ze :

(

(

(

C

a) w pierécieniu skoniczonym kazdy element nieodwracalny jest dzielnikiem zera,

b) kazdy skonczony pierscien catkowity jest ciatem,

¢) podpierscien pierScienia catkowitego jest pierscieniem catkowitym.

(10) Wykazaé, ze : U(Z,) = {k € Z, : NWD(k, n) = 1}, D(( n) =4k € Z, : NWD(k, n) > 1}.
(11) Wyznaczyc elementy odwracalne i dzielniki zera w pierécieniu:

(a) Z



AN AN AN AN AN AN TN N
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