Zestaw zadan 5: skoniczone grupy abelowe.
(1) (a) Niech By < A;, By < Ay beda podgrupami grupy abelowj A1 A; N Ay = {0}. Wykazaé, ze

(A1 @ As)/(B1® By) = A1 /By & Ay /Bs.
(b) Niech By < Ay, By < A,, ..., B, < A, beda podgrupami grupy abelowej A i niech
AnA+.. . +FA T +HAL+...+A) ={0}
dla kazdego i € {1,2,...,n}. Wykazaé, ze

(&) (&2)= (@)

(2) Zalbézmy, ze Ay, ..., Ay sa podgrupami grupy abelowej A oraz A = A1 ® A ®. .. B Ag. Udowodnid,
ze A= Ay X Ay X ... X A

(3) Wykazac, ze grupy @D,y %2 i [[,,en Ze2 nie sg izomorficzne (Wskazéwka: funkcja f((an)nen) =
[L.cn po, gdzie p, oznacza n-ta liczbe pierwsza, odwzorowuje réznowartosciowo sume prostg w
zbiér N; funkcja g((an)nen) = D ,en 27" odwzorowuje produkt na przedziat [0, 1].

(4) Niech A bedzie skoniczona grupa abelowg oraz A = A;+Ay+. ..+ Ay. Wykazad, ze jesli a € A oraz
a=a+ay+...+ag,gdzie a; € A; , tor(a) jest dzielnikiem liczby NWW (r(ay),r(az), ..., r(ax)).

(5) Niech A bedzie skoniczona grupa abelowa oraz A = Ay @ Ay @ ... @& Ap. Wykazad, ze jesli a € A
oraz a =aj; +as+ ...+ ag , gdzie a; € A; , to r(a) = NWW(r(ay),r(as),...,r(ax)).

(6) Niech (A, +) bedzie grupa abelowa. Wykazaé, ze:

(i) jezeli A= B, to T,(A) = T,(B),
() T,(A® B) = T,(4) & T,(B),
(k) jezeli A jest skonczenie generowana torsyjna grupa abelowa, to T,(A) = {0} dla prawie
wszystkich liczb pierwszych p,
) T,(A/T,(4)) = {0},
(m) pA < A, gdzie pA = {pa:a € A},
(n) jezeli A jest skoniczong grupa cykliczng oraz |A| = p¥, to pA jest grupa cykliczna i [pA| =

pk‘fl

(0) jezeli B < A, to pB = BN pA,
(p) jezeli A= B, to pA = pB,
(a) p(A x B) = pA x pB.
(7) Wyznaczy¢ wszystkie p-komponenty kazdej z nastepujacych grup: Zag, Zy X Zs, U(Zaz), U(Zso),
Lo, Lg X Lo, Lie.
(8) Grupe:
(a) Z'24a
(b) Zeo

(a) T(A) < A,
(b) T(T'(A)) =T(A),
(c) jezeli B < A, to T(B) = BNT(A),
(d) jezeli A= B, to T(A) 2 T(B),
(e) T(A® B) = T(A) © T(B),
(f) Tp(A) <T(A) < A,
(8) Tp(Tp(A)) = T,(A) = T,(T(A)),
(h) Jezell B < A, toT,(B) = BN1T,(A),
)
) T,
)



przedstawi¢ jako sume prosta p-komponent. Dla kazdego elementu grupy znalezé jego przedsta-
wienie w postaci sumy elementow nalezacych do odpowiednich sktadnikow prostych.
(9) Grupe:
(a) Loy 44,
(b) Zyo X Zioo X Zagoo
przedstawi¢ w postaci sumy prostej p-grup.

(10) Pokazaé, ze jesli A jest p-grupa typu (p®,...,p%), to A zawiera podgrupe typu (p™,...,p"%)
wtedy i tylko wtedy, gdy s < r oraz s < a;, Bs—1 < 1y -y b1 < gy

(11) Wykazaé, ze jesli A jest skonczona grupa abelowa rzedu n, to dla kazdego dzielnika naturalnego
k liczby n grupa A zawiera podgrupe rzedu k (jest to twierdzenie odwrotne do twierdzenia
Lagrange’a).

(12) Wykazaé, ze grupa cykliczna rzedu p, gdzie p jest liczba pierwsza i k > 1, nie jest suma prosta
podgrup cyklicznych.

(13) Niech n € N. Udowodni¢, ze kazda grupa abelowa rzedu n jest cykliczna wtedy i tylko wtedy,
gdy n jest liczba bezkwadratowa (tzn. liczba niepodzielna przez kwadrat zadnej liczby naturalne;
wiekszej od 1).

(14) Sprawdzi¢, czy grupy Zia X Zre oraz Zig X Zig sa izomorficzne.

(15) Kazda z nastepujacych grup przedstawi¢ w postaci sumy prostej p-grup cyklicznych:

(a) U(Zs),

(b) U(Zno),

(c) U(Zss),

(d) U(Zss).

(16) Wykazaé, ze jesli A, B, C' sa skoniczonymi grupami abelowymi oraz A® C =2 B® C |, to A® B.



