Zestaw zadan 2: Warstwy grupy wzgledem podgrupy. Twierdzenie Lagrange’a. Rzad
elementu grupy, podgrupy cykliczne.

) grupy D(3) wagledem podgrupy H = {1, S},

) grupy D(3) wzgledem podgrupy obrotéw,

) grupy D(4) wzgledem podgrupy obrotéw,

) grupy Zi2 wzgledem podgrupy H = {0, 3, 6, 9, },

) grupy U(Zy3) wzgledem podgrupy H = {1, 5, 8, 12},
) grupy Q* wzgledem podgrupy QF,

)

) grupy R* wzgledem RT,

) grupy C wzgledem R,

) grupy Gl(n, R) wzgledem Si(n, R).
bliczy¢ indeksy :

(

)

(a) (Z : nz),

(b) (R* : RT),

(c¢) (Gl(n, R) : Sl(n, R)),

(d) (Q : nQ),

(e) (R* x R* : Rt x RT),

(f) (Z15 . {07 9, 10})7

(g) (Gl(n, R) : Sl(n, R)),

(h) wszystkich podgrup grupy S(3) i u(C).

(4) Niech H, K beda wlasciwymi podgrupami grupy skonczonej, ktérej rzad jest iloczynem dwdch
réznych liczb pierwszych. Wykazaé, ze H = K lub H N K = {1}.

(5) Niech H bedzie podgrupa grupy multiplikatywnej G o indeksie 2. Wykazaé, ze podgrupa H
zawiera :
(a) kwadrat dowolnego elementu grupy G,
(b) iloczyn dwoch dowolnych elementéw grupy G nie nalezscych do H.

(6) Wykazaé, ze jezeli Hy oraz Hj sa podgrupami grupy G oraz istnieja a, b € G takie, ze aH;, = bHo,

to H1 = Hg.
(7) Dla kazdego elementu a € G, gdzie
(a) G =D(3),
(b) G = D(4),
(C) G = Z/{(Zl()),
(d) G = ZQ X ZQ,
(e) G = Zz X Zg

wyznaczy¢ wszystkie elementy podgrupy cyklicznej (a).
(8) Niech ¢, = cos 2T + isin 2% Wykazac, ze grupa p,(C) jest grupa cykliczng generowang przez
G-
(9) Sprawdzi¢, ktére z grup U(Z,) dlan € {2,...,10} sa cykliczne.
(10) Wykazaé, ze grupa Q nie posiada skonczonego zbioru generatoréw, ale kazda skoniczenie genero-

wana podgrupa grupy Q jest cykliczna. Znalezé generator podgrupy generowanej przez liczby %
.7
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(11) Wyznaczy¢ rzad kazdego elementu grupy:



(12) Wykazaé, ze jedli a*> = 1 dla kazdego a € G, to G jest grupa abelowa.

(13) Grupa skoniczona jest cykliczna wtedy i tylko wtedy, gdy ma element, ktérego rzad jest réwny
rzedowi grupy; kazda grupa cykliczna jest abelowa. Sprawdzi¢, ze kazda grupa rzedu < 5 jest
abelowa.

(14) Niech a, b beda elementami grupy G oraz m,n € N. Wykazaé, ze:

(a) r(a) = r(aY),
(b) a™ =1 = r(a) | m,

(¢) r(a) = nm = r(a") =m,

(d) r(a) =n = V1 :7(0") = 557500

(e) r(bab™!) = r(a).

(15) Niech G bedzie grupa cykliczng rzedu n oraz k | n. Wykazaé, ze grupa G zawiera podgrupe rzedu
k.

N

(16) Niech a,b beda elementami grupy G oraz r(a) = r(b) = 2. Pokazaé, ze r(ab) = 2 <= ab = ba.



