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13. Wyk≥ad 13: Baza i stopieÒ rozszerzenia. Elementy algebraiczne i przestÍpne.
Rozszerzenia algebraiczne i skoÒczone. Algebraiczne domkniecie cia≥a.

13.1. Baza i stopieÒ rozszerzenia.

Uwaga 13.1. Niech F bÍdzie cia≥em, L rozszerzeniem cia≥a F . Wówczas L jest przestrzeniπ liniowπ
nad cia≥em F .

Definicja 13.1. Niech F bÍdzie cia≥em, L rozszerzeniem cia≥a F .
(1) Wymiar przestrzeni liniowej L nad cia≥em F nazywamy stopniem rozszerzenia cia≥a L nad
cia≥em F i oznaczamy [L : F ].

(2) BazÍ przestrzeni liniowej L nad cia≥em F nazywamy bazπ rozszerzenia.

Przyk≥ady:
(1) Rozwaømy cia≥o R i jego rozszerzenie C. Wówczas [C : R] = 2 i bazπ rozszerzenia jest {1, i}.
(2) Rozwaømy dowolne cia≥o F . Wówczas [F : F ] = 1 i bazπ jest {1}.
(3) Rozwaømy dowolne cia≥o F . Wówczas [F (x) : F ] = 1.

Twierdzenie 13.1 (o stopniu rozszerzeÒ w wieøy cia≥). Niech F, L,M bÍdπ cia≥ami. Niech F ⇢ L ⇢ M
i niech [L : F ] = n < 1, [M : L] = m < 1. Wówczas [M : F ] = nm.

Dowód. Niech (↵
1

, . . . ,↵n) bÍdzie bazπ rozszerzenia F ⇢ L, zaú (�
1

, . . . , �m) baøπ rozszerzenia L ⇢ M .
Pokaøemy, øe

(↵
1

�
1

, . . . ,↵
1

�m,↵2

�
1

, . . . ,↵
2

�m, . . . ,↵n�1

, . . . ,↵n�m)

jest liniowo niezaleøny nad cia≥em F . Ustalmy x
11

, . . . , x
1m, x21

, . . . , x
2m, . . . , xn1, . . . , xnm 2 F i niech

x
11

↵
1

�
1

+ . . .+ x
1m↵1

�m + x
21

↵
2

�
1

+ . . .+ x
2m↵2

�m + . . .+ xn1↵n�1

+ . . .+ xnm↵n�m = 0.

Wówczas

(x
11

�
1

+ . . .+ x
1m�m)↵1

+ (x
21

�
1

+ . . .+ x
2m�m)↵2

+ . . .+ (xn1�1

+ . . .+ xnm�m)↵n = 0

i wobec liniowej niezaleünoúci ↵
1

, . . . ,↵n otrzymujemy x
11

�
1

+ . . . + x
1m�m = 0, . . ., xn1�1

+ . . . +
xnm�m. Korzystajπc z liniowej niezaleønoúci �1

, . . . , �m otrzymujemy teraz x11

= 0, . . . , x
1m = 0, x

21

=

0, . . . , x
2m = 0, . . . , xn1 = 0, . . . , xnm = 0.

Pozostaje pokazaÊ, øe uk≥ad

(↵
1

�
1

, . . . ,↵
1

�m,↵2

�
1

, . . . ,↵
2

�m, . . . ,↵n�1

, . . . ,↵n�m)

jest generujπcy. Ustalmy element � 2 M . Wówczas � =

Pm
j=1

yj�j, dla pewnych y1, . . . , ym 2 L. Ponadto
yj =

Pn
i=1

xij↵i, dla pewnych x1j, . . . , xnj 2 F , j 2 {1, . . . ,m}. Wobec tego:

� = x
11

↵
1

�
1

+ . . .+ x
1m↵1

�m + x
21

↵
2

�
1

+ . . .+ x
2m↵2

�m + . . .+ xn1↵n�1

+ . . .+ xnm↵n�m.

⇤
Wniosek 13.1. Niech F

1

, . . . , Fr bÍdπ cia≥ami. Niech F1

⇢ F
2

⇢ . . . ⇢ Fr i niech [F2

: F
1

] = n
1

, . . . , [Fr :

Fr�1

] = nr�1

. Wówczas [Fr : F1

] = n
1

· . . . · nr�1

.

Twierdzenie 13.2. Niech F bÍdzie cia≥em, niech L
1

i L
2

bÍdπ rozszerzeniami cia≥a F i niech [L
1

: F ] =

r
1

, [L
2

: F ] = r
2

. Za≥óømy ponadto, øe NWD(r
1

, r
2

) = 1. Wówczas

[L
1

L
2

: F ] = [L
1

: F ] · [L
2

: F ].
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Dowód. Poniewaø F ⇢ L
1

⇢ L
1

L
2

oraz F ⇢ L
2

⇢ L
1

L
2

, wiÍc r
1

|[L
1

L
2

: F ] i r
2

|[L
1

L
2

: F ]. Zatem
r
1

r
2

|[L
1

L
2

: F ]. Poniewaø baza L
2

nad F generuje rozszerzenie L
1

L
2

nad L
1

, wiÍc [L
1

L
2

: F ]  [L
2

: F ].
Zatem

[L
1

L
2

: F ] = [L
1

L
2

: L
1

] · [L
1

: F ]  [L
2

: F ] · [L
1

: F ] = r
1

r
2

,

skπd [L
1

L
2

: F ] = r
1

r
2

. ⇤
13.2. Elementy algebraiczne i przestÍpne.

Definicja 13.2. Niech F bÍdzie cia≥em, L rozszerzeniem cia≥a F , niech ↵ 2 L.
(1) Element ↵ nazywamy algebraicznym nad F , jeøeli istnieje wielomian 0 6= f 2 F [x] taki, øe

f(↵) = 0.
(2) Element ↵ nazywamy przestÍpnym nad F , jeøeli nie jest algebraiczny.

Przyk≥ady:
(1) Rozwaømy cia≥o Q i jego rozszerzenie C. Element

p
2 2 C. Wówczas

p
2 jest algebraiczny nad Q.

(2) Rozwaømy cia≥o F i jego rozszerzenie F (x). Element f 2 F (x) \ F jest przestÍpny nad F .

Uwaga 13.2. Niech F, L,M bÍdπ cia≥ami i niech F ⇢ L ⇢ M . Wówczas
(1) jeøeli ↵ 2 F , to ↵ jest algebraiczny nad F ;
(2) jeøeli ↵ 2 M jest algebraiczny nad F , to jest teø algebraiczny nad L.

Uwaga 13.3. Niech F bÍdzie cia≥em, L rozszerzeniem cia≥a F , niech ↵ 2 L bÍdzie elementem algebra-
icznym nad F .
(1) Zbiór I↵ = {f 2 F [x] : f(↵) = 0} jest idea≥em maksymalnym.
(2) Idea≥ I↵ jest idea≥em g≥ównym.

Dowód. (1) Z ≥atwoúciπ sprawdzamy, øe I↵ istotnie jest idea≥em. Pokaøemy, øe jest idea≥em pierw-
szym. Ustalmy f, g 2 F [x] i niech fg 2 I↵. Wówczas fg(↵) = 0. Wobec tego f(↵) = 0 lub
g(↵) = 0, a wiÍc f 2 I↵ lub g 2 I↵.
Poniewaø F [x] jest pierúcieniem idea≥ów g≥ównych, wiÍc idea≥ I↵ jest maksymalny.

(2) Oczywiste.
⇤

Definicja 13.3. Niech F bÍdzie cia≥em, L rozszerzeniem cia≥a F , niech ↵ 2 L bÍdzie elementem algebra-
icznym nad F . Wielomian f 2 F [x] taki, øe (f) = I↵ nazywamy wielomianem minimalnym elementu
↵, a deg f stopniem elementu algebraicznego.

Twierdzenie 13.3. Niech F bÍdzie cia≥em, L rozszerzeniem cia≥a F , niech ↵ 2 L bÍdzie elementem
algebraicznym nad F . NastÍpujπce warunki sπ równowaøne:
(1) f 2 F [x] jest wielomianem minimalnym elementu ↵ 2 L;
(2) f 2 F [x] jest wielomianem unormowanym, nierozk≥adalnym i f(↵) = 0;
(3) f 2 F [x] jest wielomianem unormowanym i najmniejszego stopnia spoúród tych wielomianów,
które zerujπ siÍ w ↵.

Dowód. (1) ) (3) : Ustalmy g 2 F [x], unormowany i taki, øe g(↵) = 0. Wówczas g 2 I↵. Zatem f |g, a
wiÍc deg f  deg g.
(3) ) (2) : PrzypuúÊmy, øe f jest rozk≥adalny. Niech f = gh, g, h 2 F [x]. Moøemy za≥oøyÊ, øe g i h
sπ unormowane. Poniewaø f(↵) = 0, wiÍc g(↵) = 0 lub h(↵) = 0 i deg g < deg f oraz deg h < deg f –
sprzecznoúÊ.
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(2) ) (1) : Oczywiúcie f 2 I↵, wiÍc (f) ⇢ I↵. Poniewaø F [x] jest pierúcieniem idea≥ów g≥ównych i f
jest nierozk≥adalny, wiÍc (f) jest maksymalny. Stπd (f) = I↵. ⇤
Przyk≥ady:
(3) Rozwaømy cia≥o Q, jego rozszerzenie C i element

p
2 2 C. Wówczas x2 � 2 jest wielomianem

minimalnym elementu
p
2. StopieÒ

p
2 jest wiÍc równy 2.

(4) Rozwaømy cia≥o Q, jego rozszerzenie C i element ⇠p = cos

2⇡
p
+ i sin 2⇡

p
, gdzie p 2 P jest liczbπ

pierwszπ. Wówczas xp�1

+ xp�2

+ . . .+ x+1 jest wielomianem minimalnym elementu ⇠p. StopieÒ
⇠p jest wiÍc równy p� 1.

Twierdzenie 13.4. Niech F bÍdzie cia≥em, L rozszerzeniem cia≥a F , niech ↵ 2 L bÍdzie elementem
algebraicznym nad F stopnia n. Wówczas:
(1) F (↵) = {r(↵) : r 2 F [x], deg r  n� 1};
(2) (1,↵, . . . ,↵n�1

) jest bazπ rozszerzenia F ⇢ F (↵);
(3) [F (↵) : F ] = n.

Dowód. (1) Niech f 2 F [x] bÍdzie wielomianem minimalnym elementu ↵. Niech � 2 F (↵). Wówczas
� =

h(↵)
g(↵)
, dla pewnych h, g 2 F [x], g(↵) 6= 0. Poniewaø g(↵) 6= 0, wiÍc f - g. Poniewaø f

jest nierozk≥adalny, wiÍc g - f . Wobec tego 1 ⇠ NWD(f, g) i tym samym istniejπ elementy
u, v 2 F [x] takie, øe uf + vg = 1. Zatem u(↵)f(↵) + v(↵)g(↵) = 1, skπd v(↵)g(↵) = 1 i tym
samym v(↵) = 1

g(↵)
. Wobec tego � =

h(↵)
g(↵)

= h(↵)v(↵). Dzielπc hv przez f otrzymujemy

hv = fq + r oraz deg r  degf � 1 = n� 1.

Ponadto h(↵)v(↵) = f(↵)g(↵) + r(↵) = r(↵), wiÍc � = r(↵) i deg r  n� 1.
(2) To, øe uk≥ad (1,↵, . . . ,↵n�1

) generuje F (↵). Pozostaje wykazaÊ, øe jest to uk≥ad liniowo niezaleø-
ny. PrzypuúÊmy, øe istniejπ elementy c

0

, c
1

, . . . , cn�1

2 F takie, øe c
0

+ c
1

↵+ . . .+ cn�1

↵n�1

= 0.
Wówczas wielomian g(x) = c

0

+ c
1

x + . . . + cn�1

xn�1 jest unormowany, g(↵) = 0 oraz deg g =

n� 1 < n = deg f , co stanowi sprzecznoúÊ.
(3) Wynika natychmiast z czÍúci (1).

⇤
Przyk≥ad:
(5) Rozwaømy cia≥o Q i jego rozszerzenie C oraz element 3

p
5 2 C. Wówczas Q(

3
p
5) = {a

0

+ a
1

3
p
5 +

a
2

3
p
25 : a

0

, a
1

, a
2

2 Q}.
Definicja 13.4. Niech F bÍdzie cia≥em, L rozszerzeniem cia≥a F , niech ↵ 2 L bÍdzie elementem alge-
braicznym nad F stopnia n. BazÍ (1,↵, . . . ,↵n�1

) rozszerzenia F ⇢ F (↵) nazywamy bazπ potÍgowπ.

Uwaga 13.4. Niech F bÍdzie cia≥em, L rozszerzeniem cia≥a F , niech ↵ 2 L. Wówczas
↵ jest algebraiczny nad F wtedy i tylko wtedy, gdy [F (↵) : F ] < 1.

Dowód. ()): wynika wprost z Twierdzenia 13.4.
((): Za≥óømy, øe [F (↵) : F ] = n < 1. Wówczas elementy 1,↵,↵2, . . . ,↵n sπ liniowo zaleøne, wiÍc
istniejπ elementy a

0

, a
1

, . . . , an 2 F takie, øe a
0

+ a
1

↵ + . . .+ an↵n
= 0, a wiÍc ↵ jest algebraiczny. ⇤

Twierdzenie 13.5. Niech F bÍdzie cia≥em, L rozszerzeniem cia≥a F , niech ↵
1

, . . . ,↵n 2 L bÍdπ elemen-
tami algebraicznymi nad F . Wówczas
(1) [F (↵

1

, . . . ,↵n) : F ] < 1;
(2) F (↵

1

, . . . ,↵n) = {r(↵
1

, . . . ,↵n) : r 2 F [x
1

, . . . , xn]}.
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13.3. Rozszerzenia algebraiczne i skoÒczone.

Definicja 13.5. Niech F bÍdzie cia≥em, L rozszerzeniem cia≥a F . Rozszerzenie to nazywamy rozsze-
rzeniem algebraicznym, gdy kaødy element cia≥a L jest algebraiczny nad F . Rozszerzenie nazywamy
skoÒczonym, gdy [L : F ] < 1.

Twierdzenie 13.6. Kaøde rozszerzenie skoÒczone jest algebraiczne.

Dowód. Za≥óømy, øe F ⇢ L jest rozszerzeniem skoÒczonym, [L : F ] = n < 1. Niech ↵ 2 L. Wówczas
F ⇢ F (↵) ⇢ L, wiÍc [F (↵) : F ]  [L : F ] < 1. Zatem ↵ jest algebraiczny nad F . ⇤
Przyk≥ad:
(1) Rozwaømy cia≥o Q i jego rozszerzenie Q(

p
2, 3
p
2, 4
p
2, . . .). Wówczas jest to rozszerzenie algebra-

iczne, ale nie jest skoÒczone.

Twierdzenie 13.7. Kaøde rozszerzenie skoÒczone jest skoÒczenie generowane.

Dowód. Za≥óømy, øe F ⇢ L jest rozszerzeniem skoÒczonym, a (↵
1

, . . . ,↵n) bazπ tego rozszerzenia. Wów-
czas L = F (↵

1

, . . . ,↵n). ⇤
Przyk≥ad:
(2) Rozwaømy dowolne cia≥o F i jego rozszerzenie F (x). Wówczas jest to rozszerzenie skoÒczenie
generowane, ale nie jest skoÒczone.

Twierdzenie 13.8. Niech F bÍdzie cia≥em, L rozszerzeniem cia≥a F , niech ↵
1

, . . . ,↵n 2 L. NastÍpujπce
warunki sπ równowaøne:
(1) ↵

1

, . . . ,↵n 2 L sπ elementami algebraicznymi nad F ;
(2) F ⇢ F (↵

1

, . . . ,↵n) jest rozszerzeniem skoÒczonym;
(3) F ⇢ F (↵

1

, . . . ,↵n) jest rozszerzeniem algebraicznym.

Uwaga 13.5. Niech F bÍdzie cia≥em, L rozszerzeniem cia≥a F . Niech S ⇢ L bÍdzie zbiorem elementów
algebraicznych nad cia≥em F . Wówczas F ⇢ F (S) jest rozszerzeniem algebraicznym.

Twierdzenie 13.9. Niech F, L,M bÍdπ cia≥ami i niech F ⇢ L ⇢ M . Wówczas
F ⇢ M jest skoÒczone wtedy i tylko wtedy, gdy F ⇢ L i L ⇢ M sπ skoÒczone.

Twierdzenie 13.10. Niech F, L,M,N bÍdπ cia≥ami i niech F ⇢ L ⇢ M . Niech ponadto N ⇢ L.
Wówczas jeøeli F ⇢ M jest skoÒczone, to NF ⇢ NM jest skoÒczone i [NM : NF ]  [M : F ].

Dowód. Niech (↵
1

, . . . ,↵n) bÍdzie bazπ rozszerzenia F ⇢ M . Wówczas M = F (↵
1

, . . . ,↵n). Wobec tego
NM = NF (↵

1

, . . . ,↵n). Poniewaø [M : F ] < 1 wiÍc ↵
1

, . . . ,↵n sπ algebraiczne nad F , a wiÍc takøe nad
NF . Zatem dla � 2 NM , � = g(↵

1

, . . . ,↵n), gdzie g 2 NF [x
1

, . . . , xn]. Ponadto ↵k1
1

, . . . ,↵kn
n 2 M , dla

k
1

, . . . , kn � 0, wiÍc ↵k1
1

· . . . · ↵kn
n = c

1

↵
1

+ . . .+ cn↵n, dla pewnych c1, . . . , cn 2 F . Zatem dla dowolnego
g 2 NF [x

1

, . . . , xn] zachodzi g(↵1

, . . . ,↵n) = d
1

↵
1

+ . . . + dn↵n, dla pewnych d
1

, . . . , dn 2 NF . Stπd
[NM : NF ]  n = [M : F ]. ⇤
Wniosek 13.2. Niech F bÍdzie cia≥em, niech L

1

i L
2

bÍdπ rozszerzeniami skoÒczonymi cia≥a F . Wówczas
F ⇢ L

1

L
2

jest rozszerzeniem skoÒczonym oraz [L
1

L
2

: F ]  [L
1

: F ] · [L
2

: F ].

Dowód. Wobec Twierdzenia 13.10 [L
1

L
2

: L
1

]  [L
2

: F ], wiÍc [L
1

L
2

: F ] = [L
1

L
2

: L
1

][L
1

: F ]  [L
1

:

F ] · [L
2

: F ]. ⇤
Twierdzenie 13.11. Niech F, L,M bÍdπ cia≥ami i niech F ⇢ L ⇢ M . Wówczas
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F ⇢ M jest algebraiczne wtedy i tylko wtedy, gdy F ⇢ L i L ⇢ M sπ algebraiczne.

Dowód. ()) : oczywiste.
(() : Ustalmy � 2 M . Poniewaø rozszerzenie L ⇢ M jest algebraiczne, wiÍc istniejπ elementy

b
0

, b
1

, . . . , bn 2 L takie, øe b
0

+ b
1

� + . . . + bn�n
= 0. Niech g(x) = b

0

+ b
1

x + . . . + bnxn. Wów-
czas g 2 F (b

0

, b
1

, . . . , bn)[x] i � jest algebraiczny nad cia≥em F (b
0

, b
1

, . . . , bn). Wobec tego rozszerzenie
F (b

0

, b
1

, . . . , bn) ⇢ F (b
0

, b
1

, . . . , bn)(�) jest skoÒczone. Poniewaø rozszerzenie F ⇢ L jest algebraiczne,
wiÍc elementy b

0

, b
1

, . . . , bn 2 L sπ algebraiczne nad F i wobec tego rozszerzenie F ⇢ F (b
0

, b
1

, . . . , bn)
jest skoÒczone. Zatem i rozszerzenie F ⇢ F (b

0

, b
1

, . . . , bn)(�) jest skoÒczone, a wiÍc i algebraiczne. Tym
samym element � jest algebraiczny nad cia≥em F . ⇤
Twierdzenie 13.12. Niech F bÍdzie cia≥em, L rozszerzeniem cia≥a F , niech ↵, � 2 L bÍdπ algebraiczne
nad cia≥em F . Wówczas elementy ↵± �, ↵ · � oraz ↵

�
(o ile � 6= 0) sπ algebraiczne nad F .

Dowód. Poniewaø ↵ i � sπ algebraiczne nad cia≥em F , wiÍc rozszerzenie F ⇢ F (↵, �) jest skoÒczone, a
wiÍc i algebraiczne. Oczywiúcie ↵± �, ↵ · � oraz ↵

�
sπ elementami cia≥a F (↵, �). ⇤

Wniosek 13.3. Niech F bÍdzie cia≥em, L rozszerzeniem cia≥a F . Niech
Falg(L) = {↵ 2 L : ↵ jest algebraiczny nad F}.

Wówczas Falg(L) jest cia≥em.

Wniosek 13.4. Niech F bÍdzie cia≥em, niech L
1

i L
2

bÍdπ rozszerzeniami algebraicznymi cia≥a F .
Wówczas rozszerzenie F ⇢ L

1

L
2

teø jest algebraiczne.

Dowód. Niech L bÍdzie rozszerzeniem cia≥a F zawierajπcym cia≥a L
1

i L
2

. Poniewaø rozszerzenia F ⇢ L
1

oraz F ⇢ L
2

sπ algebraiczne, wiÍc L
1

, L
2

⇢ Falg(L). Wobec tego L1

L
2

⇢ Falg(L) i rozszerzenie F ⇢ L
1

L
2

jest algebraiczne. ⇤
Definicja 13.6. Niech F bÍdzie cia≥em, L rozszerzeniem cia≥a F .
(1) Cia≥o Falg(L) nazywamy domkniÍciem algebraicznym cia≥a F w ciele L.
(2) Jeøeli F = Falg(L) to mówimy, øe F jest algebraicznie domkniÍte w L.

Przyk≥ad:
(3) Rozwaømy cia≥o Z

2

i cia≥o czteroelementowe L zawierajπze Z
2

jako podcia≥o proste, a wiÍc w
szczególnoúci rozszerzenie cia≥a Z

2

. Wówczas Z
2

jest algebraicznie domkniÍte w L, ale oczywiúcie
Z

2

nie jest algebraicznie domkniÍte.

13.4. Algebraiczne domkniÍcie cia≥a.

Twierdzenie 13.13. Niech F bÍdzie cia≥em. NastÍpujπce warunki sπ równowaøne:
(1) F jest algebraicznie domkniÍte,
(2) jeøeli L jest cia≥em i rozszerzenie F ⇢ L jest skoÒczone, to F = L,
(3) jeøeli L jest cia≥em i rozszerzenie F ⇢ L jest algebraiczne, to F = L.

Dowód. (1) ) (3) : Za≥óømy, øe F jest algebraicznie domkniÍte i F ⇢ L jest rozszerzeniem algebraicz-
nym. Niech ↵ 2 L. Wówczas ↵ jest algebraiczne nad F . Niech f 2 F [x] bÍdzie wielomianem minimalnym
elementu ↵. Wówczas f jest nierozk≥adalny w F [x], a wiÍc liniowy. Zatem ↵ 2 F .

(3) ) (2) : Kaøde rozszerzenie skoÒczone jest algebraiczne.
(2) ) (1) : Niech f 2 F [x] i niech L bÍdzie cia≥em, w którym f ma pierwiastek, przy czym F ⇢ L.
Niech ↵ 2 L bÍdzie pierwiastkiem wielomianu f . Wówczas ↵ jest algebraiczny nad F . Zatem F ⇢ F (↵)
jest skoÒczone, a wiÍc F (↵) = F i ↵ 2 F . ⇤
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Definicja 13.7. Niech F bÍdzie cia≥em, L rozszerzeniem cia≥a F . Jeøeli
(1) L jest cia≥em algebraicznie domkniÍtym,
(2) F ⇢ L jest rozszerzeniem algebraicznym,

to L nazywamy algebraicznym domkniÍciem cia≥a F i oznaczamy F .

Przyk≥ad:
(1) Rozwaømy cia≥o R. Wówczas C jest algebraicznym domkniÍciem cia≥a R.

Twierdzenie 13.14. Niech F bÍdzie cia≥em, L rozszerzeniem cia≥a F , niech ponadto L bÍdzie cia≥em
algebraicznie domkniÍtym. Wówczas Falg(L) jest algebraicznym domkniÍciem cia≥a F .

Dowód. Niech f 2 Falg(L)[x]. Wówczas równieø f 2 L[x], wiÍc f ma pierwiastek ↵ 2 L. Wobec tego ↵
jest algebraiczny nad cia≥em Falg(L), wiÍc rozszerzenie Falg(L) ⇢ Falg(L)(↵) jest algebraiczne. Ponadto
F ⇢ Falg(L) jest algebraiczne, wiÍc F ⇢ Falg(L)(↵) jest algebraiczne. Zatem ↵ jest algebraiczny nad F ,
a wiÍc ↵ 2 Falg(L). ⇤
Wniosek 13.5. Niech F bÍdzie cia≥em. Wówczas istnieje algebraiczne domkniÍcie F cia≥a F .

Dowód. Wobec Twierdzenia 12.6 istnieje cia≥o algebraicznie domkniÍte L takie, øe F ⇢ L. Z kolei wobec
Twierdzenia 13.14 F = Falg(L). ⇤
Twierdzenie 13.15. Niech F bÍdzie cia≥em, niech L

1

, L
2

bÍdπ algebraicznymi domkniÍciami cia≥a F .
Wówczas istnieje F izomorfizm � : L

1

! L
2

.

Dowód poprzedzimy dwoma lematami:

Lemat 13.1. Niech F, F
1

, F
2

bÍdπ cia≥ami i niech F ⇢ F
1

⇢ F
2

bÍdπ rozszerzeniami algebraicznymi.
Niech �

1

: F
1

! F bÍdzie F -zanurzeniem. Wówczas istnieje zanurzenie �
2

: F
2

! F takie, øe �
2

|F1 = �
1

.

Dowód. Niech

R = {(L,�) : L jest cia≥em, F
1

⇢ L ⇢ F
2

,� : L ! F jest F -zanurzeniem, �|F1 = �
1

}.
W rodzinie R definiujemy relacjÍ � wzorem:

(L,�) � (L0,�0
) wtedy i tylko wtedy, gdy L ⇢ L0 oraz �0|L = �.

Bez trudu sprawdzamy, øe jest to relacja czÍúciowego porzπdku. Ponadto (F
1

,�
1

) 2 R, a wiÍc R 6= ;.
£atwo jest równieø sprawdziÊ, øe kaødy ≥aÒcuch w rodzinie R ma ograniczenie górne. Wobec lematu
Kuratowskiego-Zorna w rodzinie R istnieje element maksymalny (L

0

,�
0

). Pokaøemy, øe F
2

= L
0

.
PrzypuúÊmy, øe F

2

6= L
0

. Wówczas istnieje element a 2 F
2

\ L
0

. Poniewaø rozszerzenie F ⇢ F
2

jest
algebraiczne, wiÍc a jest algebraiczny nad F , a tym samym jest teø algebraiczny nad L

0

. Niech f 2 L
0

[x]
bÍdzie wielomianem minimalnym elementu a. Niech ponadto ˜�

0

: L
0

[x] ! F [x] bÍdzie przed≥uøeniem
zanurzenia �

0

: L ! F na pierúcieÒ wielomianów. Wówczas wielomian ˜�
0

(f) jest nierozk≥adalny w pier-
úcieniu �

0

(L
0

)[x], jako obraz elementu nierozk≥adalnego. Poniewaø cia≥o F jest algebraicznie domkniÍte,
wiÍc wielomian ˜�

0

(f) ma pierwiastek b 2 F . Wobec Twierdzenia 12.2 istnieje przed≥uøenie izomorfizmu
�
0

: L
0

! �
0

(L
0

) do zanurzenia �0
0

: L
0

(a) ! �
0

(L
0

)(b) ⇢ F . Wówczas (L
0

,�
0

) � (L
0

(a),�0
0

) oraz
L
0

( L
0

(a), wiÍc element (L
0

,�
0

) nie moøe byÊ maksymalny w rodzinie R, co daje sprzecznoúÊ. ⇤
Lemat 13.2. Niech F bÍdzie cia≥em, L rozszerzeniem algebraicznym cia≥a F . Wówczas istnieje F -
zanurzenie � : L ! F .

Dowód. W poprzednim lemacie wystarczy przyjπÊ F
2

= L, F
1

= F oraz �
1

= idF . ⇤
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Przechodzimy do dowodu Twierdzenia 13.15:

Dowód. Wobec poprzedniego lematu istnieje F -zanurzenie � : L
1

! L
2

. Cia≥o �(L
1

) jest algebraicznie
domkniÍte. Ponadto rozszerzenie �(L

1

) ⇢ L
2

jest algebraiczne, a wiÍc �(L
1

) = L
2

. ⇤


