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13. WYKEAD 13: BAZA 1 STOPIEN ROZSZERZENIA. ELEMENTY ALGEBRAICZNE I PRZESTEPNE.
ROZSZERZENIA ALGEBRAICZNE I SKONCZONE. ALGEBRAICZNE DOMKNIECIE CIALA.

13.1. Baza i stopien rozszerzenia.

Uwaga 13.1. Niech F' bedzie cialem, L rozszerzeniem ciala F. Wowczas L jest przestrzeniq liniowg
nad ciatem F'.
Definicja 13.1. Niech F bedzie ciatem, L rozszerzeniem ciata F'.

(1) Wymiar przestrzeni liniowej L nad ciatem F nazywamy stopniem rozszerzenia ciala L nad
ciatem F i oznaczamy [L : F].
(2) Baze przestrzeni liniowej L nad ciatem F' nazywamy baza rozszerzenia.

Przyklady:

(1) Rozwazmy ciato R i jego rozszerzenie C. Wowczas [C : R] = 2 i baza rozszerzenia jest {1,}.
(2) Rozwazmy dowolne ciato F. Wéwezas [F': F] =1 i baza jest {1}.
(3) Rozwazmy dowolne ciato F'. Wéwezas [F(z) : F| = oo.

Twierdzenie 13.1 (o stopniu rozszerzen w wiezy ciat). Niech F, L, M bedq ciatami. Niech FF C L C M
iniech [L:F]=n<oo, [M:L =m<oco. Wowczas [M : F] =nm.

Dowdd. Niech (aq, ..., a,) bedzie baza rozszerzenia F' C L, za$ (B4, ..., Bn) baza rozszerzenia L C M.
Pokazemy, ze

(Oélﬁl, e ,Oélﬁm,OéQﬂl, Ce ,Oézﬁm7 ceay Oénﬁl, ceay Oénﬁm>

jest liniowo niezalezny nad ciatem F'. Ustalmy zi1,..., Z1m, T21,- -+ Tom, -+, Tnly -« -5 Tnm € F 1 niech

T+ .o T B + T200b1 . Zom 2By + o T B+ T B, = 0.

Woéwezas

(x11f1+ .+ TimBrm)ar + (0B + -+ Do)z o (2B A T B ) = 0
i wobec liniowej niezaleznosci «q,...,q, otrzymujemy x115; + ... + T1fBm = 0, ..., Tp1f1 + ... +
TnmBm- Korzystajac z liniowej niezaleznosci 1, ..., B, otrzymujemy teraz x1; = 0,..., %1, = 0,291 =
0,...,29, =0,...,2,1 =0,..., 2, =0.

Pozostaje pokazaé, ze uktad

(al/B17"'7a1/8m’a2/817""a2/6m7""an617""anﬂm)
jest generujacy. Ustalmy element v € M. Wowczas v = Z;n:l y;pBj, dla pewnych y1, ...,y € L. Ponadto
yj = > i Tij0y, dla pewnych xq;, ..., 2,5 € F, j € {1,...,m}. Wobec tego:
v =xnaf . T B+ Ta102f1 + -+ T2 Bm o T 81t T O
OJ

Whniosek 13.1. Niech Fy, ..., F, bedg ciatami. Niech Fy C Fy C ... C F, i niech [Fy : Fi] =nq,...,[F, :
F._1] =n,_1. Wowczas [F, : Fi]=ny-... -n,_1.

Twierdzenie 13.2. Niech F bedzie cialem, niech Ly © Ly bedg rozszerzeniami ciala F i niech [Ly : F| =
r1, [Le : F] = ry. Zalézmy ponadto, ze NW D(rq,19) = 1. Wowczas

[LILQ:F] = [LlF][LQF]
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Dowdd. Poniewaz F' C Ly C LiLy oraz F' C Ly C LyLo, wiec ri|[L1Ly : F] i ro|[L1Ly : F|. Zatem
r173|[L1Le : F|. Poniewaz baza Ls nad F generuje rozszerzenie Ly Ly nad Ly, wiec [LiLy : F] < [Lq : F.
Zatem

[LlLQ . F] = [LlLQ : Ll] . [Ll : F] S [LQ : F] : [Ll : F] =T1re,
sk@d [Lng : F] =T1Tr9. ]

13.2. Elementy algebraiczne i przestepne.

Definicja 13.2. Niech F' bedzie cialem, L rozszerzeniem ciata F', niech o € L.
(1) Element a nazywamy algebraicznym nad F, jezeli istnieje wielomian 0 # f € Fl[z| taki, Ze

fla)=0.

(2) Element o nazywamy przestepnym nad F, jeZeli nie jest algebraiczny.

Przyktlady:

(1) Rozwazmy ciato Q i jego rozszerzenie C. Element V2 € C. Wéwezas /2 jest algebraiczny nad Q.
(2) Rozwazmy ciato F' i jego rozszerzenie F'(z). Element f € F(x) \ F jest przestepny nad F.

Uwaga 13.2. Niech F, L, M bedq ciatami © niech F C L C M. Wowczas

(1) jezeli v € F, to « jest algebraiczny nad F';
(2) jezeli v € M jest algebraiczny nad F, to jest tez algebraiczny nad L.

Uwaga 13.3. Niech F' bedzie ciatem, L rozszerzeniem ciata F', niech o € L bedzie elementem algebra-
tcznym nad F.

(1) Zbior I, ={f € Flx]: f(a) = 0} jest idealem maksymalnym.

(2) Ideat I, jest ideatem gléwnym.

Dowad. (1) Z tatwoscia sprawdzamy, ze I, istotnie jest ideatem. Pokazemy, ze jest idealem pierw-
szym. Ustalmy f,g € Flx] i niech fg € I,. Woéwczas fg(a) = 0. Wobec tego f(a) = 0 lub
g(a) =0, a wiec f €I, lub g € I,.
Poniewaz F[x] jest pierScieniem ideatéw gltéwnych, wiec ideatl I, jest maksymalny.
(2) Oczywiste.
O

Definicja 13.3. Niech F' bedzie cialem, L rozszerzeniem ciata F', niech o € L bedzie elementem algebra-
icznym nad F. Wielomian f € F[z| taki, Ze (f) = 1, nazywamy wielomianem minimalnym elementu
a, a deg f stopniem elementu algebraicznego.

Twierdzenie 13.3. Niech F' bedzie cialem, L rozszerzeniem ciata F', niech o« € L bedzie elementem
algebraicznym nad F'. Nastepujgce warunki sg rownowazne:

(1) f € Flx] jest wielomianem minimalnym elementu o € L;

(2) f € Flx] jest wielomianem unormowanym, nierozktadalnym i f(a) = 0;

(3) [ € Flx] jest wielomianem unormowanym i najmniejszego stopnia sposréd tych wielomiandw,
ktore zerujg sie w a.

Dowdd. (1) = (3) : Ustalmy g € F[z]|, unormowany i taki, ze g(a) = 0. Wowczas g € I,. Zatem f|g, a
wiec deg f < degg.

(3) = (2) : Przypusémy, ze f jest rozktadalny. Niech f = gh, g,h € F[x]. Mozemy zaltozy¢, ze g i h
sa unormowane. Poniewaz f(a) = 0, wiec g(a) = 0 lub hA(a) = 01 degg < deg f oraz degh < deg f —
Sprzecznose.
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(2) = (1) : Oczywiscie f € 1, wiec (f) C I,. Poniewaz F[x] jest pierscieniem idealéw gtéwnych i f
jest nierozktadalny, wiec (f) jest maksymalny. Stad (f) = I,. O
Przyklady:

(3) Rozwazmy cialo Q, jego rozszerzenie C i element /2 € C. Woéwczas x
minimalnym elementu v/2. Stopien v/2 jest wiec réwny 2.
(4) Rozwazmy cialo Q, jego rozszerzenie C i element &, = cos 2?” + ¢sin %’T, gdzie p € P jest liczba

2 — 2 jest wielomianem

pierwsza. Wowczas aP~ ' 4+ 2?72+ ... +x + 1 jest wielomianem minimalnym elementu &,. Stopien
&p jest wige réwny p — 1.

Twierdzenie 13.4. Niech F' bedzie cialem, L rozszerzeniem ciata F', niech o € L bedzie elementem
algebraicznym nad F stopnia n. Wowczas:

(1) F(o) =A{r(a) :r € Flz],degr <n —1};

(2) (1,a,...,a" 1) jest bazq rozszerzenia F C F(a);

(3) [F(a): F] =n.

Dowdd. (1) Niech f € Fz] bedzie wielomianem minimalnym elementu «. Niech v € F(«). Wéwcezas
v o= %, dla pewnych h,g € F[z], g(a) # 0. Poniewaz g(a) # 0, wiec f 1 g. Poniewaz f

jest nierozktadalny, wiec g 1 f. Wobec tego 1 ~ NWD(f,g) i tym samym istnieja elementy
u,v € Flx] takie, ze uf +vg = 1. Zatem u(a)f(a) + v(a)g(a) = 1, skad v(a)g(a) = 11 tym
samym v(qa) = ﬁ. Wobec tego v = % = h(a)v(«). Dzielac hv przez f otrzymujemy

hv = fqg+r oraz degr < degf —1=n— 1.
Ponadto h(a)v(a) = f(a)g(a) + r(a) = r(a), wiec v =r(a) i degr < n — 1.

(2) To, ze uktad (1,a,...,a" 1) generuje F/(a). Pozostaje wykazaé, ze jest to uktad liniowo niezalez-
ny. Przypuéémy, Ze istniejg elementy cg, ¢y, ..., c,—1 € F takie, ze co + cia + ... + ¢t = 0.
Woéwezas wielomian g(x) = ¢y + ¢z + ... + ¢, 12" ! jest unormowany, g(a) = 0 oraz degg =
n—1<n=degf, costanowi sprzecznosc.

(3) Wynika natychmiast z czesci (1).

0

Przyktad:
(5) Rozwazmy ciato Q i jego rozszerzenie C oraz element v/5 € C. Wowcezas Q(v/5) = {ao + a1v/5 +
CLQ\S/ 25 : g, Q1,09 € Q}

Definicja 13.4. Niech F bedzie ciatem, L rozszerzeniem ciala F', niech o € L bedzie elementem alge-
braicznym nad F stopnia n. Baze (1,q,...,a" 1) rozszerzenia F C F(a) nazywamy baza potegowa.

Uwaga 13.4. Niech F bedzie ciatem, L rozszerzeniem ciata F, niech o € L. Wowczas
a jest algebraiczny nad F wtedy i tylko wtedy, gdy [F(«) : F| < co.

Dowdd. (=): wynika wprost z Twierdzenia 13.4.

(<): Zaldzmy, ze [F(a) : F| = n < oo. Wowczas elementy 1,a,a?,...,a" sa liniowo zalezne, wiec
istnieja elementy ag, ay, ..., a, € F takie, ze ap + a1a + ... + a,a™ = 0, a wiec « jest algebraiczny. [
Twierdzenie 13.5. Niech I bedzie ciatem, L rozszerzeniem ciata F', niech oy, ..., o, € L bedg elemen-

tami algebraicznymi nad F'. Wowczas
(1) [F(ala"'7an) : F] < 00;
(2) Flag,...,an) ={r(aq,...,an) i1 € Flay, ..., z,]}.
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13.3. Rozszerzenia algebraiczne i skonczone.

Definicja 13.5. Niech F' bedzie cialem, L rozszerzeniem ciala F'. Rozszerzenie to nazywamy rozsze-
rzeniem algebraicznym, gdy kazdy element ciala L jest algebraiczny nad F'. Rozszerzenie nazywamy
skoniczonym, gdy [L : F] < co.

Twierdzenie 13.6. Kazde rozszerzenie skonczone jest algebraiczne.

Dowdd. Zatézmy, ze F' C L jest rozszerzeniem skonczonym, [L : F| = n < co. Niech a € L. Wowczas
F C F(a) C L, wige [F(a) : F] <[L: F] < co. Zatem « jest algebraiczny nad F. O

Przyktad:

(1) Rozwazmy ciato Q i jego rozszerzenie Q(v/2, v/2,v/2,...). Wéwezas jest to rozszerzenie algebra-
iczne, ale nie jest skonczone.

Twierdzenie 13.7. Kazde rozszerzenie skonczone jest skonczenie generowane.

Dowdéd. Zatézmy, ze F' C L jest rozszerzeniem skonczonym, a (aq, ..., ) baza tego rozszerzenia. Wow-
czas L = F(ay,...,ap). O
Przyktad:

(2) Rozwazmy dowolne cialo F' i jego rozszerzenie F'(x). Wowczas jest to rozszerzenie skornczenie
generowane, ale nie jest skonczone.

Twierdzenie 13.8. Niech F' bedzie ciatem, L rozszerzeniem ciala F', niech aq, ..., o, € L. Nastepujgce
warunki sq rownowazne:

(1) a1,...,a, € L sqg elementami algebraicznymi nad F';
(2) F C F(oa,...,qy) jest rozszerzeniem skoriczonym;
(3) F C F(aq,...,ayp) jest rozszerzeniem algebraicznym.

Uwaga 13.5. Niech F bedzie ciatem, L rozszerzeniem ciata F'. Niech S C L bedzie zbiorem elementow
algebraicznych nad cialem F. Wowczas F C F(S) jest rozszerzeniem algebraicznym.

Twierdzenie 13.9. Niech F, L, M bedg ciatami i niech F C L C M. Woéwczas
F C M jest skonczone wtedy @ tylko wtedy, gdy F' C L + L. C M sq skonczone.

Twierdzenie 13.10. Niech F,L, M, N bedqg ciatami ¢ niech F C L C M. Niech ponadto N C L.
Wowczas jezeli F C M jest skorniczone, to NF C NM jest skoriczone i [NM : NF] < [M : F].

Dowdd. Niech (ay,...,a,) bedzie baza rozszerzenia F' C M. Wéwcezas M = F(aq,. .., a,). Wobec tego

NM = NF(ay,...,q,). Poniewaz [M : F] < oo wiec oy, . ..,y sg algebraiczne nad F, a wiec takze nad
NF. Zatem dla v € NM, v = g(ay,...,a,), gdzie g € NF[zy,...,x,]. Ponadto of', ... of € M, dla
ki,...,k, >0, wiec Oz’fl coaf = ciag + ..+ cpan, dla pewnych ¢y, . . ., ¢, € F. Zatem dla dowolnego
g € NF[xy,...,x,] zachodzi g(ay,...,a,) = diag + ... + d,a,, dla pewnych dy,...,d, € NF. Stad
INM : NF| <n=[M:F]. O

Whniosek 13.2. Niech F' bedzie cialem, niech Ly 1 Ly bedq rozszerzeniami skoriczonymi ciata F'. Wowczas
F C Ly Ly jest rozszerzeniem skoriczonym oraz [L1Ly : F] < [Ly : F]-[Ly: F].

Dowod. Wobec Twierdzenia 13.10 [LlLQ : Ll] < [LQ : F], WIQC [LlLQ : F] = [LlLQ . Ll][Ll . F] < [Ll .
Fl-[Ls: F). 0

Twierdzenie 13.11. Niech F, L, M bedq ciatami @ niech FF C L C M. Wowczas
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F C M jest algebraiczne wtedy i tylko wtedy, gdy F° C L« L C M sq algebraiczne.

Dowdd. (=) : oczywiste.

(«<) : Ustalmy v € M. Poniewaz rozszerzenie L C M jest algebraiczne, wiec istnieja elementy
bo, b1, ..., b, € L takie, ze by + byy + ... + b,y™ = 0. Niech g(z) = by + byx + ... + ba™. Wow-
czas g € F(bg,b,...,b,)[x] 17 jest algebraiczny nad ciatem F'(by, by, ...,b,). Wobec tego rozszerzenie
F(bg,by,...,b,) C F(bo,b1,...,b,)(7) jest skonczone. Poniewaz rozszerzenie F' C L jest algebraiczne,
wiec elementy by, by, ...,b, € L sa algebraiczne nad F' i wobec tego rozszerzenie F' C F(bg, by, ..., b,)
jest skonczone. Zatem i rozszerzenie F' C F'(bg, by, ..., b,) () jest skonczone, a wiec i algebraiczne. Tym
samym element v jest algebraiczny nad ciatem F'. 0]

Twierdzenie 13.12. Niech I bedzie ciatem, L rozszerzeniem ciata F', niech o, 5 € L bedq algebraiczne
nad ciatem F. Wowczas elementy o £ 8, o+ 3 oraz % (o ile 5 #0) sq algebraiczne nad F.

Dowdd. Poniewaz o i 8 sa algebraiczne nad cialem F, wiec rozszerzenie F' C F(«, ) jest skonczone, a
wiec 1 algebraiczne. OczywiScie a & 3, o+ f oraz § sa elementami ciala F(a, 3). O
Whniosek 13.3. Niech F' bedzie ciatem, L rozszerzeniem ciata F'. Niech

Fug(L) ={a € L : a jest algebraiczny nad F'}.
Wowczas Fy4(L) jest ciatem.

Whniosek 13.4. Niech F' bedzie ciatem, niech Ly @ Lo bedq rozszerzeniami algebraicznymi ciata F.
Wowczas rozszerzenie I C Ly Lo tez jest algebraiczne.

Dowad. Niech L bedzie rozszerzeniem ciata I’ zawierajacym ciata Ly i L. Poniewaz rozszerzenia F' C L
oraz F' C Ly sg algebraiczne, wiec Ly, Ly C Fy,(L). Wobec tego Ly Ly C Fyy(L) i rozszerzenie F' C Ly Lo
jest algebraiczne. O

Definicja 13.6. Niech F bedzie ciatem, L rozszerzeniem ciata F'.

(1) Cialo Fuy(L) nazywamy domknigciem algebraicznym ciala F' w ciele L.
(2) Jezeli F' = Fy4(L) to mowimy, Ze F jest algebraicznie domkniete w L.

Przyktad:

(3) Rozwazmy ciato Zs i cialo czteroelementowe L zawierajaze Zo jako podcialo proste, a wigc w
szczegolnosci rozszerzenie ciata Zo,. Wowcezas Zo jest algebraicznie domkniete w L, ale oczywiscie
Zy nie jest algebraicznie domkniete.

13.4. Algebraiczne domkniecie ciata.

Twierdzenie 13.13. Niech F' bedzie ciatem. Nastepujgce warunki sg rownowazne:

(1) F jest algebraicznie domkniete,
(2) jezeli L jest cialem i rozszerzenie F' C L jest skonczone, to F' = L,
(3) jezeli L jest cialem i rozszerzenie F' C L jest algebraiczne, to F'= L.

Dowdd. (1) = (3) : Zalézmy, ze F' jest algebraicznie domkniete i F' C L jest rozszerzeniem algebraicz-
nym. Niech o € L. Wéwezas « jest algebraiczne nad F'. Niech f € F[x] bedzie wielomianem minimalnym
elementu a. Wéwezas f jest nierozktadalny w F[z], a wiec liniowy. Zatem «a € F.

(3) = (2) : Kazde rozszerzenie skoniczone jest algebraiczne.

(2) = (1) : Niech f € F[x] i niech L bedzie cialem, w ktérym f ma pierwiastek, przy czym F C L.
Niech o € L bedzie pierwiastkiem wielomianu f. Wéwczas « jest algebraiczny nad F. Zatem F C F(«)
jest skoniczone, a wiec Fl(a) = Fia € F. O
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Definicja 13.7. Niech F bedzie ciatem, L rozszerzeniem ciata F'. Jezeli
(1) L jest ciatem algebraicznie domknigtym,
(2) F C L jest rozszerzeniem algebraicznym,

to L nazywamy algebraicznym domknieciem ciala F i oznaczamy F.

Przyktad:
(1) Rozwazmy ciato R. Wéwezas C jest algebraicznym domknieciem ciata R.

Twierdzenie 13.14. Niech F' bedzie ciatem, L rozszerzeniem ciata F', niech ponadto L bedzie ciatem
algebraicznie domknietym. Wowczas Fo,(L) jest algebraicznym domknieciem ciata F.

Dowdd. Niech f € Fy,(L)[z]. Woéwczas réwniez f € L{z|, wiec f ma pierwiastek o € L. Wobec tego a
jest algebraiczny nad ciatem F (L), wiec rozszerzenie Fy (L) C Fuy(L)(a) jest algebraiczne. Ponadto
F C Fuy(L) jest algebraiczne, wiec F' C Fy,(L)() jest algebraiczne. Zatem « jest algebraiczny nad F,
a wiec av € Fyy(L). O

Whiosek 13.5. Niech F bedzie ciatem. Wowczas istnieje algebraiczne domkniecie F ciata F.

Dowdd. Wobec Twierdzenia 12.6 istnieje cialo algebraicznie domknigte L takie, ze F' C L. Z kolei wobec
Twierdzenia 13.14 F = F,,(L). O

Twierdzenie 13.15. Niech F bedzie ciatem, niech Ly, Ly bedg algebraicznymi domknieciami ciala F.
Wowczas istnieje F izomorfizm ¢ : L1 — L.

Dowod poprzedzimy dwoma lematami:

Lemat 13.1. Niech F, Iy, Fy bedg ciatami @ niech F' C Fy C Fy bedg rozszerzeniami algebraicznymi.
Niech ¢y : Fy — F bedzie F-zanurzeniem. Wowczas istnieje zanurzenie ¢o @ Fy — F' takie, Ze ¢a|p, = ¢1.
Dowdéd. Niech
R ={(L,¢): L jest cialem, F; C L C Fy, ¢ : L — F jest F-zanurzeniem, ¢|p, = ¢1}.
W rodzinie R definiujemy relacje < wzorem:
(L,¢) < (L', ¢") wtedy i tylko wtedy, gdy L C L' oraz ¢'|;, = ¢.

Bez trudu sprawdzamy, ze jest to relacja czesciowego porzadku. Ponadto (Fi, ¢1) € R, a wiec R # ().
Latwo jest rowniez sprawdzi¢, ze kazdy tancuch w rodzinie R ma ograniczenie goérne. Wobec lematu
Kuratowskiego-Zorna w rodzinie R istnieje element maksymalny (Lo, ¢o). Pokazemy, ze Fy = Ly.

Przypusémy, ze Fy # L. Wowczas istnieje element a € F, \ Lg. Poniewaz rozszerzenie F' C Fy jest
algebraiczne, wiec a jest algebraiczny nad F, a tym samym jest tez algebraiczny nad Lg. Niech f € Lg[x]
bedzie wielomianem minimalnym elementu a. Niech ponadto ¢ : Lg[z] — F[z] bedzie przedtuzeniem
zanurzenia ¢, : L — F na pierscienin wielomianow. Wéwczas wielomian ¢o(f) jest nierozkladalny w pier-
Scieniu ¢o(Lo)[z], jako obraz elementu nierozktadalnego. Poniewaz cialo I jest algebraicznie domknigte,
wiec wielomian ¢o(f) ma pierwiastek b € F. Wobec Twierdzenia 12.2 istnieje przedtuzenie izomorfizmu
¢o : Lo — ¢o(Lo) do zanurzenia ¢, : Lo(a) — ¢o(Lo)(b) C F. Wowcezas (Lo, ¢o) < (Lo(a), ¢p) oraz
Lo € Lo(a), wiec element (Lg, ¢y) nie moze by¢ maksymalny w rodzinie R, co daje sprzecznosé. O

Lemat 13.2. Niech F' bedzie cialem, L rozszerzeniem algebraicznym ciala F. Wowczas istnieje F'-
zanurzenie ¢ : L — F.

Dowaod. W poprzednim lemacie wystarczy przyjaé Fy = L, Fy = F oraz ¢ = idp. 0
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Przechodzimy do dowodu Twierdzenia 13.15:

Dowdd. Wobec poprzedniego lematu istnieje F-zanurzenie ¢ : Ly — Lo. Cialo ¢(L;) jest algebraicznie
domkniete. Ponadto rozszerzenie ¢(L1) C Lo jest algebraiczne, a wiec ¢(Lq) = Lo. O



