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12. WYKEAD 12: ROZSZERZENIE CIALA O PIERWIASTEK WIELOMIANU. CIALO ROZKLADU
WIELOMIANU. CIALO ALGEBRAICZNIE DOMKNIETE.

12.1. Rozszerzenie ciata o pierwiastek wielomianu. Cialo rozktadu wielomianu.

Twierdzenie 12.1 (Kroneckera). Niech F bedzie cialem, niech f € F[z]. Wéwczas istnieje rozszerzenie
L ciata F takie, w ktorym f ma pierwiastek.

Dowdd. Niech f; bedzie czynnikiem nierozkladalnym wielomianu f. Wéwczas (f1) < Fx] jest ideatem
maksymalnym w rodzinie ideatéw gltéwnych F[z], a wiec ideatem maksymalnym, poniewaz F'[z] jest pier-
Scieniem idealow gtéwnych. Wobec tego pierscien ilorazowy F[z]/(f1) jest cialem. Tym samym ztozenie
homomorfizméw kanonicznych u : F' — Fx]/(f1) dane wzorem

uw(a) =a+ (f1)

jest zanurzeniem, jako nietrywialny homomorfizm cial. Tym samym cialo L = F[x]/(f1) jest rozsze-
rzeniem ciata F. Powiedzmy, ze fi(x) = a9 + a1z + ... + a,2" i niech a = x + (f;) € L. Wowczas
fila) =ao+ar(z + (1) + ... +an(z+ (f1))" = i+ (1) = Or. O

Definicja 12.1. Niech F' bedzie cialem, niech fi € F[z|. Rozszerzenie L ciala F' nazywamy rozszerze-
niem o pierwiastek a wielomianu f gdy L = F(a)'".

Przyktlady:

(1) Rozwazmy ciato R i wielomian z* + 1 € R[z]. Wéwczas cialo C jest rozszerzeniem ciala R o
pierwiastek 7 wielomianu z* + 1, C = R(4).

Twierdzenie 12.2. Niech F i L bedg ciatami, niech ¢ : F — L bedzie izomorfizmem. Niech ¢ : Flx] —
L[z] bedzie izomorfizmem indukowanym przez ¢. Niech f € F[x]| bedzie wielomianem nierozkladalnym,
niech o bedzie pierwiastkiem f, a B pierwiastkiem ¢(f). Wowczas ¢(f) jest wielomianem nierozktadalnym
oraz istnieje izomorfizm ¢ : F(a) — L(B) taki, ze Y|p = ¢ oraz (a) = B.

Dowéd. Bez trudu sprawdzamy, ze ¢(f) jest wielomianem nierozktadalnym. Zdefiniujmy odwzorowanie
o1 : Flz] = F(a) wzorem ¢1(g) = g(a). Jak tatwo zauwazy¢, jest to homomorfizm. Ponadto (f) C ker ¢,
i poniewaz f jest nierozkladalny, wiec (f) jest maksymalny i stad (f) = ker ¢;. Wobec twierdzenia o
izomorfizmie F[z]/(f) = Im¢;. Ponadto F' C I'm¢, oraz o € Imey, wiec Im¢py = F(a). W szczegdlnosei
udowodnilismy, Ze istnieje izomorfizm ¢ : Flx]/(f) — F(«).

Podobnie pokazujemy, ze istnieje izomorfizm vy : L[z]/(¢(f)) — L(B), Zdefiniujmy ponadto odwzo-
rowanie v : Flz]/(f) — Lz]/(¢(f)) wzorem

Yolg + (f)) = og) + (6(f))-

Réwniez bezposrednio sprawdzamy, ze 1) jest izomorfizmem. Otrzymujemy nastepujacy diagram:

Fla]/(f) —;= LIzl /(6(f))
1 ¢2i
Fla) -~~~ L(§)

w ktérym odwzorowanie v @ F(a) — L(B) dane jest wzorem 1 = 1y 0 9y o ¥y 1. Wowezas 1 jest
izomorfizmem, | = ¢ oraz ¥(a) = S. O

17Przypomnijmy, ze symbolem F(a) oznaczamy najmniejsze cialo zawierajgce cialo F' i element a.
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Whniosek 12.1. Niech F' bedzie cialem, niech f € Flx] i niech a bedzie pierwiastkiem wielomianu f.
Dowolne dwa rozszerzenia ciata F' o pierwiastek a wielomianu f sqg izomorficzne.

Twierdzenie 12.3. Niech F' bedzie wielomianem, niech f € Fx]. Wéwczas istnieje rozszerzenie L ciala
F takie, w ktorym f rozklada sie na czynniki liniowe.

Dowdéd. Niech n = deg f. Dowdd prowadzimy przez indukcje wzgledem n. Gdy m = 1 nie ma czego
dowodzi¢. Ustalmy zatem n > 1 i zatézmy, ze twierdzenie jest prawdziwe dla wszystkich wielomianow
stopnia k, gdzie k < n. Wobec twierdzenia Kroneckera istnieje rozszerzenie M ciata ', w ktorym f ma
pierwiastek a. Wéwezas f(x) = (x — ) fi(z), dla pewnego f; € M|[z]. Ponadto deg fi < n, wiec istnieje
rozszerzenie L ciala M, w ktorym f; rozktada sie na czynniki liniowe. Zatem F C M C L i f rozktada
sie w L na czynniki liniowe. 0

Definicja 12.2. Niech F' bedzie cialem, niech f € Flx]. Rozszerzenie L ciala F nazywamy cialem

rozkladu wielomianu f, gdy L = F(ay,...,a,) oraz f(x) = a(z — a1)(z — ag) - ... - (x — a,) jest
rozktadem wielomianu f na czynniki liniowe.
Przyktady:

(2) Rozwazmy cialo Q i wielomian z? — 5 € Q[z]. Wowczas cialo R jest cialem, w ktérym x? — 5 =
(z—+/5)(2++/5) rozklada sie na czynniki liniowe oraz Q(v/5, —v/5) = Q(v/5) jest ciatem rozktadu

wielomianu 2 — 5.

Twierdzenie 12.4. Niech F i L bedg ciatami, niech ¢ : F — L bedzie izomorfizmem. Niech ¢ : Flx] —
Llz] bedzie izomorfizmem indukowanym przez ¢. Niech f € Flx] i niech M bedzie ciatem rozkiadu
wielomianu f, a N cialem rozkladu wielomianu ¢(f). Wowczas istnieje izomorfizm ¢ : M — N taki, Ze

Ylr = ¢.
Dowdd. Niech M = F(ay, ..., ay), gdzie f(z) = a(x —a1) ... (¥ —a,). Niech N = L(by, ..., by,), gdzie

o(f) =b(x —by)-... - (x —by). Zmieniajac ewentualnie numeracje pierwiastkow aq, ..., a,, zatézmy, ze
ai,...,ax ¢ F oraz agyq,...,a, € F. Dowod prowadzimy przez indukcje wzgledem k.

Jezeli k =0, to ay,...,a, € F, a wiec by,...,b,, € L. Wobec tego F' = M, L = N iskoro F' = L, to
M = N i izomorfizm ustala ¢ : F' — L.

Ustalmy teraz k > 0 i zalézmy prawdziwosé twierdzenia dla liczb mniejszych od k. Niech f; € F|[z]
bedzie czynnikiem nierozktadalnym f i niech fi(ax) = 0. Woéwcezas f = fig, dla pewnego g € F[z], wiec
o(f) = o(f1)é(g). Wobec Twierdzenia 12.2 wielomian ¢(f1) jest nierozkladalny w L[z]. Poniewaz N|[z]
jest pierscieniem z jednoznacznym rozktadem, wiec kazdy czynnik nierozkladalny wielomianu ¢(f) w
N|[z] jest stowarzyszony z pewnym x — b;. Zatem ¢(f) ma pierwiastek b; dla pewnego i € {1,...,m}.
Wobec Twierdzenia 12.2 istnieje izomorfizm o : F(ay) — L(b;) taki, ze o|p = ¢ oraz o(ag) = b;.
Wobec zatozenia indukcyjnego istnieje izomorfizm ¢ : M — N taki, ze ¥|p@,) = 0. W szczegdlnodci

VP = 9. O

Whiosek 12.2. Niech F' bedzie cialem, niech f € F[z|. Wowczas dowolne dwa ciala rozkladu wielomianu
f sq izomorficzne.

12.2. Cialo algebraicznie domkniete.

Definicja 12.3. Niech F' bedzie cialem. Ciato F' nazywamy algebraicznie domknietym, gdy kazdy
wielomian nierozktadalny f € F[x] jest liniowy.

Twierdzenie 12.5. Niech F bedzie ciatem. Nastepujgce warunki sq rownowazne:
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(1) F jest algebraicznie domkniete;
(2) kazdy wielomian f € Flx| stopnia dodatniego ma w F' co najmniej jeden pierwiastek.

Dowdd jest oczywisty.

Twierdzenie 12.6. Niech F' bedzie ciatem. Wowczas istnieje rozszerzenie L ciala F', ktore jest ciatem
algebraicznie domknietym.

Dowdd. Niech A = {f € Flx] : deg f > 0} bedzie zbiorem wszystkich wielomianéw dodatnich stopni o
wspotezynnikach z ciata F', niech R = F[{z} e bedzie pierscieniem wielomianéw o wspétezynnikach z
ciala F' i zmiennych indeksowanych wielomianami ze zbioru A, niech ponadto I = ({f(zy) : f(z) € A})
bedzie ideatem pierécienia R generowanym przez wszystkie wielomiany ze zbioru A, w ktorych, dla
danego wielomianu f € A, zmienng x zastapiono zmienng xy.

Pokazemy najpierw, ze I C R. Istotnie, przypus¢my, ze 1 € I. Wowczas istnieje n € N, wielomiany
fi,..., fn € A oraz wielomiany g¢i,...,g, € R takie, ze 1 = g1 fi1(zp,) + ... + gnfu(zy,). Niech L bedzie
cialem rozktadu wielomianu fi-.. .- f,, € Fx]. Wéwczas kazdy wielomian f;, i € {1,...,n}, ma pierwiastek
a; € L,i € {1,...,n}. Wobec tego w ciele L zachodzi réwno$¢ 1 = gy f1(a1) + ...+ gnfn(a,) =0, co jest
Sprzecznoscia.

Ideat I mozemy wiec rozszerzy¢ do idealu maksymalnego m. Niech F; = R/m. Wowczas F jest
cialem i rozpatrujac ztozenie kanonicznych homomorfizméw otrzymujemy homomorfizm v : F — F)
dany wzorem wu(a) = a + m, ktéry tym samym jest zanurzeniem, a w rezultacie F} jest rozszerzeniem
ciala F'. Poza tym dowolny wielomian f € F|x] stopnia niezerowego ma w Fj pierwiastek x; + m.

Postepujac indukcyjnie konstruujemy ciag rozszerzen ciat F' C Fy C Fy, C ... o tej whasnosci, ze
kazdy wielomian f € Fj[z] ma pierwiastek w ciele F;;;. Niech F, = |2, F;. F jest cialem jako
suma tancucha ciat. Jest tez ciatlem algebraicznie domknietym, gdyz jesli f € F..[x] jest wielomianem
dodatniego stopnia, to wowczas f € F;[z] dla pewnego i € N. Wobec tego f ma pierwiastek w ciele Fj,
ale F; C F. O

“Najstynniejszym” cialem algebraicznie domknietym jest ciato liczb zespolonych. Twierdzenie orzeka-
jace o tym, ze C jest cialem algebraicznie domknietym nosi nazwe zasadniczego twierdzenia algebry.
Po raz pierwszy zostato ono sformutowane przez Girarda w 1629 roku, a petny dowdd jako pierwszy podat
Gauss w 1799. Zasadnicze twierdzenie algebry jest “zasadnicze” tylko z historycznego punktu widzenia
i obecnie przyjeta nazwa wydaje sie dzi$§ nieco przesadzona, pochodzi jednak z czasow, gdy problem
rozwiazalnosci rownan algebraicznych byt jednym z gtéwnych tematéw zainteresowan matematykow.
[stnieje cate mnostwo dowodow zasadniczego twierdzenia — my podamy jeden z nich, korzystajacy z
twierdzenia Weierstrassa.'® Dowdd zasadniczego twierdzenia algebry opiera sie na dwoéch lematach:

Lemat 12.1. Niech P(z) = a,2" + ...+ a1z +ap € C[z], |a,| = 1, niech p : C — R bedzie dana wzorem
p(z) = |P(2)|. Wowczas p osigga kres dolny na zbiorze C.

Dowaod. Wobec nieréwnosci trojkata dla modutu:

Ay a
p(z2) = |P(2)| = lanz" + ...+ a1z + ao| = |2"| - |an + 1+...+Z—2
@y _1] |ao| n-max{|a;| : 7 € {0,...,n —1}}
> |2"(1 - — ) 2 M- ),
2| Kl R

dla |z| > R > 1. Niech R = 2(1 4+ max{|a;| : i € {0,...,n—1}}). Wowczas p(z) > 3 R" > |ag| = p(0) dla
|z| > R. Zatem wewnatrz kota {z : |z| < R} istnieje punkt, w ktérym wartosé p jest mniejsza od wartosci

BFunkcja ciggla na zbiorze zwartym o wartodciach rzeczywistych przyjmuje wartosci najwicksza i najmniejsza.
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w dowolnym punkcie poza kotem {z : |z| < R}. Wobec tego inf{p(z) : z € C} = inf{p(2) : |z|] < R}.
Poniewaz koto {z € C : |z| < 1} jest zbiorem zwartym, wiec wobec twierdzenia Weierstrassa funckcja p
osigga na nim kres dolny. 0]

Lemat 12.2. Niech P(z) = a,2" + ...+ a1z +ag € C[2], |a,| =1, niech p: C — R bedzie dana wzorem
p(z) = |P(2)|. Niech ponadto p(zo) = inf{p(z) : z € C}. Wéwczas P(z) = 0.

Dowdd. Przypusémy, ze P(zo) # 0, P(z9) = m, m € Ry. Niech p € (0, min{1,m}). Niech z € 0K (zo, p)
(w ten sposob oznaczamy brzeg kota o érodku z i promieniu p). Wowezas z = 2z + pe?. Mamy:

P(z + pe' Z ar(zo + pe®)* = P(z) + wi(z0)pe® + ... + wn(z0)p"e™,

gdzie wq(2p), - - ., wn(20) sa pewnymi wspétczynnikami.

Pokazemy, ze dla pewnej liczby j € {1,...,n}, w;(20) # 0. Istotnie, przypusémy ze wi(z) = ... =
wy(20) = 0. Wowezas P jest staly na 0K (2, p), a wiec wielomian Q(z) = P(z)— P(zo) stopnia dodatniego
ma nieskonczenie wiele pierwiastkéw, co jest sprzecznoscia.

Niech zatem k& = min{j € {1,...,n} : w;(z) # 0}. Mamy wiec:

|P (20 + pe')| < |P(20) + wi(20)p"e™| + (1 +n - max{|w;(20)| : j € {1,...,n}})p".

Potézmy 6 = M Wéwezas:

.m—Arg(wy (20))

[Pz + pe ™ F) ] < 1P(z0)] — Jwn(0)l 0" + (14 - mas{le;(20)] £ j € {L,...,n}})p*

lwr (201
1+n-max{|w;(z0)|:7€{1,...,n}}

| P(z0)|—[wn(z0) 0"+ (L+n-max{|w;(z0)] : 5 € {1,...,n}})p" < |P(z0)| = P(z0) = m = inf{p(2) : z € C},

.m—Arg(wg (29))
k

. Wowczas:

Niech teraz p <

wiec p(zo + pe' ) < inf{p(z) : z € C} - sprzecznosé. O

Oczywiscie z Lematu 12.2 wynika natychmiast zasadnicze twierdzenie algebry.



