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12. Wyk≥ad 12: Rozszerzenie cia≥a o pierwiastek wielomianu. Cia≥o rozk≥adu
wielomianu. Cia≥o algebraicznie domkniÍte.

12.1. Rozszerzenie cia≥a o pierwiastek wielomianu. Cia≥o rozk≥adu wielomianu.

Twierdzenie 12.1 (Kroneckera). Niech F bÍdzie cia≥em, niech f 2 F [x]. Wówczas istnieje rozszerzenie
L cia≥a F takie, w którym f ma pierwiastek.

Dowód. Niech f
1

bÍdzie czynnikiem nierozk≥adalnym wielomianu f . Wówczas (f
1

) C F [x] jest idea≥em
maksymalnym w rodzinie idea≥ów g≥ównych F [x], a wiÍc idea≥em maksymalnym, poniewaø F [x] jest pier-
úcieniem idea≥ów g≥ównych. Wobec tego pierúcieÒ ilorazowy F [x]/(f

1

) jest cia≥em. Tym samym z≥oøenie
homomorfizmów kanonicznych u : F ! F [x]/(f

1

) dane wzorem

u(a) = a+ (f
1

)

jest zanurzeniem, jako nietrywialny homomorfizm cia≥. Tym samym cia≥o L = F [x]/(f
1

) jest rozsze-
rzeniem cia≥a F . Powiedzmy, øe f

1

(x) = a
0

+ a
1

x + . . . + anxn i niech ↵ = x + (f
1

) 2 L. Wówczas
f
1

(↵) = a
0

+ a
1

(x+ (f
1

)) + . . .+ an(x+ (f
1

))

n
= f

1

+ (f
1

) = 0L. ⇤
Definicja 12.1. Niech F bÍdzie cia≥em, niech f

1

2 F [x]. Rozszerzenie L cia≥a F nazywamy rozszerze-
niem o pierwiastek a wielomianu f gdy L = F (a)17.

Przyk≥ady:
(1) Rozwaømy cia≥o R i wielomian x2

+ 1 2 R[x]. Wówczas cia≥o C jest rozszerzeniem cia≥a R o
pierwiastek i wielomianu x2

+ 1, C = R(i).

Twierdzenie 12.2. Niech F i L bÍdπ cia≥ami, niech � : F ! L bÍdzie izomorfizmem. Niech � : F [x] !
L[x] bÍdzie izomorfizmem indukowanym przez �. Niech f 2 F [x] bÍdzie wielomianem nierozk≥adalnym,
niech ↵ bÍdzie pierwiastkiem f , a � pierwiastkiem �(f). Wówczas �(f) jest wielomianem nierozk≥adalnym
oraz istnieje izomorfizm  : F (↵) ! L(�) taki, øe  |F = � oraz  (↵) = �.

Dowód. Bez trudu sprawdzamy, øe �(f) jest wielomianem nierozk≥adalnym. Zdefiniujmy odwzorowanie
�
1

: F [x] ! F (↵) wzorem �
1

(g) = g(↵). Jak ≥atwo zauwaøyÊ, jest to homomorfizm. Ponadto (f) ⇢ ker�
1

i poniewaø f jest nierozk≥adalny, wiÍc (f) jest maksymalny i stπd (f) = ker�
1

. Wobec twierdzenia o
izomorfizmie F [x]/(f) ⇠

=

Im�
1

. Ponadto F ⇢ Im�
1

oraz ↵ 2 Im�
1

, wiÍc Im�
1

= F (↵). W szczególnoúci
udowodniliúmy, øe istnieje izomorfizm  

1

: F [x]/(f) ! F (↵).
Podobnie pokazujemy, øe istnieje izomorfizm  

2

: L[x]/(�(f)) ! L(�), Zdefiniujmy ponadto odwzo-
rowanie  

0

: F [x]/(f) ! L[x]/(�(f)) wzorem

 
0

(g + (f)) = �(g) + (�(f)).

Równieø bezpoúrednio sprawdzamy, øe  
0

jest izomorfizmem. Otrzymujemy nastÍpujπcy diagram:

F [x]/(f)
 0

//

 1

✏✏

L[x]/(�(f))

 2

✏✏

F (↵)
 

//______ L(�)

w którym odwzorowanie  : F (↵) ! L(�) dane jest wzorem  =  
2

�  
0

�  �1

1

. Wówczas  jest
izomorfizmem,  |F = � oraz  (↵) = �. ⇤
17Przypomnijmy, øe symbolem F (a) oznaczamy najmniejsze cia≥o zawierajπce cia≥o F i element a.
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Wniosek 12.1. Niech F bÍdzie cia≥em, niech f 2 F [x] i niech a bÍdzie pierwiastkiem wielomianu f .
Dowolne dwa rozszerzenia cia≥a F o pierwiastek a wielomianu f sπ izomorficzne.

Twierdzenie 12.3. Niech F bÍdzie wielomianem, niech f 2 F [x]. Wówczas istnieje rozszerzenie L cia≥a
F takie, w którym f rozk≥ada siÍ na czynniki liniowe.

Dowód. Niech n = deg f . Dowód prowadzimy przez indukcjÍ wzglÍdem n. Gdy n = 1 nie ma czego
dowodziÊ. Ustalmy zatem n > 1 i za≥óømy, øe twierdzenie jest prawdziwe dla wszystkich wielomianów
stopnia k, gdzie k < n. Wobec twierdzenia Kroneckera istnieje rozszerzenie M cia≥a F , w którym f ma
pierwiastek ↵. Wówczas f(x) = (x� ↵)f

1

(x), dla pewnego f
1

2 M [x]. Ponadto deg f
1

< n, wiÍc istnieje
rozszerzenie L cia≥a M , w którym f

1

rozk≥ada siÍ na czynniki liniowe. Zatem F ⇢ M ⇢ L i f rozk≥ada
siÍ w L na czynniki liniowe. ⇤
Definicja 12.2. Niech F bÍdzie cia≥em, niech f 2 F [x]. Rozszerzenie L cia≥a F nazywamy cia≥em
rozk≥adu wielomianu f , gdy L = F (a

1

, . . . , an) oraz f(x) = a(x � a
1

)(x � a
2

) · . . . · (x � an) jest
rozk≥adem wielomianu f na czynniki liniowe.

Przyk≥ady:
(2) Rozwaømy cia≥o Q i wielomian x2 � 5 2 Q[x]. Wówczas cia≥o R jest cia≥em, w którym x2 � 5 =

(x�
p
5)(x+

p
5) rozk≥ada siÍ na czynniki liniowe oraz Q(

p
5,�

p
5) = Q(

p
5) jest cia≥em rozk≥adu

wielomianu x2 � 5.

Twierdzenie 12.4. Niech F i L bÍdπ cia≥ami, niech � : F ! L bÍdzie izomorfizmem. Niech � : F [x] !
L[x] bÍdzie izomorfizmem indukowanym przez �. Niech f 2 F [x] i niech M bÍdzie cia≥em rozk≥adu
wielomianu f , a N cia≥em rozk≥adu wielomianu �(f). Wówczas istnieje izomorfizm  : M ! N taki, øe
 |F = �.

Dowód. Niech M = F (a
1

, . . . , an), gdzie f(x) = a(x� a
1

) · . . . · (x� an). Niech N = L(b
1

, . . . , bm), gdzie
�(f) = b(x� b

1

) · . . . · (x� bm). Zmieniajπc ewentualnie numeracjÍ pierwiastków a
1

, . . . , an, za≥óømy, øe
a
1

, . . . , ak /2 F oraz ak+1

, . . . , an 2 F . Dowód prowadzimy przez indukcjÍ wzglÍdem k.
Jeøeli k = 0, to a

1

, . . . , an 2 F , a wiÍc b
1

, . . . , bm 2 L. Wobec tego F = M , L = N i skoro F ⇠
=

L, to
M ⇠

=

N i izomorfizm ustala � : F ! L.
Ustalmy teraz k > 0 i za≥óømy prawdziwoúÊ twierdzenia dla liczb mniejszych od k. Niech f

1

2 F [x]
bÍdzie czynnikiem nierozk≥adalnym f i niech f

1

(ak) = 0. Wówczas f = f
1

g, dla pewnego g 2 F [x], wiÍc
�(f) = �(f

1

)�(g). Wobec Twierdzenia 12.2 wielomian �(f
1

) jest nierozk≥adalny w L[x]. Poniewaø N [x]
jest pierúcieniem z jednoznacznym rozk≥adem, wiÍc kaødy czynnik nierozk≥adalny wielomianu �(f) w
N [x] jest stowarzyszony z pewnym x � bi. Zatem �(f) ma pierwiastek bi dla pewnego i 2 {1, . . . ,m}.
Wobec Twierdzenia 12.2 istnieje izomorfizm � : F (ak) ! L(bi) taki, øe �|F = � oraz �(ak) = bi.
Wobec za≥oøenia indukcyjnego istnieje izomorfizm  : M ! N taki, øe  |F (ak) = �. W szczególnoúci
 |F = �. ⇤
Wniosek 12.2. Niech F bÍdzie cia≥em, niech f 2 F [x]. Wówczas dowolne dwa cia≥a rozk≥adu wielomianu
f sπ izomorficzne.

12.2. Cia≥o algebraicznie domkniÍte.

Definicja 12.3. Niech F bÍdzie cia≥em. Cia≥o F nazywamy algebraicznie domkniÍtym, gdy kaødy
wielomian nierozk≥adalny f 2 F [x] jest liniowy.

Twierdzenie 12.5. Niech F bÍdzie cia≥em. NastÍpujπce warunki sπ równowaøne:
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(1) F jest algebraicznie domkniÍte;
(2) kaødy wielomian f 2 F [x] stopnia dodatniego ma w F co najmniej jeden pierwiastek.

Dowód jest oczywisty.

Twierdzenie 12.6. Niech F bÍdzie cia≥em. Wówczas istnieje rozszerzenie L cia≥a F , które jest cia≥em
algebraicznie domkniÍtym.

Dowód. Niech A = {f 2 F [x] : deg f > 0} bÍdzie zbiorem wszystkich wielomianów dodatnich stopni o
wspó≥czynnikach z cia≥a F , niech R = F [{xf}f2A] bÍdzie pierúcieniem wielomianów o wspó≥czynnikach z
cia≥a F i zmiennych indeksowanych wielomianami ze zbioru A, niech ponadto I = h{f(xf ) : f(x) 2 A}i
bÍdzie idea≥em pierúcienia R generowanym przez wszystkie wielomiany ze zbioru A, w których, dla
danego wielomianu f 2 A, zmiennπ x zastπpiono zmiennπ xf .
Pokaøemy najpierw, øe I ( R. Istotnie, przypuúÊmy, øe 1 2 I. Wówczas istnieje n 2 N, wielomiany

f
1

, . . . , fn 2 A oraz wielomiany g
1

, . . . , gn 2 R takie, øe 1 = g
1

f
1

(xf1) + . . . + gnfn(xfn). Niech L bÍdzie
cia≥em rozk≥adu wielomianu f

1

·. . .·fn 2 F [x]. Wówczas kaødy wielomian fi, i 2 {1, . . . , n}, ma pierwiastek
ai 2 L, i 2 {1, . . . , n}. Wobec tego w ciele L zachodzi równoúÊ 1 = g

1

f
1

(a
1

) + . . .+ gnfn(an) = 0, co jest
sprzecznoúciπ.
Idea≥ I moøemy wiÍc rozszerzyÊ do idea≥u maksymalnego m. Niech F

1

= R/m. Wówczas F
1

jest
cia≥em i rozpatrujπc z≥oøenie kanonicznych homomorfizmów otrzymujemy homomorfizm u : F ! F

1

dany wzorem u(a) = a + m, który tym samym jest zanurzeniem, a w rezultacie F
1

jest rozszerzeniem
cia≥a F . Poza tym dowolny wielomian f 2 F [x] stopnia niezerowego ma w F

1

pierwiastek xf +m.
PostÍpujπc indukcyjnie konstruujemy ciπg rozszerzeÒ cia≥ F ⇢ F

1

⇢ F
2

⇢ . . . o tej w≥asnoúci, øe
kaødy wielomian f 2 Fi[x] ma pierwiastek w ciele Fi+1

. Niech F1 =

S1
i=1

Fi. F1 jest cia≥em jako
suma ≥aÒcucha cia≥. Jest teø cia≥em algebraicznie domkniÍtym, gdyø jeúli f 2 F1[x] jest wielomianem
dodatniego stopnia, to wówczas f 2 Fi[x] dla pewnego i 2 N. Wobec tego f ma pierwiastek w ciele Fi,
ale Fi ⇢ F1. ⇤
“Najs≥ynniejszym” cia≥em algebraicznie domkniÍtym jest cia≥o liczb zespolonych. Twierdzenie orzeka-
jπce o tym, øe C jest cia≥em algebraicznie domkniÍtym nosi nazwÍ zasadniczego twierdzenia algebry.
Po raz pierwszy zosta≥o ono sformu≥owane przez Girarda w 1629 roku, a pe≥ny dowód jako pierwszy poda≥
Gauss w 1799. Zasadnicze twierdzenie algebry jest “zasadnicze” tylko z historycznego punktu widzenia
i obecnie przyjÍta nazwa wydaje siÍ dziú nieco przesadzona, pochodzi jednak z czasów, gdy problem
rozwiπzalnoúci równaÒ algebraicznych by≥ jednym z g≥ównych tematów zainteresowaÒ matematyków.
Istnieje ca≥e mnóstwo dowodów zasadniczego twierdzenia – my podamy jeden z nich, korzystajπcy z
twierdzenia Weierstrassa.18 Dowód zasadniczego twierdzenia algebry opiera siÍ na dwóch lematach:

Lemat 12.1. Niech P (z) = anzn + . . .+ a
1

z + a
0

2 C[z], |an| = 1, niech p : C ! R bÍdzie dana wzorem
p(z) = |P (z)|. Wówczas p osiπga kres dolny na zbiorze C.
Dowód. Wobec nierównoúci trójkπta dla modu≥u:

p(z) = |P (z)| = |anzn + . . .+ a
1

z + a
0

| = |zn| · |an +
an�1

z
+ . . .+

a
0

zn
|

� |z|n(1� |an�1

|
|z| � . . .� |a

0

|
|z|n ) � |z|n(1� n ·max{|ai| : i 2 {0, . . . , n� 1}}

R
),

dla |z| � R � 1. Niech R = 2(1+max{|ai| : i 2 {0, . . . , n� 1}}). Wówczas p(z) � 1

2

Rn > |a
0

| = p(0) dla
|z| � R. Zatem wewnπtrz ko≥a {z : |z|  R} istnieje punkt, w którym wartoúÊ p jest mniejsza od wartoúci
18Funkcja ciπg≥a na zbiorze zwartym o wartoúciach rzeczywistych przyjmuje wartoúci najwiÍkszπ i najmniejszπ.



116

w dowolnym punkcie poza ko≥em {z : |z|  R}. Wobec tego inf{p(z) : z 2 C} = inf{p(z) : |z|  R}.
Poniewaø ko≥o {z 2 C : |z|  1} jest zbiorem zwartym, wiÍc wobec twierdzenia Weierstrassa funckcja p
osiπga na nim kres dolny. ⇤
Lemat 12.2. Niech P (z) = anzn + . . .+ a

1

z + a
0

2 C[z], |an| = 1, niech p : C ! R bÍdzie dana wzorem
p(z) = |P (z)|. Niech ponadto p(z

0

) = inf{p(z) : z 2 C}. Wówczas P (z
0

) = 0.

Dowód. PrzypuúÊmy, øe P (z
0

) 6= 0, P (z
0

) = m, m 2 R
+

. Niech ⇢ 2 (0,min{1,m}). Niech z 2 @K(z
0

, ⇢)
(w ten sposób oznaczamy brzeg ko≥a o úrodku z

0

i promieniu ⇢). Wówczas z = z
0

+ ⇢ei✓. Mamy:

P (z
0

+ ⇢ei✓) =
nX

k=0

ak(z0 + ⇢ei✓)k = P (z
0

) + w
1

(z
0

)⇢ei✓ + . . .+ wn(z0)⇢
nein✓,

gdzie w
1

(z
0

), . . . , wn(z0) sπ pewnymi wspó≥czynnikami.
Pokaøemy, øe dla pewnej liczby j 2 {1, . . . , n}, wj(z0) 6= 0. Istotnie, przypuúÊmy øe w

1

(z
0

) = . . . =
wn(z0) = 0. Wówczas P jest sta≥y na @K(z

0

, ⇢), a wiÍc wielomian Q(z) = P (z)�P (z
0

) stopnia dodatniego
ma nieskoÒczenie wiele pierwiastków, co jest sprzecznoúciπ.
Niech zatem k = min{j 2 {1, . . . , n} : wj(z0) 6= 0}. Mamy wiÍc:

|P (z
0

+ ⇢ei✓)|  |P (z
0

) + wk(z0)⇢
keik✓|+ (1 + n ·max{|wj(z0)| : j 2 {1, . . . , n}})⇢k+1.

Po≥óømy ✓ = ⇡�Arg(wk(z0))
k

. Wówczas:

|P (z
0

+ ⇢ei
⇡�Arg(wk(z0))

k
)|  |P (z

0

)|� |wk(z0)|⇢k + (1 + n ·max{|wj(z0)| : j 2 {1, . . . , n}})⇢k+1.

Niech teraz ⇢ < |wk(z0)|
1+n·max{|wj(z0)|:j2{1,...,n}} . Wówczas:

|P (z
0

)|�|wk(z0)|⇢k+(1+n·max{|wj(z0)| : j 2 {1, . . . , n}})⇢k+1 < |P (z
0

)| = P (z
0

) = m = inf{p(z) : z 2 C},

wiÍc p(z
0

+ ⇢ei
⇡�Arg(wk(z0))

k
) < inf{p(z) : z 2 C} - sprzecznoúÊ. ⇤

Oczywiúcie z Lematu 12.2 wynika natychmiast zasadnicze twierdzenie algebry.


