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11. WYKELAD 11: PODCIALA, PODCIALA GENEROWANE PRZEZ ZBIOR, ROZSZERZENIA CIAL.
CHARAKTERYSTYKA PIERSCIENIA 1 CIALA, CIALA PROSTE I KLASYFIKACJA CIAL PROSTYCH.

11.1. Podciata, podciala generowane przez zbiér, rozszerzenia cial.

Definicja 11.1. Niech F bedzie cialem. Podzbior L # () zbioru F nazywamy podcialem ciafa F
(piszemy L < F), gdy (L,+ [rxr, [Lx1) jest cialem.
Jezeli L < F' to mowimy, ze F' jest rozszerzeniem ciala L.

Przyktlady:

(1) Q <R,
(2) R<C.

Twierdzenie 11.1. Niech F bedzie ciatem i niech ) # L C F. Nastepujgce warunki sq réwnowazne:
(1) L< F,
(2) L ma nastepujgce wlasnosci:
e lcl,
e Vr,ye L(zx —y € L),
e Vr,ye L(x-ytel).

Twierdzenie 11.2. Niech R = {L; : i € I} bedzie rodzing podcial ciala F;
(1) Nyes Li jest podciatem ciala F,
(2) U,es Li jest podciatem ciata F, o ile R jest taricuchem.

Definicja 11.2. Niech F' bedzie cialem oraz A C F pewnym zbiorem. Niech ponadto L < F. Najmniej-
sze w sensie inkluzji podciato ciala F zawierajgce zbior L U A (1j. przekrdj wszystkich podcial ciata F
zawierajgeych LU A) nazywamy podcialem generowanym przez A nad L (rozszerzeniem ciala
L o zbiér A, rozszerzeniem ciata L o elementy zbioru A) i oznaczamy L(A).

Jezeli A = {ay,...,a,}, to cialo L({ay,...,a,}) nazywamy podcialem skornczenie generowa-
nym przez A nad L (rozszerzeniem skonczenie generowanym ciala L o zbidér A) i oznaczamy
L(ay,...,a,).

Jezeli A = {a} to skoriczenie generowane rozszerzenie L(a) ciala L o element a nazywamy rozsze-
rzeniem prostym.

Twierdzenie 11.3 (o postaci elementéw rozszerzenia ciata o zbiér). Niech F' bedzie ciatem oraz A C F
pewnym zbiorem. Niech L < F'. Wowczas

flay,...,a,)
L(A) = {———
glay, ... ap)
Whniosek 11.1. (1) Niech F bedzie cialem oraz niech a € F. Niech L < F. Wéwczas

To+ 10+ ...+ 20"
= Yo+ ya+ ... +ypa” #0,n e NU{O}, x;,y; € K}
oAt g Ty Yna" # {0}, @i,y }

(2) Niech F bedzie ciatem oraz niech {ay,...,a,} C F. Niech K < F. Wéwczas
flay,...,an)
glay, ..., ap)

(to znaczy elementy rozszerzenia ciala o zbidr skonczony sq wartosciami funkcji wymiernych o wspol-
czynnikach z danego ciala).

cf,g € Llxy, ..., x,),9(a1,...,a,) #0,a1,...,a, € A;n € N}

L(a)

L(ay,...,a,) ={ cfyg € Lz, ... ), 9(a1, ... a,) # 0}
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Przyklady:
(3) Niech F =C, v2 € C, L = Q < C. Woweczas:

V2
Q(v2) = {—gm) : f,9 € Q[z], g(V2) # 0}.

Definicja 11.3. Niech F bedzie ciatem oraz niech Ly < F, Ly < F,..., L, < F. Podciato generowane

przez Lo U ... U L, nad Ly nazywamy kompozytem (lub iloczynem) cial Ly, Lo, ..., L, i oznaczamy
Ly-Ly-...-L,.

Uwaga 11.1. (1) Niech F bedzie ciatem oraz niech Ly < F,Ly < F. Niech {ay,...,a,} C F oraz
{b1,..., b} C F. Wowczas:

Li(ay,...,a,) - La(by,...,by) = Ly - La(ay,...,an,b1,...,0m).
(2) Niech F bedzie ciatem oraz niech L < F'. Niech {as,...,a,} C F oraz{by,...,b,} C F. Wéwczas
L(ay,...,an) L(by, ... by) = L(ay, ..., ap, b1, ... by).
(3) Niech F bedzie ciatem oraz niech Ly < F, Ly < F. Niech K1 < Ly oraz niech Ky < Ly. Wowczas
K- Ky < Ly Ls.

Uwaga 11.2. Niech F,L bedg ciatami, niech ¢ : F — L bedzie homomorfizmem. Wowczas ¢ jest
roznowartosciowy.

Dowdéd. Poniewaz ¢ jest homomorfizmem, wiec ker ¢ < F'. Poniewaz jednak F' jest cialem, wiec ker ¢ €
{{0}, F'}. Gdyby ker¢ = F, to w szczegdlnosci ¢(1) = 0, a wiec ¢ nie bytby homomorfizmem. Zatem
ker ¢ = {0}. O

Definicja 11.4. Niech F bedzie ciatem, niech F' < K i F' < L bedq jego rozszerzeniami. Niech ponadto
¢ : K — L bedzie homomorfizmem. Jesli ¢ [p=idp, to ¢ nazywamy F-zanurzeniem.

Twierdzenie 11.4. Niech F, L bedg ciatami, niech Fy < F, Ly < L, niech ¢ : F — L bedzie homomor-
fizmem. Wowczas:

(1) ¢(F1) < L,
(2) ¢~ (Ly) < F.

11.2. Charakterystyka pierscienia i ciala, ciala proste i klasyfikacja cial prostych.
Definicja 11.5. Niech R bedzie pierscieniem. Liczbe:
CharR — {O, gdy r(1) = oo w grupie addytywnej (R, +),
n, gdyr(l) =n w grupie addytywnej (R, +),
nazywamy charakterystyka pierscienia R.

Przyklady:
(1) charZ = 0, charQ = 0;
(2) charZy = 4, charZ; = T7;
(3) charR[z] = 0;
(4) charZs[z] = 5.
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Uwaga 11.3. Niech R bedzie pierscieniem. Odwzorowanie ¢ : Z — R dane wzorem
¢(m) =m-1
jest homomorfizmem pierscieni. Jesli charR = 0, to ker ¢ = {0}. Jesli charR = n, to ker ¢ = (n).

Dowadd. Bez trudu pokazujemy, ze ¢ jest homomorfizmem. Zatézmy, ze char R = 0. Pokazemy, ze ker ¢ =
{0}. Ustalmy m € ker ¢. Wowczas

mekergsm-1=0+m=0.
Zat6zmy, ze charR = n. Pokazemy, ze ker ¢ = (n). Ustalmy m € ker ¢. Wowczas

mekerp < m-1=0+ nmeme(n).

Whniosek 11.2. Niech R bedzie pierScieniem.
(1) Jesli charR = 0, to R zawiera podpierscien izomorficzny z 7.
(2) Jesli charR = n, to R zawiera podpiersciens izomorficzny z Zy,.
Dowad. (1) Zdefiniujmy odwzorowanie ¢ : Z — R wzorem
¢(m) =m- 1.
Oznaczmy R; = im¢. Wobec twierdzenia o izomorfizmie
Z]ker ¢ = Ry.

Poniewaz ker ¢ = {0}, wiec R = Z/{0} = Z.
(2) Analogicznie.

Whniosek 11.3. Niech R bedzie pierscieniem.
(1) Jesli R jest pierscieniem catkowitym, to charR = 0 lub charR = p dla pewnej liczby pierwszej p.
(2) Jesli R jest ciatem, to charR = 0 lub charR = p dla pewnej liczby pierwszej p.

Dowad. (1) Przypusémy, ze charR = pq, dla pewnych liczb pierwszych p,q. Wéwezas R zawiera
pierscien izomorficzny z Z,,, a wiec p,q € D(Z,,) C D(R), co daje sprzecznosc.
(2) Oczywiste.
OJ
Przyktlady:
(5) charR = 0;
(6) charZ, = p, gdzie p jest dowolng liczba pierwsza.
Uwaga 11.4. Niech R bedzie pierscieniem @ niech Ry < R. Woéwczas charR; = charR.

Uwaga 11.5. Niech R bedzie pierscieniem @ niech charR = p. Wowczas

(1) Ya,b € R(a+b)P = a? + b;
(2) Va,b € R(a+b)!" =a" + b7,
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Dowad. (1) Poniewaz
p
(a+b)F = Z (i) atppF
k=0
oraz
p

VEe{l,....,p— 1}p[(k)

wiec

Vke{l,....p— 1}(2)&1}?—’“ — 0.
(2) Indukcja.

O

Definicja i Uwaga 11.1. Niech F' bedzie ciatem i niech charF' = p. Wowczas odwzorowanie ¢ : F' — F
dane wzorem

ba) = a7

jest homomorfizmem cial. Obraz im¢ oznaczamy przez FP 1 nazywamy p-potega ciala F.
Definicja 11.6. Cialo F' nazywamy cialem prostym gdy nie zawiera podcial wiasciwych.
Twierdzenie 11.5. Niech F' bedzie cialem. Wowczas F' zawiera podciato proste.

Dowdd. Zdefiniujmy
K=({L:L<F}.

Wowcezas K jest podciatem ciata F'. Pokazemy, ze K jest ciatem prostym. Ustalmy M < K. Wéwczas
M < F, wiec K C M itym samym K = M. 0
Twierdzenie 11.6 (o klasyfikacji ciat prostych). Niech F' bedzie ciatem prostym. Wowczas

(1) Jesli charF =0, to F = Q.

(2) Jesli charF =n, to F' = 7Z,.
Dowad. (1) Odwzorowanie ¢ : Z — F dane wzorem

¢(m) =m -1

jest roznowarto$ciowym homomorfizmem. Wobec wlasnosci uniwersalnej ciata utamkow, istnieje
doktadnie jeden homomorfizm réznowartosciowy v : (Z) — F' taki, ze

YoA=0,
gdzie \ : Z — (Z) jest homomorfizmem kanonicznym. Ponadto imiy < F' i skoro F' jest proste,
wiec imy) = F. Wobec tego Q = (Z) = F.

(2) Odwzorowanie ¢ : Z — F dane wzorem
dm) = m-1

jest homomorfizmem takim, ze ker ¢ = (p). Wobec twierdzenia o homomorfizmie istnieje doktad-
nie jeden homomorfizm v : Z/(p) — F taki, ze

Yok =1,
gdzie k : Z — Z/(p) jest epimorfizmem kanonicznym. Ponadto Z/(p) jest cialem, wiec v jest

roznowarto$ciowy. Ponadto imiy < F' i skoro F' jest cialem prostym, to imy = F. Wobec tego
Z, = F.
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Whniosek 11.4. Niech F' bedzie ciatem. Wowczas
(1) Jesli charF = 0, to F' zawiera podcialo izomorficzne z Q.
(2) Jesli charF = p, to F' zawiera podciato izomorficzne z Z,.

Whniosek 11.5. Niech F' bedzie ciatem o p elementach, gdzie p jest liczbg pierwszq. Wowczas ' = 7Z,,.

Dowdd. Charakterystyka ciata F' jest rozna od 0, a zatem réwna pewnej liczbie pierwszej ¢. Tym samym
F zawiera podciato izomorficzne z Z,. W szczegélnosci grupa addytywna (F,+) ciatla F' zawiera jako
podgrupe grupe izomorficzna z grupa addytywna (Z,, +) ciata Z,. Stad, wobec twierdzenia Lagrange’a,
q|p 1 w konsekwencji g = p. O

Definicja 11.7. Niech F bedzie ciatem. Pierscieniem prostym zawartym w ciele F' nazywamy
e 7, jezeli charF' = 0,
® Z,, jezeli charF' = p, dla pewnej liczby pierwszej p.

Uwaga 11.6. Niech F' bedzie ciatem prostym, niech F' < K 1 F' < L bedg jego rozszerzeniami. Niech
ponadto ¢ : K — L bedzie homomorfizmem. Wowczas ¢ jest F'-zanurzeniem.

Dowdd. 7 definicji ¢(1) = 1 i skoro ¢ jest homomorfizmem, to

¢<1+...+1) =14+...+1.
—_—— —_——

Jesli charF' = p, to dowdd jest zakonczony. Jesli charF' = 0, to, dalej z definicji homomorfizmu, mamy:

1+...4+1 ¢<1+...+1) 1+...+1
N—— N—— N———

¢ m — m — m
1+...+1 1+...4+1°
— ol1+...+1 —

n —_—— n
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