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11. Wyk≥ad 11: Podcia≥a, podcia≥a generowane przez zbiór, rozszerzenia cia≥.
Charakterystyka pierúcienia i cia≥a, cia≥a proste i klasyfikacja cia≥ prostych.

11.1. Podcia≥a, podcia≥a generowane przez zbiór, rozszerzenia cia≥.

Definicja 11.1. Niech F bÍdzie cia≥em. Podzbiór L 6= ; zbioru F nazywamy podcia≥em cia≥a F
(piszemy L < F ), gdy (L,+ �L⇥L, · �L⇥L) jest cia≥em.
Jeøeli L < F to mówimy, øe F jest rozszerzeniem cia≥a L.

Przyk≥ady:
(1) Q < R,
(2) R < C.

Twierdzenie 11.1. Niech F bÍdzie cia≥em i niech ; 6= L ⇢ F . NastÍpujπce warunki sπ równowaøne:
(1) L < F ,
(2) L ma nastÍpujπce w≥asnoúci:

• 1 2 L,
• 8x, y 2 L(x� y 2 L),
• 8x, y 2 L(x · y�1 2 L).

Twierdzenie 11.2. Niech R = {Li : i 2 I} bÍdzie rodzinπ podcia≥ cia≥a F ;
(1)

T
i2I Li jest podcia≥em cia≥a F ,

(2)
S

i2I Li jest podcia≥em cia≥a F , o ile R jest ≥aÒcuchem.

Definicja 11.2. Niech F bÍdzie cia≥em oraz A ⇢ F pewnym zbiorem. Niech ponadto L < F . Najmniej-
sze w sensie inkluzji podcia≥o cia≥a F zawierajπce zbiór L [ A (tj. przekrój wszystkich podcia≥ cia≥a F
zawierajπcych L [ A) nazywamy podcia≥em generowanym przez A nad L (rozszerzeniem cia≥a
L o zbiór A, rozszerzeniem cia≥a L o elementy zbioru A) i oznaczamy L(A).
Jeøeli A = {a

1

, . . . , an}, to cia≥o L({a
1

, . . . , an}) nazywamy podcia≥em skoÒczenie generowa-
nym przez A nad L (rozszerzeniem skoÒczenie generowanym cia≥a L o zbiór A) i oznaczamy
L(a

1

, . . . , an).
Jeøeli A = {a} to skoÒczenie generowane rozszerzenie L(a) cia≥a L o element a nazywamy rozsze-
rzeniem prostym.

Twierdzenie 11.3 (o postaci elementów rozszerzenia cia≥a o zbiór). Niech F bÍdzie cia≥em oraz A ⇢ F
pewnym zbiorem. Niech L < F . Wówczas

L(A) = {f(a1, . . . , an)
g(a

1

, . . . , an)
: f, g 2 L[x

1

, . . . , xn], g(a1, . . . , an) 6= 0, a
1

, . . . , an 2 A, n 2 N}.

Wniosek 11.1. (1) Niech F bÍdzie cia≥em oraz niech a 2 F . Niech L < F . Wówczas

L(a) = {x0

+ x
1

a+ . . .+ xnan

y
0

+ y
1

a+ . . .+ ynan
: y

0

+ y
1

a+ . . .+ yna
n 6= 0, n 2 N [ {0}, xi, yi 2 K}.

(2) Niech F bÍdzie cia≥em oraz niech {a
1

, . . . , an} ⇢ F . Niech K < F . Wówczas

L(a
1

, . . . , an) = {f(a1, . . . , an)
g(a

1

, . . . , an)
: f, g 2 L[x

1

, . . . , xn], g(a1, . . . , an) 6= 0}.

(to znaczy elementy rozszerzenia cia≥a o zbiór skoÒczony sπ wartoúciami funkcji wymiernych o wspó≥-
czynnikach z danego cia≥a).
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Przyk≥ady:
(3) Niech F = C,

p
2 2 C, L = Q < C. Wówczas:

Q(

p
2) = {f(

p
2)

g(
p
2)

: f, g 2 Q[x], g(
p
2) 6= 0}.

Definicja 11.3. Niech F bÍdzie cia≥em oraz niech L
1

< F,L
2

< F, . . . , Ln < F . Podcia≥o generowane
przez L

2

[ . . . [ Ln nad L1

nazywamy kompozytem (lub iloczynem) cia≥ L
1

, L
2

, . . . , Ln i oznaczamy
L
1

· L
2

· . . . · Ln.

Uwaga 11.1. (1) Niech F bÍdzie cia≥em oraz niech L
1

< F,L
2

< F . Niech {a
1

, . . . , an} ⇢ F oraz
{b

1

, . . . , bm} ⇢ F . Wówczas:

L
1

(a
1

, . . . , an) · L2

(b
1

, . . . , bm) = L
1

· L
2

(a
1

, . . . , an, b1, . . . , bm).

(2) Niech F bÍdzie cia≥em oraz niech L < F . Niech {a
1

, . . . , an} ⇢ F oraz {b
1

, . . . , bm} ⇢ F . Wówczas

L(a
1

, . . . , an) · L(b1, . . . , bm) = L(a
1

, . . . , an, b1, . . . , bm).

(3) Niech F bÍdzie cia≥em oraz niech L
1

< F,L
2

< F . Niech K
1

< L
1

oraz niech K
2

< L
2

. Wówczas

K
1

·K
2

< L
1

· L
2

.

Uwaga 11.2. Niech F, L bÍdπ cia≥ami, niech � : F ! L bÍdzie homomorfizmem. Wówczas � jest
róønowartoúciowy.

Dowód. Poniewaø � jest homomorfizmem, wiÍc ker� C F . Poniewaø jednak F jest cia≥em, wiÍc ker� 2
{{0}, F}. Gdyby ker� = F , to w szczególnoúci �(1) = 0, a wiÍc � nie by≥by homomorfizmem. Zatem
ker� = {0}. ⇤
Definicja 11.4. Niech F bÍdzie cia≥em, niech F < K i F < L bÍdπ jego rozszerzeniami. Niech ponadto
� : K ! L bÍdzie homomorfizmem. Jeúli � �F= idF , to � nazywamy F -zanurzeniem.

Twierdzenie 11.4. Niech F, L bÍdπ cia≥ami, niech F
1

< F , L
1

< L, niech � : F ! L bÍdzie homomor-
fizmem. Wówczas:
(1) �(F

1

) < L,
(2) ��1

(L
1

) < F .

11.2. Charakterystyka pierúcienia i cia≥a, cia≥a proste i klasyfikacja cia≥ prostych.

Definicja 11.5. Niech R bÍdzie pierúcieniem. LiczbÍ:

charR =

(
0, gdy r(1) = 1 w grupie addytywnej (R,+),

n, gdy r(1) = n w grupie addytywnej (R,+),

nazywamy charakterystykπ pierúcienia R.

Przyk≥ady:
(1) charZ = 0, charQ = 0;
(2) charZ

4

= 4, charZ
7

= 7;
(3) charR[x] = 0;
(4) charZ

5

[x] = 5.
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Uwaga 11.3. Niech R bÍdzie pierúcieniem. Odwzorowanie � : Z ! R dane wzorem

�(m) = m · 1

jest homomorfizmem pierúcieni. Jeúli charR = 0, to ker� = {0}. Jeúli charR = n, to ker� = (n).

Dowód. Bez trudu pokazujemy, øe � jest homomorfizmem. Za≥óømy, øe charR = 0. Pokaøemy, øe ker� =

{0}. Ustalmy m 2 ker�. Wówczas

m 2 ker�, m · 1 = 0 $ m = 0.

Za≥óømy, øe charR = n. Pokaøemy, øe ker� = (n). Ustalmy m 2 ker�. Wówczas

m 2 ker�, m · 1 = 0 $ n|m , m 2 (n).

⇤

Wniosek 11.2. Niech R bÍdzie pierúcieniem.
(1) Jeúli charR = 0, to R zawiera podpierúcieÒ izomorficzny z Z.
(2) Jeúli charR = n, to R zawiera podpierúcieÒ izomorficzny z Zn.

Dowód. (1) Zdefiniujmy odwzorowanie � : Z ! R wzorem

�(m) = m · 1.

Oznaczmy R
1

= im�. Wobec twierdzenia o izomorfizmie

Z/ ker� ⇠
=

R
1

.

Poniewaø ker� = {0}, wiÍc R ⇠
=

Z/{0} ⇠
=

Z.
(2) Analogicznie.

⇤

Wniosek 11.3. Niech R bÍdzie pierúcieniem.
(1) Jeúli R jest pierúcieniem ca≥kowitym, to charR = 0 lub charR = p dla pewnej liczby pierwszej p.
(2) Jeúli R jest cia≥em, to charR = 0 lub charR = p dla pewnej liczby pierwszej p.

Dowód. (1) PrzypuúÊmy, øe charR = pq, dla pewnych liczb pierwszych p, q. Wówczas R zawiera
pierúcieÒ izomorficzny z Zpq, a wiÍc p, q 2 D(Zpq) ⇢ D(R), co daje sprzecznoúÊ.

(2) Oczywiste.
⇤

Przyk≥ady:
(5) charR = 0;
(6) charZp = p, gdzie p jest dowolnπ liczbπ pierwszπ.

Uwaga 11.4. Niech R bÍdzie pierúcieniem i niech R
1

< R. Wówczas charR
1

= charR.

Uwaga 11.5. Niech R bÍdzie pierúcieniem i niech charR = p. Wówczas
(1) 8a, b 2 R(a+ b)p = ap + bp;
(2) 8a, b 2 R(a+ b)p

n
= ap

n
+ bp

n.
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Dowód. (1) Poniewaø

(a+ b)p =
pX

k=0

✓
p

k

◆
akbp�k

oraz

8k 2 {1, . . . , p� 1}p|
✓
p

k

◆

wiÍc

8k 2 {1, . . . , p� 1}
✓
p

k

◆
akbp�k

= 0.

(2) Indukcja.
⇤

Definicja i Uwaga 11.1. Niech F bÍdzie cia≥em i niech charF = p. Wówczas odwzorowanie � : F ! F
dane wzorem

�(a) = ap

jest homomorfizmem cia≥. Obraz im� oznaczamy przez F p i nazywamy p-potÍgπ cia≥a F .

Definicja 11.6. Cia≥o F nazywamy cia≥em prostym gdy nie zawiera podcia≥ w≥aúciwych.

Twierdzenie 11.5. Niech F bÍdzie cia≥em. Wówczas F zawiera podcia≥o proste.

Dowód. Zdefiniujmy
K =

\
{L : L < F}.

Wówczas K jest podcia≥em cia≥a F . Pokaøemy, øe K jest cia≥em prostym. Ustalmy M < K. Wówczas
M < F , wiÍc K ⇢ M i tym samym K = M . ⇤
Twierdzenie 11.6 (o klasyfikacji cia≥ prostych). Niech F bÍdzie cia≥em prostym. Wówczas
(1) Jeúli charF = 0, to F ⇠

=

Q.
(2) Jeúli charF = n, to F ⇠

=

Zp.

Dowód. (1) Odwzorowanie � : Z ! F dane wzorem

�(m) = m · 1
jest róønowartoúciowym homomorfizmem. Wobec w≥asnoúci uniwersalnej cia≥a u≥amków, istnieje
dok≥adnie jeden homomorfizm róønowartoúciowy  : (Z) ! F taki, øe

 � � = �,

gdzie � : Z ! (Z) jest homomorfizmem kanonicznym. Ponadto im < F i skoro F jest proste,
wiÍc im = F . Wobec tego Q ⇠

=

(Z) ⇠
=

F .
(2) Odwzorowanie � : Z ! F dane wzorem

�(m) = m · 1
jest homomorfizmem takim, øe ker� = (p). Wobec twierdzenia o homomorfizmie istnieje dok≥ad-
nie jeden homomorfizm  : Z/(p) ! F taki, øe

 �  =  ,

gdzie  : Z ! Z/(p) jest epimorfizmem kanonicznym. Ponadto Z/(p) jest cia≥em, wiÍc  jest
róønowartoúciowy. Ponadto im < F i skoro F jest cia≥em prostym, to im = F . Wobec tego
Zp

⇠
=

F .
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⇤
Wniosek 11.4. Niech F bÍdzie cia≥em. Wówczas
(1) Jeúli charF = 0, to F zawiera podcia≥o izomorficzne z Q.
(2) Jeúli charF = p, to F zawiera podcia≥o izomorficzne z Zp.

Wniosek 11.5. Niech F bÍdzie cia≥em o p elementach, gdzie p jest liczbπ pierwszπ. Wówczas F ⇠
=

Zp.

Dowód. Charakterystyka cia≥a F jest róøna od 0, a zatem równa pewnej liczbie pierwszej q. Tym samym
F zawiera podcia≥o izomorficzne z Zq. W szczególnoúci grupa addytywna (F,+) cia≥a F zawiera jako
podgrupÍ grupÍ izomorficznπ z grupπ addytywnπ (Zq,+) cia≥a Zq. Stπd, wobec twierdzenia Lagrange’a,
q|p i w konsekwencji q = p. ⇤
Definicja 11.7. Niech F bÍdzie cia≥em. Pierúcieniem prostym zawartym w ciele F nazywamy

• Z, jeøeli charF = 0,
• Zp, jeøeli charF = p, dla pewnej liczby pierwszej p.

Uwaga 11.6. Niech F bÍdzie cia≥em prostym, niech F < K i F < L bÍdπ jego rozszerzeniami. Niech
ponadto � : K ! L bÍdzie homomorfizmem. Wówczas � jest F -zanurzeniem.

Dowód. Z definicji �(1) = 1 i skoro � jest homomorfizmem, to

�

 
1 + . . .+ 1| {z }

m

!
= 1 + . . .+ 1| {z }

m

.

Jeúli charF = p, to dowód jest zakoÒczony. Jeúli charF = 0, to, dalej z definicji homomorfizmu, mamy:

�

0

BB@

1 + . . .+ 1| {z }
m

1 + . . .+ 1| {z }
n

1

CCA =

�

 
1 + . . .+ 1| {z }

m

!

�

 
1 + . . .+ 1| {z }

n

!
=

1 + . . .+ 1| {z }
m

1 + . . .+ 1| {z }
n

.

⇤
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