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9. WYKLAD 9: WIELOMIANY WIELU ZMIENNYCH. WIELOMIANY SYMETRYCZNE. KONSTRUKCJA
PIERSCIENIA ULAMKOW WZGLEDEM ZBIORU MULTYPLIKATYWNEGO.

9.1. Wielomiany wielu zmiennych.

Definicja i Uwaga 9.1. Niech R bedzie dowolnym pierscieniem. Wielomianem zmiennych 1, ..., x,
o wspotczynnikach z pierScienia R bedziemy nazywali wyrazenie postaci

Z ail,_,inx? R (’E:Ln,
115yt <M
gdzie m € N, wskazniki iy, ... ,1, € N przebiegajq wszystkie liczby nie wieksze niz m oraz a;, ;, € R.

Dwa wielomiany vwazamy za réwne, gdy réznig sie jedynie o sktadniki postaci 0 - x™ ... x™ gdzie
iy, 0 € N. .

Bedziemy mowili, ze wielomian f = Z“Zn<m Qiy.i, T ... T jest stopmia r, gdy istnieje taki réiny
od zera wspdlczynnik a;, ;,, 2€ i1 + ...+ iy =1 @ a4, = 0 oile ji + ...+ j, > r. Unowa ta nie
okresla stopnia wielomianu 0, przyjmujemy wiec dodatkowo, ze stopniem wielomianu 0 jest —oo. Stopien
wielomianu f bedziemy oznaczaé przez deg(f).

Wielomiany stopnia 1 bedziemy nazywali liniowymi, a wielomiany stopnia 2 kwadratowymi.

Wielomian postaci a - ' .. .xin | gdzie a € R oraz iy, ... ,1, € N nazywamy jednomianem.

W zbiorze wszystkich wielomiandw zmiennych 1, . .., x, 0 wspélczynnikach z pierscienia R definiujemy
dodawanie + i mnoZenie -, kltadgc dla dowolnych wielomianéw f = Qi T ... oraz g =

11,00in <M n
et .
Zjlv---dﬁﬁ”’ bjl---]nl‘l s xnn .

f+g= > Chy e T4 T
k1,....kn<max{m,r}
gdzie
Akyoker + Ok ks 9dy ke, ..ok < max{m,r},
Chyokin = & Qky.. ks 94y, dla pewnego wskaznika k;y 1 € {1,....,n}, ki >r, ale ky,... k, <m,
bky.. ks 94y, dla pewnego wskaznika ki, i € {1,...,n}, ki >m, ale ky,... . k, <r,
oraz
f-g= Z ckl_”knxlfl .. .fo"
k1, skn<m+r
gdzie

Cky.. ky = E aklfll,...,knflnbll..‘ln-

0<ly <k1,...,0<l, <ky,
Ponadto wyréziniamy wielomian 0 jako element neutralny dodawania oraz wielomian 1 jako element
neutralny mnozenia. Wowczas zbior wszystkich wielomianow zmiennych x1,...,x, o wspétczynnikach
z pierscienia R z tak okreslonymi dziataniami i wyréznionymi elementami jest pierScieniem przemien-
nym z jedynkq. Pierscien ten bedziemy nazywali pier$cieniem wielomianéw zmiennych xq,...,x, 0
wspdlezynnikach z pierscienia R i bedziemy oznaczali przez Rlxy, ..., x,].

Uwaga 9.1. Niech R bedzie dowolnym pierscieniem, (R[xy,...,Z,],+, ") pierscieniem wielomiandw n
zmiennych o wspotczynnikach z pierscienia R. Niech ponadto

o i i _ Ji j
f= E iy iy .. xy € R[xy, ... 1) oraz g = E bjy. jnxi ...z € Rlxy, ..., Ty

Ulyenyin <M JlyeensIn <T

Wowcezas:
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(1) deg(f +g) < max{deg(f),deg(g)};
(2) deg(fg) < deg(f) + deg(g):
(3) jesli
f#0ANg# 0N R jest pierscieniem catkowitym,
to

deg(fg) = deg(f) + deg(g).

Whiosek 9.1. Niech R bedzie dowolnym pierscieniem, (Rlxy, ..., x,],+,-) pierscieniem wielomiandw
n zmiennych o wspotczynnikach z pierScienia R. Wowczas jesli R jest pierScieniem catkowitym, to
Rlzy, ..., x,] tez.

Definicja 9.1. Niech R i P bedg dowolnymi pierScieniami, niech R C P i niech S C P bedzie pewnym
zbiorem. Zbior S nazywamy algebraicznie niezaleznym nad R, jezeli zbior

{f € R[s1,...,8:) :n €N sq,...,8, €S, f jest jednomianem}
jest liniowo niezalezny nad pierscieniem R.

Twierdzenie 9.1 (wlasnos¢ uniwersalna pierécienia wielomianéw wielu zmiennych). Niech R bedzie
dowolnym pierscieniem, (R[x1,...,x,],+, ") pierscieniem wielomiandéw n zmiennych o wspdlczynnikach
z pierscienia R.

(1) Pierscien R ma nastepujocg wltasno$c:

VP - pierscien Nry,...,rn € PN¢ : R — P — homomorfizm 3¢ : Rz, ..., x,] — P
[V(z;) =rii € {1,...,n} A [r= @]
(2) Dla dowolnego rozszerzenia R C S oraz elementéw si,...,s, € S\ R algebraicznie niezaleznych
nad R i takich, Ze S = R[s1, ..., S,|, jezeli

VP - pierscien Vrq,...,r, € PY¢ : R — P — homomorfizm A1 : S — P
[1/1(81) = Ti,i € {1, e ,n} /\w rR: ¢]

to S = Rlxy,...,x,] i izomorfizm « : Rl[xy,...,x,] — S jest jednoznacznie wyznaczony przez
warunk:
a(x;) = s;,1 €{1,...,n} oraz a [g=idg.
Definicja 9.2. Niech R bedzie dowolnym pierscieniem, (Rlxy, ..., x,],+,-) pierscieniem wielomiandw

n zmiennych o wspétczynnikach z pierScienia R.
(1) Dla dowolnego pierscienia P i jego elementu r € P oraz homomorfizmu ¢ : R — P, jedyne
przedtuzenie v : Rlxy, ..., x,] = P homomorfizmu ¢ takie, Ze
[(xi) =ri,i €{1,...,n} AN [r=¢]

nazwamy wartoscig wielomianéw, a jego wartosé¢ dla wielomianu f € Rlxy,...,z,], ¥(f),
wartoscig wielomianu f w punkcie (rq,...,r,) € R". Jezeli warto$é wielomianu f w punkcie
(r1,...,rn) € R" jest réwna 0, to punkt (ry,...,r,) € R" nazywamy miejscem zerowym (lub
pierwiastkiem) f. Najczesciej rozwazamy przypadek, gdy R = P oraz ¢ = idp. Wowczas

v(f)=4v ( > ai Jff{l) = > @t

01 yeenyin <M 01 yeeyin <M
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(2) Dla pierscienia R®" i jego elementéw w1, ..., 7, € R®" takich, ze
mi(ar, ag, ... a5, ... a,) = aj,(a1,...,a,) € R, j€{1,...,n},
oraz homomorfizmu ¢ : R — R®" danego wzorem
¢(a) = const.a, dla a € R,
obraz Y(R[zy,...,x,]) poprzez jedyne przedtuzenie ¢ : Rlxy,...,x,] — RT" homomorfizmu ¢
takie, ze
w(l‘z) = Wiai S {17 s ,TL} oraz ¢ rR: ¢
nazwamy piersScieniem funkcji wielomianowych o wspétczynnikach z R, a jego elementy
funkcjami wielomianowymi.
Definicja i Uwaga 9.2. Niech R, P bedq pierscieniami, a ¢ : P — R homomorfizmem piersciens.
Wowczas istnieje dokladnie jeden homomorfizm v : R[xq,...,x,] — Plyr, ..., ys] taki, ze
U(x;) =y, i €{1,...,n} oraz Y [gr= ¢.
Ponadto jesli ¢ jest roznowartosciowy, to ¢ jest roznowartosciowy, a jesli ¢ jest surjektywny, to ¢ jest

surjektywny. Homomorfizm 1 nazywamy homomorfizmem pierScieni wielomianéw n zmiennych
indukowanym przez homomorfizm wspoétczynnikow.

Whniosek 9.2. Niech R bedzie dowolnym pierscieniem, (R[xq, ..., x,], +, ) pierScieniem wielomianéw n
zmiennych o wspétczynnikach z pierscienia R. Niech ponadto 0 # f € Rlxy, ..., x,|. Wowczas:
(1) jesli R jest nieskoriczony, to dla pewnego (r1,...,7r,) € R™, f(ri,...,1m) #0;
(2) jesli R jest nieskoniczony, to jedyny homomorfizm ¥ : Rlxy, ..., 2, — RE" definiujgcy pierscien
funkcji wielomianowych jest réznowartosciowy.

Definicja 9.3. Niech (I, <) bedzie zbiorem cze$ciowo uporzedkowanym. Jezeli
Vi,jeldk e Ili <k Nj <kl
to wowczas (I, <) nazywamy zbiorem skierowanym.
Uwaga 9.2. Niech (I,<) bedzie zbiorem skierowanym, niech {R; : i € I} bedzie rodzing pierscieni
indeksowanqg elementami zbioru I takq, Ze
Vi,j e I[(i < j) = (R; < Rj)].
W zbiorze | J;o; Ri definiujemy dziatania + oraz - nastepujgco:

o jesli a,b € J,e; Ri, to a € Ry, b € Rj, dla pewnych i,j € I; poniewaz I jest skierowany, wigc
dla pewnego k € I zachodzi i < k oraz j < k, a zatem R; < Ry, oraz R; < Ry, wiec a,b € Ry ¢
mozemy zdefiniowaé

a+b=a+g, boraza-b=a-g, 0.
Wowczas (J;c; Ri, +, ) jest pierscieniem.
Definicja i Uwaga 9.3. Niech R bedzie pierscieniem, S pewnym zbiorem, a {zs : s € S} rodzing
zmiennych indeksowang elementami zbioru S. Dla dowolnego skonczonego zbioru T = {s1,...,$,} C S
definiujemy
RT = R[.Tsl, Ce ,iL‘Sn].

Wowczas (I,C), gdzie I = {T C S : card] < oo} jest zbiorem indeksowanym, zas {Rr : T € I} rodzing
pierscieni indeksowanq elementami zbioru I takq, Ze

VTl,TQ € [[(Tl C TQ) = (RTl < RTQ)].
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Wobec poprzedniej uwagi \Jpo; Rr jest pierscieniem. Nazywamy go pierécieniem wielomianéw nie-
skoniczonej liczby zmiennych ze zbioru {z; : s € S} o wspélczynnikach z R i oznaczamy

R[{zs:s € S}.

Uwaga 9.3. Niech R bedzie dowolnym pierscieniem, S pewnym zbiorem, R[{x, : s € S}| pierscieniem
wielomiandw nieskonczonej liczby zmiennych ze zbioru {xs : s € S} o wspélczynnikach z pierscienia R.
Niech ponadto

feR[{xs:se S} oraz g € R[{xs:s € S}.

Wowczas:

(1) deg(f +g) < max{deg(f), deg(g)};

(2) deg(fg) < deg(f) + deg(g);

(3) jesli

f#0Ng+#0NAR jest pierscieniem catkowitym,
to
deg(fg) = deg(f) + deg(g).

Whiosek 9.3. Niech R bedzie dowolnym pierscieniem, S pewnym zbiorem, R[{xs : s € S}] pierscieniem
wielomiandw nieskonczonej liczby zmiennych ze zbioru {xs : s € S} o wspélczynnikach z pierscienia R.
Wowczas jesli R jest pierscieniem calkowitym, to R[{xs: s € S} tez.

Twierdzenie 9.2 (wlasnos¢ uniwersalna pierscienia wielomianéw nieskonczenie wielu zmiennych). Niech
R bedzie dowolnym pierscieniem, S pewnym zbiorem, R[{xs : s € S}| pierscieniem wielomianéw nie-
skonczonej liczby zmiennych ze zbioru {xs: s € S} o wspolczynnikach z pierscienia R.

(1) Pierscien R ma nastepujocg wtasno$c:

VP - pierscien VA : {zs: s € S} = P — odwzorowanie V¢ : R — P — homomorfizm 3 : R[{z,:s € S} — P
W r{xs:SES}: AN ¢ rR: ¢]

(2) Dla dowolnego rozszerzenia R C R’ i zbioru T C R’ algebraicznie niezaleznego nad R i takiego,
ze R = R[{z; : t € T}], jezeli
VP - pierscienn VA : {x; : t € T} — P — odwzorowanie V¢ : R — P — homomorfizm 3¢ : R© — P

[V [zptery= ANV [r= @]
to R" = Rl{zy : t € T}] i izomorfizm o : Rl{zy : t € T} — R’ jest jednoznacznie wyznaczony
przez warunki
alxy) =t,t € T oraz a [g= idpg.

Definicja 9.4. Niech R bedzie dowolnym pierscieniem, S pewnym zbiorem, R[{xs : s € S}] pierscieniem
wielomianow nieskoriczonej liczby zmiennych ze zbioru {xs : s € S} o wspétczynnikach z pierscienia R.
Dla dowolnego pierscienia P i odwzorowanie \ : {zs : s € S} — P oraz homomorfizmu ¢ : R — P,
jedyne przedtuzenie ¢ : R[{xs:s € S}| — P homomorfizmu ¢ takie, ze

W} r{xs:sES}: AN ¢ [R: ¢]

nazwamy wartoscia wielomiandw, a jego wartosé¢ dla wielomianu f € R[{zs : s € S}|, ¥(f), war-
tosciag wielomianu f na zbiorze A({z; : s € S}) C P. Jezeli warto$é wielomianu f na zbiorze
A{zs : s € S}) C P jest rowna 0, to zbior A\({zs : s € S}) C P nazywamy miejscem zerowym (lub
pierwiastkiem) f. Najczesciej rozwazamy przypadek, gdy R = P oraz ¢ = idp.
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Definicja i Uwaga 9.4. Niech R, P bedg pierscieniami, S pewnym zbiorem, a ¢ : P — R homomorfi-
zmem pierscieni. Wowczas istnieje dokladnie jeden homomorfizm 1 : R[{xs:s € S} — P[{ys: s € S}]
taki, ze

V() = ys, s € S oraz ¥ [r= ¢.

Ponadto jesli ¢ jest roinowartosciowy, to ¢ jest roznowartosciowy, a jesli ¢ jest surjektywny, to ¢ jest
surjektywny. Homomorfizm 1 nazywamy homomorfizmem pierscieni wielomianéw n zmiennych
indukowanym przez homomorfizm wspétczynnikow.

Definicja 9.5. Niech R bedzie dowolnym pierscieniem, (R|xy, ..., x,],+,-) pierScieniem wielomiandw
n zmiennych o wspotczynnikach z pierscienta R. Wielomian

0# f= Z i, i x € Rlay, ..., 2]
il,...,inSm
nazywamy wielomianem jednorodnym stopnia d (lub forma stopnia d) jezeli
Vii, ... i, < mldeg(a;, ;2% ... zi") = d].

Formy stopnia 1 nazywamy formami liniowymi, formy stopnia 2 formami kwadratowymi, formy
stopnia 3 formami kubicznymi itd.

Uwaga 9.4. Niech R bedzie dowolnym pierscieniem, (R[xy,...,x,],+,") pierscieniem wielomiandéw n
zmiennych o wspotczynnikach z pierscienia R. Wielomian

0# f= Z iy iy @Y € Rl )
il,---ﬂ‘nsm

jest wielomianem jednorodnym stopnia d wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego pierscienia P, R < P 1
dla kazdego zbioru n + 1 algebraicznie niezaleznych nad R elementéow a, by, ..., b, € P zachodzi réwnosé

flaby, ... ab,) = a’f(by,...,by).
9.2. Wielomiany symetryczne.

Definicja 9.6. Niech n € N, niech R bedzie pierscieniem.
(1) Wielomian f € R[xq,...,x,) nazywamy wielomianem polsymetrycznym, jezeli
Vo € A(n)[f(x1,22,...,%0) = f(Toq), To(2), - - Tom))]-
(2) Wielomian f € R[xq,...,x,] nazywamy wielomianem symetrycznym, jezeli
Vo € S(n)[f(x1,22, ..., 20) = f(To(), To@), - - Tom))]-
Zbior wszystkich wielomiandw symetrycznych oznaczamy Rgym|[T1, . .., Zy)].

Przyktlady:

(1) Rozwazmy f(z1,x2,23) = a3 4+ x5 + & + 3. Jest to wielomian symetryczny.
(2) Rozwazmy f(xy,x9,x3) = x12223. Jest to wielomian symetryczny.

(3) Rozwazmy V' (z1,...,2n) = [[ <icjcn(xi — 2;). Jest to wielomian pélsymetryczny, nazywamy go
wielomianem Vandermonde’a.
(4) Rozwazmy V?(z1,...,2,). Jest to wielomian symetryczny.
Uwaga 9.5. Niech n € N, niech R bedzie pierscieniem. Wowczas Rgym |21, .. ., x,] jest pierscieniem.

Prosty dowdd pozostawiamy Czytelnikowi jako ¢wiczenie.
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Definicja 9.7. Niech n € N, niech R bedzie pierscieniem. Wielomiany:
Si(xy, .., xn) =21+ ...+,

So(x1, ..., Tp) =12+ ...+ 1Ty + ToT3+ ..+ oy + ..+ Xy 1T,

Sk(l'l,...,xn>: Z x’hx’iz"-xik

1<41<i9<...<ip <n

ST, xp) = X1 ... Ty
nazywamy wielomianami symetrycznymi podstawowymi zmiennych xy, ..., x,.

Twierdzenie 9.3. Niech n € N, niech F' bedzie ciatem. Wowczas wielomiany symetryczne podstawowe
S1y..oy S0 € Fyymlx1, ..., Tn] sq algebraicznie niezaleine nad F'.

Dowaéd. Dowdd prowadzimy przez indukcje wzgledem n. Dla n = 1 teza jest oczywista, zatézmy wiec,
ze n > 11 ze wielomiany symetryczne podstawowe n — 1 zmiennych S, ..., 5! ;| € Fym[z1,...,2,_4] sa
algebraicznie niezalezne. Przypusémy nie wprost, ze istnieje wielomian A € Fyy, ..., y,] taki, ze

A(St, ..., S,) =0.
Niech ponadto A bedzie wielomianem mozliwie najnizszego stopnia. Oczywiscie S;(z1,...,2,-1,0) =
Si(w1,..., vy 1), dlaj € {1,...,n —1}. Ponadto S,(1,...,7,1,0) = 0. Niech
)\@17 a >yn) = @bo(?/la S ,yn_l)yZ + ¢1(y1> e ,yn_l)y;‘_l +...t ¢n(y1> ce 7yn—l)-
Wobec tego:
0 = )\(51(331, ey Tp—1, O), Ce ,Sn(:vl, ey Tp—1, O))
)\(S{(Il, e 71:71—1)7 ce ,Sn_ll(l’l, e 731/’”_1), Sn(Il, ey Tp—1, O))
= 'lbo(Si(l’l, e ,l’n,1)7 Ce 78;71<ZC1, Ce 7£Cn,1))0n +

+ ¢R(Si<xla"'7$n—l)7"'a ;L_l(xlv"'?xn—1)>
= wn(Si<£If1, Ce 7$n71)7 ey S:l_l(l'l, ce 7'%'1171))'
Poniewaz S7,...,S!,_, sa algebraicznie niezalezne, wiec 1, = 0. Wobec tego:

A(yl, e 7?/n) = yn(%(yl, e ,yn—l)yg_l + ¢1(?Jl7 cee ,yn—l)yZ_Q +..+ %—1(?/1, ce ,yn_l)),
a zatem
%(51, . ,Sn_l)SZf‘l + 1/11(51, ceey Sn_1)52‘2 +...+ 1/1n_1(Sl, . ,Sn_l) =0

i stopient wielomianu Yo (y1, -, Yo 1)Y"  + U1 (Y1, s Y)Y 2+ oo+ U1 (Y1, - - -, Yn1) jest mniejszy
od stopnia wielomianu A, zatem ¢y = 0,...,%,_1 = 0 1 tym samym A jest wielomianem zerowym, co
daje sprzecznosc. 0

Twierdzenie 9.4 (zasadnicze twierdzenie teorii wielomianéw symetrycznych). Niech n € N, niech
F bedzie ciatem. Wowczas wielomiany symetryczne podstawowe S, ..., Sy, € Fym(r1, ..., T, generujg
pierscien Foym|x1, ..., xy).
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Dowdd. Wystarczy pokazaé, ze dla ustalonego wielomianu symetrycznego f € Fyyn|21, ..., 2, istnieje
wielomian G € Flyy, ..., y,| taki, ze:
f=G(S1,...,5).

Dowdéd prowadzimy przez indukcje wzgledem n. Dla n = 1 teza jest oczywista, ustalmy wiec n > 1 i
zatézmy, ze twierdzenie jest prawdziwe dla wszelkich k < n. Niech m = deg f. Konstrukcje wielomianu
G prowadzimy indukcyjnie wzgledem m. Znowu, dla m = 1 nie ma co robié¢, zatézmy wiec, ze m > 1 i
ze stosowne wielomiany G zostaly juz skonstruowane dla f o stopniu [ < m.

Wielomian f(x1,...,2,-1,0) € Flxy,...,z,] jest wielomianem symetrycznym n— 1 zmiennych. Wobec
zalozenia indukcyjnego istnieje wielomian Gy € Flyi, ..., y,_1] taki, ze

f(!)ﬁ'l, ey Tp—1, O) = Gl(Si(l'l, Ce ,l‘n_l), ey Sn—l’(zla Ce ,In_l)),
gdzie Si(x1,...,Tn-1),...,Sh_1(x1,...,2pn_1) € Flxy,...,2,_1] sa wielomianami symetrycznymi pod-

stawowymi n — 1 zmiennych. Niech

filzy, .o xn) = flxg, .o xn) — Gi(S1(21, ooy T0),y oo, Su(@1, -0 @)
Wowcezas fi jest wielomianem symetrycznym. Ponadto fi(xy,...,z,_1,0) = 0, wiec x,|f. Istnieje zatem
h € Flxy,...,x,] taki, ze
fi(ze, .o xn) = xph(x, .. xy).
Ustalmy k € {1,...,n} i niech 0 = (k,n) € S(n). Woéwczas:

fi(z, o 2) = [l(Toq), - Tom)) = Teh(To)s - - - Tom))-

Wobec tego x| fi(x1,...,z,), dla k € {1,...,n}. Poniewaz wielomiany zi,...,z, sa parami wzglednie
pierwsze, wiec w rezultacie zy ...z, |fi(x1, ..., z,), czyli Sp(x1, ..., z,)|fi(x1, ..., z,). Istnieje zatem g €
Flzy, ..., x,] taki, ze

filzy, ..o xn) = Sp(xy, .y xn)g(x, oy ).
Oczywiscie g(x1, . . ., x,) jest wielomianem symetrycznym. Ponadto deg g = deg fi—deg S,, = deg fi—n <
m. Wobec zalozenia indukcyjnego istnieje wielomian Gy € Flyy, ..., y,] taki, ze

g(x1, .. ) = Go(S1(x1, ..y n), o, ST, x)).
Zatem fi(xq,...,x,) = Sp(w1,. .., 2n)Ga(S1(x1, ... xn), ..., Sp(xy, ..., xy,)), skad
flzy, . oo xn) = Gi(Si(1, . yxn)y ooy Snea (T, ooy @)+ S0 (21, o 20)Ga(S1(2, oy ),y oy Sil2, -

czyli G = G1 + v4,Go. O
Zauwazmy przy okazji, ze wielomian G jest wyznaczony w powyzszym dowodzie jednoznacznie: gdyby
bowiem istnialy dwa wielomiany G, G’ € Flyi, ..., y,] takie, ze:
G(S1,...,S,) =G (S1,...,5n),
to wowczas (G — G')(S1,...,S,) = 0, co, wobec algebraicznej niezaleznosci Sy, ..., S,, daje G — G’ =0,
czyli G = G-
Przyktlad:

(5) Rozwazmy f(xy,x2,x3) = (x1 + x2)(x1 + 3) (22 + x3). Odwolujac si¢ do notacji z dowodu zasad-
niczego twierdzenia teorii wielomiandéw symetrycznych, mamy:

f@1,22,0) = (21 + 22)2122 = S1 (21, 02) S3(21, 22) = G1(S], 5),
gdzie G1(y1, Y2) = y1y2. Wowezas

f1(931>932,333) = f(x17332,$3) — 515 = —z17973,
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czyli fi(w1, 29, 23) = S3(1, 22, 3), g(¥1, T2, 23) = 1 oraz Ga(y1, Yo, y3) = 1. Reasumujac:
f =515 — Ss.
9.3. Konstrukcja pierscienia utamkéw wzgledem zbioru multyplikatywnego.

Definicja 9.8. Niech R bedzie pierscieniem. Podzbior S C R nazywamy podzbiorem multyplika-
tywnym, jezeli

(1)1€S5,0¢ 5,

(2) Ya,b e S(abe S).

Przyktady:

(1) Niech R bedzie pier§cieniem. Wéwcezas S = U(R) jest podzbiorem multyplikatywnym.

(2) Niech R bedzie pierscieniem catkowitym. Wowcezas S = R\ {0} jest podzbiorem multyplikatyw-
nym.

(3) Niech R bedzie pierécieniem, I < R ideatem pierwszym. Wéwcezas S = R\ I jest podzbiorem
multyplikatywnym.

(4) Niech R = Z. Wéwezas S = {2% : k € NU {0} } jest podzbiorem multyplikatywnym.

Twierdzenie 9.5. Niech R = {S; : i € I} bedzie rodzing podzbioréw multyplikatywnych pierscienia R;
(1) Nes Si gest podzbiorem multyplikatywnym pierscienia R,
(2) U Si jest podzbiorem multyplikatywnym pierscienia R, o ile R jest taricuchem.

Definicja 9.9. Niech R bedzie pierscieniem oraz A C U(R) pewnym zbiorem. Najmniejszy w sensie
inkluzji podzbior multyplikatywny pierscienia R zawierajgcy zbior A (tj. przekréj wszystkich podzbioréw
multyplikatywnych pierscienia R zawierajgcych A) nazywamy podzbiorem multyplikatywnym ge-
nerowanym przez A.

Definicja i Uwaga 9.5. Niech R bedzie pierscieniem oraz S C R podzbiorem multyplikatywym. W
zbiorze R x S defintujemy relacje ~ warunkiem

(a1,51) ~ (ag, s2) wtw. Isg € S[so(arse — agsy) = 0].

Wowczas relacja ~ jest relacjg réwnowaznosciowq. Klase abstrakcji [(a, s)]~ nazywamy utamkiem o
liczniku @ i mianowniku s i oznaczamy ¢. Zbiér klas abstrakcji relacyi ~ oznaczamy przez STIR. W
zbiorze STIR definiujemy

e clement zerowy

I 3
o jedynke

)

1
1
e dodawanie

aq I a9 . a1S52 + 951

S2 S2 5152

® mnozenie
ay G2 a10as

2. 82 515y
Wéwczas (ST'R) jest pierscieniem. Nazywamy go pierScieniem ulamkoéw (lokalizacja) pierScienia
R wzgledem zbioru multyplikatywnego S.

Prosty dowdd pozostawiamy Czytelnikowi jako ¢wiczenie.
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Definicja i Uwaga 9.6. Niech R bedzie pierscieniem oraz S C R podzbiorem multyplikatywym. Odwzo-
rowanie X\ : R — S™'R dane wzorem
a
A((l) = I

jest homomorfizmem. Nazywamy go homomorfizmem kanonicznym. Ponadto
AS) CcU(ST'R).
Prosty dowdd pozostawiamy Czytelnikowi jako é¢wiczenie.

Twierdzenie 9.6. Niech R bedzie pierscieniem oraz S C R podzbiorem multyplikatywym. Homomorfizm
kanoniczny X : R — S™'R jest réznowartosciowy wtedy i tylko wtedy, gdy

S C R\ D(R).
Dowdd. (<) : Ustalmy a,b € R i zaltézmy, ze
Ala) = A(b)
Wowczas ¢ = %, a zatem dla pewnego sy € S:
so(a —b) = 0.

Poniewaz s nie jest dzielnikiem zera, wigc a — b = 0, czyli a = b.
(=) : Zalézmy, ze sy € S jest dzielnikiem zera, czyli spa = 0 dla pewnego a € R\ {0}. Wéwczas
so(a —0) =0, czyli § = %, a zatem

wiec A nie jest réznowartosciowe. 0

Whniosek 9.4. Niech R bedzie pierscieniem catkowitym oraz S C R podzbiorem multyplikatywym. Wow-
czas homomorfizm kanoniczny X : R — SR jest réznowartosciowy.

Definicja i Uwaga 9.7. Niech R bedzie pierscieniem calkowitym oraz S = R\ {0}. Wéwczas homomor-
fizm kanoniczny X : R — STIR jest réznowartosciowy, a piersciern STIR jest ciatem (to znaczy kazdy
pierscien catkowity moina zanurzyé w cialo). Cialo ST'R nazywamy cialem ulamkéw pierscienia
calkowitego R i oznaczamy (R).

Dowdd. Wystarczy pokazad, ze SR jest cialem. Ustalmy ¢ € S™'R\ {¥}. Pokazemy, ze ¢ € U(S™'R).
0
17

Zauwazmy, ze a # 0: istotnie, przypus¢my, ze a = 0. Wowczas § = g = 2, co daje sprzeczno$é¢. Wobec
tego £ € ST'R. Ponadto ¢ - 2 = 1. O
Przyklady:
(5) Niech R = Z. Wéwczas Q = (Z) jest ciatem ulamkéw Z.
(6) Niech R = Fxy,...,z,] bedzie pierScieniem wielomianéw n zmiennych nad cialem F. Wowczas
cialo utamkow pierscienia R oznaczamy F'(xy, ..., z,) i nazywamy cialem funkcji wymiernych

a jego elementy funkcjami wymiernymi n zmiennych.

Twierdzenie 9.7 (wlasno$¢ uniwersalna pierscienia utamkéw). Niech P, R bedg pierscieniami, S C P
zbiorem multyplikatywnym, niech ¢ : P — R bedzie homomorfizmem takim, Ze

¢(S) C U(R).
Wéwczas istnieje doktadnie jeden homomorfizm ¢ : ST'P — SR taki, Ze

YoA=a,
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gdzie \ : P — S™1P jest homomorfizmem kanonicznym. Ponadto jesli ¢ jest réinowartosciowy, to 1 jest
roznowartosciowy. Inaczej: diagram
| A
P

S-ip

jest przemienny.

Dowdéd. Zdefiniujmy odwzorowanie 1 : S~1P — R wzorem
a

Y(<) = ¢(a)(é(s) " dla % €SP

S

Pokazemy, ze 1 jest dobrze okreslone. Istotnie, ustalmy ¢ € S~1P i niech S = ;L: Wobec tego istnieje
element sy € S taki, ze

so(as’ —a's) = 0.
Zatem
d(so(as’ —a's)) = ¢(s0)(¢(a)d(s') — d(a')o(s)) = 0.
Poniewaz ¢(so) € U(R), wiec ¢(a)p(s’) — ¢(a’)p(s) = 0, a stad

/

V(<) = ¢(a)(d(s) " = o(d)(¢(s) " = wé).

Bez trudu sprawdzamy, ze 1 jest homomorfizmem oraz ze jesli ¢ jest réznowartosciowy, to v jest
roznowarto$ciowy. Pokazemy, ze 1) o A = ¢. Ustalmy w tym celu a € P. Mamy:

Yo a) =1v(Na) =v(3) = ¢(a) (1)) = é(a).

Pozostaje wykazaé, ze 1) jest wyznaczone jednoznacznie. Niech bowiem 1,15 : ST'P — S™!R beda
takimi homomorfizmami, ze

Y1 0N = ¢ oraz 0\ = ¢.
Ustalmy ¢ € S~'P. Mamy:

¢1(g) - ¢1(% ) é) = 1/11(%) ’ 1/11&) = ¢1(%) ’ (¢1(§))_1
= i(A(@)(W1(A() ™ = Yo Ma) - (Y20 Ma)) ™
= o(@)(¥(s) " =va(5).

O

Whniosek 9.5. Niech P bedzie pierscieniem catkowitym, niech R bedzie dowolnym piersScieniem, S C P
zbiorem multyplikatywnym, niech ¢ : P — R bedzie homomorfizmem takim, Ze

o(S) CU(R).
Wéwczas istnieje doktadnie jeden homomorfizm ) : S™'P — SR taki, ze

YoA=a,
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gdzie \ : P — S™'P jest homomorfizmem kanonicznym. Ponadto jesli ¢ jest réinowartosciowy, to 1 jest
roznowartosciowy. Inaczej: diagram

P4¢>R

e

S—ip
jest przemienny.
Whniosek 9.6. Niech P bedzie pierscieniem catkowitym, niech F bedzie dowolnym ciatem, niech ¢ :
P — F bedzie homomorfizmem réznowartosciowym. Wowczas istnieje doktadnie jeden homomorfizm
réznowartosciowy v : (P) — F taki, Ze

YoA=o,

gdzie X : P — (P) jest homomorfizmem kanonicznym. Ponadto jesli ¢ jest réznowartosciowy, to 1 jest
roznowartosciowy. Inaczej: diagram

P F
N A
(P)

jest przemienny (to znaczy dla kaZdego pierscienia calkowitego jego ciato ulamkéw jest najmniejszym
ciatem, w jaki pierscieni ten mozna zanurzyc).



