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9. Wyk≥ad 9: Wielomiany wielu zmiennych. Wielomiany symetryczne. Konstrukcja
pierúcienia u≥amków wzglÍdem zbioru multyplikatywnego.

9.1. Wielomiany wielu zmiennych.

Definicja i Uwaga 9.1. Niech R bÍdzie dowolnym pierúcieniem.Wielomianem zmiennych x
1

, . . . , xn

o wspó≥czynnikach z pierúcienia R bÍdziemy nazywali wyraøenie postaci
X

i1,...,inm

ai1...inx
i1
1

. . . xin
n ,

gdzie m 2 N, wskaüniki i
1

, . . . , in 2 N przebiegajπ wszystkie liczby nie wiÍksze niø m oraz ai1...in 2 R.
Dwa wielomiany uwaøamy za równe, gdy róøniπ siÍ jedynie o sk≥adniki postaci 0 · xi1 . . . xin, gdzie

i
1

, . . . , in 2 N.
Bedziemy mówili, ze wielomian f =

P
i1,...,inm ai1...inx

i1
1

. . . xin
n jest stopnia r, gdy istnieje taki róøny

od zera wspó≥czynnik ai1...in, øe i1 + . . . + in = r i aj1...jn = 0 o ile j
1

+ . . . + jn > r. Umowa ta nie
okreúla stopnia wielomianu 0, przyjmujemy wiÍc dodatkowo, ze stopniem wielomianu 0 jest �1. StopieÒ
wielomianu f bÍdziemy oznaczaÊ przez deg(f).
Wielomiany stopnia 1 bÍdziemy nazywali liniowymi, a wielomiany stopnia 2 kwadratowymi.
Wielomian postaci a · xi1

1

. . . xin
n , gdzie a 2 R oraz i

1

, . . . , in 2 N nazywamy jednomianem.
W zbiorze wszystkich wielomianów zmiennych x

1

, . . . , xn o wspó≥czynnikach z pierúcienia R definiujemy
dodawanie + i mnoøenie ·, k≥adπc dla dowolnych wielomianów f =

P
i1,...,inm ai1...inx

i1
1

. . . xin
n oraz g =P

j1,...,jnr bj1...jnx
j1
1

. . . xjn
n :

f + g =

X

k1,...,knmax{m,r}

ck1...knx
k1
1

. . . xkn
n

gdzie

ck1...kn =

8
><

>:

ak1...kn + bk1...kn , gdy k1, . . . , kn  max{m, r},
ak1...kn , gdy, dla pewnego wskaünika ki, i 2 {1, . . . , n}, ki > r, ale k

1

, . . . , kn < m,

bk1...kn , gdy, dla pewnego wskaünika ki, i 2 {1, . . . , n}, ki > m, ale k
1

, . . . , kn < r,

oraz
f · g =

X

k1,...,knm+r

ck1...knx
k1
1

. . . xkn
n

gdzie
ck1...kn =

X

0l1k1,...,0lnkn

ak1�l1,...,kn�lnbl1...ln .

Ponadto wyróøniamy wielomian 0 jako element neutralny dodawania oraz wielomian 1 jako element
neutralny mnoøenia. Wówczas zbiór wszystkich wielomianów zmiennych x

1

, . . . , xn o wspó≥czynnikach
z pierúcienia R z tak okreúlonymi dzia≥aniami i wyróønionymi elementami jest pierúcieniem przemien-
nym z jedynkπ. PierúcieÒ ten bÍdziemy nazywali pierúcieniem wielomianów zmiennych x

1

, . . . , xn o
wspó≥czynnikach z pierúcienia R i bÍdziemy oznaczali przez R[x

1

, . . . , xn].

Uwaga 9.1. Niech R bÍdzie dowolnym pierúcieniem, (R[x
1

, . . . , xn],+, ·) pierúcieniem wielomianów n
zmiennych o wspó≥czynnikach z pierúcienia R. Niech ponadto

f =

X

i1,...,inm

ai1...inx
i1
1

. . . xin
n 2 R[x

1

, . . . , xn] oraz g =

X

j1,...,jnr

bj1...jnx
j1
1

. . . xjn
n 2 R[x

1

, . . . , xn].

Wówczas:
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(1) deg(f + g)  max{deg(f), deg(g)};
(2) deg(fg)  deg(f) + deg(g);
(3) jeúli

f 6= 0 ^ g 6= 0 ^R jest pierúcieniem ca≥kowitym,
to

deg(fg) = deg(f) + deg(g).

Wniosek 9.1. Niech R bÍdzie dowolnym pierúcieniem, (R[x
1

, . . . , xn],+, ·) pierúcieniem wielomianów
n zmiennych o wspó≥czynnikach z pierúcienia R. Wówczas jeúli R jest pierúcieniem ca≥kowitym, to
R[x

1

, . . . , xn] teø.

Definicja 9.1. Niech R i P bÍdπ dowolnymi pierúcieniami, niech R ⇢ P i niech S ⇢ P bÍdzie pewnym
zbiorem. Zbiór S nazywamy algebraicznie niezaleønym nad R, jeøeli zbiór

{f 2 R[s
1

, . . . , sn] : n 2 N, s
1

, . . . , sn 2 S, f jest jednomianem}
jest liniowo niezaleøny nad pierúcieniem R.

Twierdzenie 9.1 (w≥asnoúÊ uniwersalna pierúcienia wielomianów wielu zmiennych). Niech R bÍdzie
dowolnym pierúcieniem, (R[x

1

, . . . , xn],+, ·) pierúcieniem wielomianów n zmiennych o wspó≥czynnikach
z pierúcienia R.
(1) PierúcieÒ R ma nastÍpujπcπ w≥asnoúÊ:

8P – pierúcieÒ 8r
1

, . . . , rn 2 P8� : R ! P – homomorfizm 9! : R[x
1

, . . . , xn] ! P

[ (xi) = ri, i 2 {1, . . . , n} ^  �R= �].

(2) Dla dowolnego rozszerzenia R ⇢ S oraz elementów s
1

, . . . , sn 2 S \ R algebraicznie niezaleønych
nad R i takich, øe S = R[s

1

, . . . , sn], jeøeli

8P – pierúcieÒ 8r
1

, . . . , rn 2 P8� : R ! P – homomorfizm 9! : S ! P

[ (si) = ri, i 2 {1, . . . , n} ^  �R= �].

to S ⇠
=

R[x
1

, . . . , xn] i izomorfizm ↵ : R[x
1

, . . . , xn] ! S jest jednoznacznie wyznaczony przez
warunki

↵(xi) = si, i 2 {1, . . . , n} oraz ↵ �R= idR.

Definicja 9.2. Niech R bÍdzie dowolnym pierúcieniem, (R[x
1

, . . . , xn],+, ·) pierúcieniem wielomianów
n zmiennych o wspó≥czynnikach z pierúcienia R.
(1) Dla dowolnego pierúcienia P i jego elementu r 2 P oraz homomorfizmu � : R ! P , jedyne
przed≥uøenie  : R[x

1

, . . . , xn] ! P homomorfizmu � takie, øe

[ (xi) = ri, i 2 {1, . . . , n} ^  �R= �]

nazwamy wartoúciπ wielomianów, a jego wartoúÊ dla wielomianu f 2 R[x
1

, . . . , xn],  (f),
wartoúciπ wielomianu f w punkcie (r

1

, . . . , rn) 2 Rn. Jeøeli wartoúÊ wielomianu f w punkcie
(r

1

, . . . , rn) 2 Rn jest równa 0, to punkt (r
1

, . . . , rn) 2 Rn nazywamy miejscem zerowym (lub
pierwiastkiem) f . NajczÍúciej rozwaøamy przypadek, gdy R = P oraz � = idP . Wówczas

 (f) =  

 
X

i1,...,inm

ai1...inx
i1
1

. . . xin
n

!
=

X

i1,...,inm

ai1...inr
i1
1

. . . rinn .
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(2) Dla pierúcienia RRn i jego elementów ⇡
1

, . . . , ⇡n 2 RRn takich, øe

⇡j(a1, a2, . . . , aj, . . . , an) = aj, (a1, . . . , an) 2 Rn, j 2 {1, . . . , n},
oraz homomorfizmu � : R ! RRn danego wzorem

�(a) = const.a, dla a 2 R,

obraz  (R[x
1

, . . . , xn]) poprzez jedyne przed≥uøenie  : R[x
1

, . . . , xn] ! RRn homomorfizmu �
takie, øe

 (xi) = ⇡i, i 2 {1, . . . , n} oraz  �R= �

nazwamy pierúcieniem funkcji wielomianowych o wspó≥czynnikach z R, a jego elementy
funkcjami wielomianowymi.

Definicja i Uwaga 9.2. Niech R,P bÍdπ pierúcieniami, a � : P ! R homomorfizmem pierúcieni.
Wówczas istnieje dok≥adnie jeden homomorfizm  : R[x

1

, . . . , xn] ! P [y
1

, . . . , yn] taki, øe

 (xi) = yi, i 2 {1, . . . , n} oraz  �R= �.

Ponadto jeúli � jest róønowartoúciowy, to  jest róønowartoúciowy, a jeúli � jest surjektywny, to  jest
surjektywny. Homomorfizm  nazywamy homomorfizmem pierúcieni wielomianów n zmiennych
indukowanym przez homomorfizm wspó≥czynników.

Wniosek 9.2. Niech R bÍdzie dowolnym pierúcieniem, (R[x
1

, . . . , xn],+, ·) pierúcieniem wielomianów n
zmiennych o wspó≥czynnikach z pierúcienia R. Niech ponadto 0 6= f 2 R[x

1

, . . . , xn]. Wówczas:
(1) jeúli R jest nieskoÒczony, to dla pewnego (r

1

, . . . , rn) 2 Rn, f(r
1

, . . . , rn) 6= 0;
(2) jeúli R jest nieskoÒczony, to jedyny homomorfizm  : R[x

1

, . . . , xn] ! RRn definiujπcy pierúcieÒ
funkcji wielomianowych jest róønowartoúciowy.

Definicja 9.3. Niech (I, <) bÍdzie zbiorem czÍúciowo uporzπdkowanym. Jeøeli

8i, j 2 I9k 2 I[i < k ^ j < k],

to wówczas (I, <) nazywamy zbiorem skierowanym.

Uwaga 9.2. Niech (I, <) bÍdzie zbiorem skierowanym, niech {Ri : i 2 I} bÍdzie rodzinπ pierúcieni
indeksowanπ elementami zbioru I takπ, øe

8i, j 2 I[(i < j) ) (Ri < Rj)].

W zbiorze
S

i2I Ri definiujemy dzia≥ania + oraz · nastÍpujπco:
• jeúli a, b 2

S
i2I Ri, to a 2 Ri, b 2 Rj, dla pewnych i, j 2 I; poniewaø I jest skierowany, wiÍc

dla pewnego k 2 I zachodzi i < k oraz j < k, a zatem Ri < Rk oraz Rj < Rk, wiÍc a, b 2 Rk i
moøemy zdefiniowaÊ

a+ b = a+Rk
b oraz a · b = a ·Rk

b.

Wówczas (
S

i2I Ri,+, ·) jest pierúcieniem.
Definicja i Uwaga 9.3. Niech R bÍdzie pierúcieniem, S pewnym zbiorem, a {xs : s 2 S} rodzinπ
zmiennych indeksowanπ elementami zbioru S. Dla dowolnego skoÒczonego zbioru T = {s

1

, . . . , sn} ⇢ S
definiujemy

RT = R[xs1 , . . . , xsn ].

Wówczas (I,⇢), gdzie I = {T ⇢ S : cardT < 1} jest zbiorem indeksowanym, zaú {RT : T 2 I} rodzinπ
pierúcieni indeksowanπ elementami zbioru I takπ, øe

8T
1

, T
2

2 I[(T
1

⇢ T
2

) ) (RT1 < RT2)].



88

Wobec poprzedniej uwagi
S

T2I RT jest pierúcieniem. Nazywamy go pierúcieniem wielomianów nie-
skoÒczonej liczby zmiennych ze zbioru {xs : s 2 S} o wspó≥czynnikach z R i oznaczamy
R[{xs : s 2 S}].

Uwaga 9.3. Niech R bÍdzie dowolnym pierúcieniem, S pewnym zbiorem, R[{xs : s 2 S}] pierúcieniem
wielomianów nieskoÒczonej liczby zmiennych ze zbioru {xs : s 2 S} o wspó≥czynnikach z pierúcienia R.
Niech ponadto

f 2 R[{xs : s 2 S}] oraz g 2 R[{xs : s 2 S}].
Wówczas:
(1) deg(f + g)  max{deg(f), deg(g)};
(2) deg(fg)  deg(f) + deg(g);
(3) jeúli

f 6= 0 ^ g 6= 0 ^R jest pierúcieniem ca≥kowitym,
to

deg(fg) = deg(f) + deg(g).

Wniosek 9.3. Niech R bÍdzie dowolnym pierúcieniem, S pewnym zbiorem, R[{xs : s 2 S}] pierúcieniem
wielomianów nieskoÒczonej liczby zmiennych ze zbioru {xs : s 2 S} o wspó≥czynnikach z pierúcienia R.
Wówczas jeúli R jest pierúcieniem ca≥kowitym, to R[{xs : s 2 S}] teø.

Twierdzenie 9.2 (w≥asnoúÊ uniwersalna pierúcienia wielomianów nieskoÒczenie wielu zmiennych). Niech
R bÍdzie dowolnym pierúcieniem, S pewnym zbiorem, R[{xs : s 2 S}] pierúcieniem wielomianów nie-
skoÒczonej liczby zmiennych ze zbioru {xs : s 2 S} o wspó≥czynnikach z pierúcienia R.
(1) PierúcieÒ R ma nastÍpujπcπ w≥asnoúÊ:

8P – pierúcieÒ 8� : {xs : s 2 S} ! P – odwzorowanie 8� : R ! P – homomorfizm 9! : R[{xs : s 2 S}] ! P

[ �{xs:s2S}= � ^  �R= �].

(2) Dla dowolnego rozszerzenia R ⇢ R0 i zbioru T ⇢ R0 algebraicznie niezaleønego nad R i takiego,
øe R0

= R[{xt : t 2 T}], jeøeli
8P – pierúcieÒ 8� : {xt : t 2 T} ! P – odwzorowanie 8� : R ! P – homomorfizm 9! : R0 ! P

[ �{xt:t2T}= � ^  �R= �].

to R0 ⇠
=

R[{xt : t 2 T}] i izomorfizm ↵ : R[{xt : t 2 T}] ! R0 jest jednoznacznie wyznaczony
przez warunki

↵(xt) = t, t 2 T oraz ↵ �R= idR.

Definicja 9.4. Niech R bÍdzie dowolnym pierúcieniem, S pewnym zbiorem, R[{xs : s 2 S}] pierúcieniem
wielomianów nieskoÒczonej liczby zmiennych ze zbioru {xs : s 2 S} o wspó≥czynnikach z pierúcienia R.
Dla dowolnego pierúcienia P i odwzorowanie � : {xs : s 2 S} ! P oraz homomorfizmu � : R ! P ,
jedyne przed≥uøenie  : R[{xs : s 2 S}] ! P homomorfizmu � takie, øe

[ �{xs:s2S}= � ^  �R= �]

nazwamy wartoúciπ wielomianów, a jego wartoúÊ dla wielomianu f 2 R[{xs : s 2 S}],  (f), war-
toúciπ wielomianu f na zbiorze �({xs : s 2 S}) ⇢ P . Jeøeli wartoúÊ wielomianu f na zbiorze
�({xs : s 2 S}) ⇢ P jest równa 0, to zbiór �({xs : s 2 S}) ⇢ P nazywamy miejscem zerowym (lub
pierwiastkiem) f . NajczÍúciej rozwaøamy przypadek, gdy R = P oraz � = idP .
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Definicja i Uwaga 9.4. Niech R,P bÍdπ pierúcieniami, S pewnym zbiorem, a � : P ! R homomorfi-
zmem pierúcieni. Wówczas istnieje dok≥adnie jeden homomorfizm  : R[{xs : s 2 S}] ! P [{ys : s 2 S}]
taki, øe

 (xs) = ys, s 2 S oraz  �R= �.

Ponadto jeúli � jest róønowartoúciowy, to  jest róønowartoúciowy, a jeúli � jest surjektywny, to  jest
surjektywny. Homomorfizm  nazywamy homomorfizmem pierúcieni wielomianów n zmiennych
indukowanym przez homomorfizm wspó≥czynników.

Definicja 9.5. Niech R bÍdzie dowolnym pierúcieniem, (R[x
1

, . . . , xn],+, ·) pierúcieniem wielomianów
n zmiennych o wspó≥czynnikach z pierúcienia R. Wielomian

0 6= f =

X

i1,...,inm

ai1...inx
i1
1

. . . xin
n 2 R[x

1

, . . . , xn]

nazywamy wielomianem jednorodnym stopnia d (lub formπ stopnia d) jeøeli

8i
1

, . . . , in  m[deg(ai1...inx
i1
1

. . . xin
n ) = d].

Formy stopnia 1 nazywamy formami liniowymi, formy stopnia 2 formami kwadratowymi, formy
stopnia 3 formami kubicznymi itd.

Uwaga 9.4. Niech R bÍdzie dowolnym pierúcieniem, (R[x
1

, . . . , xn],+, ·) pierúcieniem wielomianów n
zmiennych o wspó≥czynnikach z pierúcienia R. Wielomian

0 6= f =

X

i1,...,inm

ai1...inx
i1
1

. . . xin
n 2 R[x

1

, . . . , xn]

jest wielomianem jednorodnym stopnia d wtedy i tylko wtedy, gdy dla kaødego pierúcienia P , R < P i
dla kaødego zbioru n+ 1 algebraicznie niezaleønych nad R elementów a, b

1

, . . . , bn 2 P zachodzi równoúÊ

f(ab
1

, . . . , abn) = adf(b
1

, . . . , bn).

9.2. Wielomiany symetryczne.

Definicja 9.6. Niech n 2 N, niech R bÍdzie pierúcieniem.
(1) Wielomian f 2 R[x

1

, . . . , xn] nazywamy wielomianem pó≥symetrycznym, jeøeli

8� 2 A(n)[f(x
1

, x
2

, . . . , xn) = f(x�(1), x�(2), . . . , x�(n))].

(2) Wielomian f 2 R[x
1

, . . . , xn] nazywamy wielomianem symetrycznym, jeøeli

8� 2 S(n)[f(x
1

, x
2

, . . . , xn) = f(x�(1), x�(2), . . . , x�(n))].

Zbiór wszystkich wielomianów symetrycznych oznaczamy Rsym[x1

, . . . , xn].

Przyk≥ady:
(1) Rozwaømy f(x

1

, x
2

, x
3

) = x2

1

+ x2

2

+ x+ 3

2. Jest to wielomian symetryczny.
(2) Rozwaømy f(x

1

, x
2

, x
3

) = x
1

x
2

x
3

. Jest to wielomian symetryczny.
(3) Rozwaømy V (x

1

, . . . , xn) =
Q

1i<jn(xi � xj). Jest to wielomian pó≥symetryczny, nazywamy go
wielomianem Vandermonde’a.

(4) Rozwaømy V 2

(x
1

, . . . , xn). Jest to wielomian symetryczny.

Uwaga 9.5. Niech n 2 N, niech R bÍdzie pierúcieniem. Wówczas Rsym[x1

, . . . , xn] jest pierúcieniem.

Prosty dowód pozostawiamy Czytelnikowi jako Êwiczenie.
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Definicja 9.7. Niech n 2 N, niech R bÍdzie pierúcieniem. Wielomiany:

S
1

(x
1

, . . . , xn) = x
1

+ . . .+ xn

S
2

(x
1

, . . . , xn) = x
1

x
2

+ . . .+ x
1

xn + x
2

x
3

+ . . .+ x
2

xn + . . .+ xn�1

xn

...

Sk(x1

, . . . , xn) =

X

1i1<i2<...<ikn

xi1xi2 . . . xik

...
Sn(x1

, . . . , xn) = x
1

. . . xn.

nazywamy wielomianami symetrycznymi podstawowymi zmiennych x
1

, . . . , xn.

Twierdzenie 9.3. Niech n 2 N, niech F bÍdzie cia≥em. Wówczas wielomiany symetryczne podstawowe
S
1

, . . . , Sn 2 Fsym[x1

, . . . , xn] sπ algebraicznie niezaleøne nad F .

Dowód. Dowód prowadzimy przez indukcjÍ wzglÍdem n. Dla n = 1 teza jest oczywista, za≥óømy wiÍc,
øe n > 1 i øe wielomiany symetryczne podstawowe n� 1 zmiennych S 0

1

, . . . , S 0
n�1

2 Fsym[x1

, . . . , x0
n�1

] sπ
algebraicznie niezaleøne. PrzypuúÊmy nie wprost, øe istnieje wielomian � 2 F [y

1

, . . . , yn] taki, øe

�(S
1

, . . . , Sn) = 0.

Niech ponadto � bÍdzie wielomianem moøliwie najniøszego stopnia. Oczywiúcie Sj(x1

, . . . , xn�1

, 0) =

S 0
j(x1

, . . . , xn�1

), dla j 2 {1, . . . , n� 1}. Ponadto Sn(x1

, . . . , xn�1

, 0) = 0. Niech

�(y
1

, . . . , yn) =  
0

(y
1

, . . . , yn�1

)ynn +  
1

(y
1

, . . . , yn�1

)yn�1

n + . . .+  n(y1, . . . , yn�1

).

Wobec tego:

0 = �(S
1

(x
1

, . . . , xn�1

, 0), . . . , Sn(x1

, . . . , xn�1

, 0))

= �(S 0
1

(x
1

, . . . , xn�1

), . . . , Sn�1

0
(x

1

, . . . , xn�1

), Sn(x1

, . . . , xn�1

, 0))

=  
0

(S 0
1

(x
1

, . . . , xn�1

), . . . , S 0
n�1

(x
1

, . . . , xn�1

))0

n
+

+  n(S
0
1

(x
1

, . . . , xn�1

), . . . , S 0
n�1

(x
1

, . . . , xn�1

))

=  n(S
0
1

(x
1

, . . . , xn�1

), . . . , S 0
n�1

(x
1

, . . . , xn�1

)).

Poniewaø S 0
1

, . . . , S 0
n�1

sπ algebraicznie niezaleøne, wiÍc  n = 0. Wobec tego:

�(y
1

, . . . , yn) = yn( 0

(y
1

, . . . , yn�1

)yn�1

n +  
1

(y
1

, . . . , yn�1

)yn�2

n + . . .+  n�1

(y
1

, . . . , yn�1

)),

a zatem
 
0

(S
1

, . . . , Sn�1

)Sn�1

n +  
1

(S
1

, . . . , Sn�1

)Sn�2

n + . . .+  n�1

(S
1

, . . . , Sn�1

) = 0

i stopieÒ wielomianu  
0

(y
1

, . . . , yn�1

)yn�1

n + 
1

(y
1

, . . . , yn�1

)yn�2

n + . . .+ n�1

(y
1

, . . . , yn�1

) jest mniejszy
od stopnia wielomianu �, zatem  

0

= 0, . . . , n�1

= 0 i tym samym � jest wielomianem zerowym, co
daje sprzecznoúÊ. ⇤
Twierdzenie 9.4 (zasadnicze twierdzenie teorii wielomianów symetrycznych). Niech n 2 N, niech
F bÍdzie cia≥em. Wówczas wielomiany symetryczne podstawowe S

1

, . . . , Sn 2 Fsym[x1

, . . . , xn] generujπ
pierúcieÒ Fsym[x1

, . . . , xn].
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Dowód. Wystarczy pokazaÊ, øe dla ustalonego wielomianu symetrycznego f 2 Fsym[x1

, . . . , xn] istnieje
wielomian G 2 F [y

1

, . . . , yn] taki, øe:
f = G(S

1

, . . . , Sn).

Dowód prowadzimy przez indukcjÍ wzglÍdem n. Dla n = 1 teza jest oczywista, ustalmy wiÍc n > 1 i
za≥óømy, øe twierdzenie jest prawdziwe dla wszelkich k < n. Niech m = deg f . KonstrukcjÍ wielomianu
G prowadzimy indukcyjnie wzglÍdem m. Znowu, dla m = 1 nie ma co robiÊ, za≥óømy wiÍc, øe m > 1 i
øe stosowne wielomiany G zosta≥y juø skonstruowane dla f o stopniu l < m.
Wielomian f(x

1

, . . . , xn�1

, 0) 2 F [x
1

, . . . , xn] jest wielomianem symetrycznym n�1 zmiennych. Wobec
za≥oøenia indukcyjnego istnieje wielomian G

1

2 F [y
1

, . . . , yn�1

] taki, øe

f(x
1

, . . . , xn�1

, 0) = G
1

(S 0
1

(x
1

, . . . , xn�1

), . . . , Sn�1

0
(x

1

, . . . , xn�1

)),

gdzie S 0
1

(x
1

, . . . , xn�1

), . . . , S 0
n�1

(x
1

, . . . , xn�1

) 2 F [x
1

, . . . , xn�1

] sπ wielomianami symetrycznymi pod-
stawowymi n� 1 zmiennych. Niech

f
1

(x
1

, . . . , xn) = f(x
1

, . . . , xn)�G
1

(S
1

(x
1

, . . . , xn), . . . , Sn(x1

, . . . , xn)).

Wówczas f
1

jest wielomianem symetrycznym. Ponadto f
1

(x
1

, . . . , xn�1

, 0) = 0, wiÍc xn|f1. Istnieje zatem
h 2 F [x

1

, . . . , xn] taki, øe
f
1

(x
1

, . . . , xn) = xnh(x1

, . . . , xn).

Ustalmy k 2 {1, . . . , n} i niech � = (k, n) 2 S(n). Wówczas:

f
1

(x
1

, . . . , xn) = f
1

(x�(1), . . . , x�(n)) = xkh(x�(1), . . . , x�(n)).

Wobec tego xk|f1(x1

, . . . , xn), dla k 2 {1, . . . , n}. Poniewaø wielomiany x
1

, . . . , xn sπ parami wzglÍdnie
pierwsze, wiÍc w rezultacie x

1

. . . xn|f1(x1

, . . . , xn), czyli Sn(x1

, . . . , xn)|f1(x1

, . . . , xn). Istnieje zatem g 2
F [x

1

, . . . , xn] taki, øe
f
1

(x
1

, . . . , xn) = Sn(x1

, . . . , xn)g(x1

, . . . , xn).

Oczywiúcie g(x
1

, . . . , xn) jest wielomianem symetrycznym. Ponadto deg g = deg f
1

�deg Sn = deg f
1

�n <
m. Wobec za≥oøenia indukcyjnego istnieje wielomian G

2

2 F [y
1

, . . . , yn] taki, øe

g(x
1

, . . . , xn) = G
2

(S
1

(x
1

, . . . , xn), . . . , Sn(x1

, . . . , xn)).

Zatem f
1

(x
1

, . . . , xn) = Sn(x1

, . . . , xn)G2

(S
1

(x
1

, . . . , xn), . . . , Sn(x1

, . . . , xn)), skπd

f(x
1

, . . . , xn) = G
1

(S
1

(x
1

, . . . , xn), . . . , Sn�1

(x
1

, . . . , xn))+Sn(x1

, . . . , xn)G2

(S
1

(x
1

, . . . , xn), . . . , Sn(x1

, . . . , xn)),

czyli G = G
1

+ ynG2

. ⇤
Zauwaømy przy okazji, øe wielomian G jest wyznaczony w powyøszym dowodzie jednoznacznie: gdyby
bowiem istnia≥y dwa wielomiany G,G0 2 F [y

1

, . . . , yn] takie, øe:

G(S
1

, . . . , Sn) = G0
(S

1

, . . . , Sn),

to wówczas (G�G0
)(S

1

, . . . , Sn) = 0, co, wobec algebraicznej niezaleønoúci S
1

, . . . , Sn, daje G�G0
= 0,

czyli G = G0.
Przyk≥ad:
(5) Rozwaømy f(x

1

, x
2

, x
3

) = (x
1

+ x
2

)(x
1

+ x
3

)(x
2

+ x
3

). Odwo≥ujπc siÍ do notacji z dowodu zasad-
niczego twierdzenia teorii wielomianów symetrycznych, mamy:

f(x
1

, x
2

, 0) = (x
1

+ x
2

)x
1

x
2

= S 0
1

(x
1

, x
2

)S 0
2

(x
1

, x
2

) = G
1

(S 0
1

, S 0
2

),

gdzie G
1

(y
1

, y
2

) = y
1

y
2

. Wówczas

f
1

(x
1

, x
2

, x
3

) = f(x
1

, x
2

, x
3

)� S
1

S
2

= �x
1

x
2

x
3

,



92

czyli f
1

(x
1

, x
2

, x
3

) = S
3

(x
1

, x
2

, x
3

), g(x
1

, x
2

, x
3

) = 1 oraz G
2

(y
1

, y
2

, y
3

) = 1. Reasumujπc:

f = S
1

S
2

� S
3

.

9.3. Konstrukcja pierúcienia u≥amków wzglÍdem zbioru multyplikatywnego.

Definicja 9.8. Niech R bÍdzie pierúcieniem. Podzbiór S ⇢ R nazywamy podzbiorem multyplika-
tywnym, jeøeli
(1) 1 2 S, 0 /2 S,
(2) 8a, b 2 S(ab 2 S).

Przyk≥ady:
(1) Niech R bÍdzie pierúcieniem. Wówczas S = U(R) jest podzbiorem multyplikatywnym.
(2) Niech R bÍdzie pierúcieniem ca≥kowitym. Wówczas S = R \ {0} jest podzbiorem multyplikatyw-
nym.

(3) Niech R bÍdzie pierúcieniem, I C R idea≥em pierwszym. Wówczas S = R \ I jest podzbiorem
multyplikatywnym.

(4) Niech R = Z. Wówczas S = {2k : k 2 N [ {0}} jest podzbiorem multyplikatywnym.

Twierdzenie 9.5. Niech R = {Si : i 2 I} bÍdzie rodzinπ podzbiorów multyplikatywnych pierúcienia R;
(1)

T
i2I Si jest podzbiorem multyplikatywnym pierúcienia R,

(2)
S

i2I Si jest podzbiorem multyplikatywnym pierúcienia R, o ile R jest ≥aÒcuchem.

Definicja 9.9. Niech R bÍdzie pierúcieniem oraz A ⇢ U(R) pewnym zbiorem. Najmniejszy w sensie
inkluzji podzbiór multyplikatywny pierúcienia R zawierajπcy zbiór A (tj. przekrój wszystkich podzbiorów
multyplikatywnych pierúcienia R zawierajπcych A) nazywamy podzbiorem multyplikatywnym ge-
nerowanym przez A.

Definicja i Uwaga 9.5. Niech R bÍdzie pierúcieniem oraz S ⇢ R podzbiorem multyplikatywym. W
zbiorze R⇥ S definiujemy relacjÍ ⇠ warunkiem

(a
1

, s
1

) ⇠ (a
2

, s
2

) wtw. 9s
0

2 S[s
0

(a
1

s
2

� a
2

s
1

) = 0].

Wówczas relacja ⇠ jest relacjπ równowaønoúciowπ. KlasÍ abstrakcji [(a, s)]⇠ nazywamy u≥amkiem o
liczniku a i mianowniku s i oznaczamy a

s
. Zbiór klas abstrakcji relacji ⇠ oznaczamy przez S�1R. W

zbiorze S�1R definiujemy
• element zerowy

0

1

,

• jedynkÍ
1

1

,

• dodawanie
a
1

s
2

+

a
2

s
2

=

a
1

s
2

+ a
2

s
1

s
1

s
2

,

• mnoøenie a
1

s
2

· a2
s
2

=

a
1

a
2

s
1

s
2

.

Wówczas (S�1R) jest pierúcieniem. Nazywamy go pierúcieniem u≥amków (lokalizacjπ) pierúcienia
R wzglÍdem zbioru multyplikatywnego S.

Prosty dowód pozostawiamy Czytelnikowi jako Êwiczenie.
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Definicja i Uwaga 9.6. Niech R bÍdzie pierúcieniem oraz S ⇢ R podzbiorem multyplikatywym. Odwzo-
rowanie � : R ! S�1R dane wzorem

�(a) =
a

1

jest homomorfizmem. Nazywamy go homomorfizmem kanonicznym. Ponadto

�(S) ⇢ U(S�1R).

Prosty dowód pozostawiamy Czytelnikowi jako Êwiczenie.

Twierdzenie 9.6. Niech R bÍdzie pierúcieniem oraz S ⇢ R podzbiorem multyplikatywym. Homomorfizm
kanoniczny � : R ! S�1R jest róønowartoúciowy wtedy i tylko wtedy, gdy

S ⇢ R \ D(R).

Dowód. (() : Ustalmy a, b 2 R i za≥óømy, øe

�(a) = �(b).

Wówczas a
1

=

b
1

, a zatem dla pewnego s
0

2 S:

s
0

(a� b) = 0.

Poniewaø s
0

nie jest dzielnikiem zera, wiÍc a� b = 0, czyli a = b.
()) : Za≥óømy, øe s

0

2 S jest dzielnikiem zera, czyli s
0

a = 0 dla pewnego a 2 R \ {0}. Wówczas
s
0

(a� 0) = 0, czyli a
1

=

0

1

, a zatem
�(a) = �(0)

wiÍc � nie jest róønowartoúciowe. ⇤
Wniosek 9.4. Niech R bÍdzie pierúcieniem ca≥kowitym oraz S ⇢ R podzbiorem multyplikatywym. Wów-
czas homomorfizm kanoniczny � : R ! S�1R jest róønowartoúciowy.

Definicja i Uwaga 9.7. Niech R bÍdzie pierúcieniem ca≥kowitym oraz S = R\{0}. Wówczas homomor-
fizm kanoniczny � : R ! S�1R jest róønowartoúciowy, a pierúcieÒ S�1R jest cia≥em (to znaczy kaødy
pierúcieÒ ca≥kowity moøna zanurzyÊ w cia≥o). Cia≥o S�1R nazywamy cia≥em u≥amków pierúcienia
ca≥kowitego R i oznaczamy (R).

Dowód. Wystarczy pokazaÊ, øe S�1R jest cia≥em. Ustalmy a
s
2 S�1R \ {0

1

}. Pokaøemy, øe a
s
2 U(S�1R).

Zauwaømy, øe a 6= 0: istotnie, przypuúÊmy, øe a = 0. Wówczas a
s
=

0

s
=

0

1

, co daje sprzecznoúÊ. Wobec
tego s

a
2 S�1R. Ponadto a

s
· s
a
=

1

1

. ⇤
Przyk≥ady:
(5) Niech R = Z. Wówczas Q ⇠

=

(Z) jest cia≥em u≥amków Z.
(6) Niech R = F [x

1

, . . . , xn] bÍdzie pierúcieniem wielomianów n zmiennych nad cia≥em F . Wówczas
cia≥o u≥amków pierúcienia R oznaczamy F (x

1

, . . . , xn) i nazywamy cia≥em funkcji wymiernych
a jego elementy funkcjami wymiernymi n zmiennych.

Twierdzenie 9.7 (w≥asnoúÊ uniwersalna pierúcienia u≥amków). Niech P,R bÍdπ pierúcieniami, S ⇢ P
zbiorem multyplikatywnym, niech � : P ! R bÍdzie homomorfizmem takim, øe

�(S) ⇢ U(R).

Wówczas istnieje dok≥adnie jeden homomorfizm  : S�1P ! S�1R taki, øe

 � � = �,
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gdzie � : P ! S�1P jest homomorfizmem kanonicznym. Ponadto jeúli � jest róønowartoúciowy, to  jest
róønowartoúciowy. Inaczej: diagram

P
�
//

�
✏✏

R

S�1P
 

<<yyyyyyyy

jest przemienny.

Dowód. Zdefiniujmy odwzorowanie  : S�1P ! R wzorem

 (
a

s
) = �(a)(�(s))�1 dla

a

s
2 S�1P.

Pokaøemy, øe  jest dobrze okreúlone. Istotnie, ustalmy a
s
2 S�1P i niech a

s
=

a0

s0 . Wobec tego istnieje
element s

0

2 S taki, øe
s
0

(as0 � a0s) = 0.

Zatem
�(s

0

(as0 � a0s)) = �(s
0

)(�(a)�(s0)� �(a0)�(s)) = 0.

Poniewaø �(s
0

) 2 U(R), wiÍc �(a)�(s0)� �(a0)�(s) = 0, a stπd

 (
a

s
) = �(a)(�(s))�1

= �(a0)(�(s0))�1

=  (
a0

s0
).

Bez trudu sprawdzamy, øe  jest homomorfizmem oraz øe jeúli � jest róønowartoúciowy, to  jest
róønowartoúciowy. Pokaøemy, øe  � � = �. Ustalmy w tym celu a 2 P . Mamy:

 � �(a) =  (�(a)) =  (
a

1

) = �(a)( (1))�1

= �(a).

Pozostaje wykazaÊ, øe  jest wyznaczone jednoznacznie. Niech bowiem  
1

, 
2

: S�1P ! S�1R bÍdπ
takimi homomorfizmami, øe

 
1

� � = � oraz  
2

� � = �.

Ustalmy a
s
2 S�1P . Mamy:

 
1

(

a

s
) =  

1

(

a

1

· 1
s
) =  

1

(

a

1

) ·  
1

(

1

s
) =  

1

(

a

1

) · ( 
1

(

s

1

))

�1

=  
1

(�(a))( 
1

(�(s)))�1

=  
1

� �(a) · ( 
2

� �(a))�1

= �(a)( (s))�1

=  
2

(

a

s
).

⇤
Wniosek 9.5. Niech P bÍdzie pierúcieniem ca≥kowitym, niech R bÍdzie dowolnym pierúcieniem, S ⇢ P
zbiorem multyplikatywnym, niech � : P ! R bÍdzie homomorfizmem takim, øe

�(S) ⇢ U(R).

Wówczas istnieje dok≥adnie jeden homomorfizm  : S�1P ! S�1R taki, øe

 � � = �,
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gdzie � : P ! S�1P jest homomorfizmem kanonicznym. Ponadto jeúli � jest róønowartoúciowy, to  jest
róønowartoúciowy. Inaczej: diagram

P
�
//

�
✏✏

R

S�1P
 

<<yyyyyyyy

jest przemienny.

Wniosek 9.6. Niech P bÍdzie pierúcieniem ca≥kowitym, niech F bÍdzie dowolnym cia≥em, niech � :

P ! F bÍdzie homomorfizmem róønowartoúciowym. Wówczas istnieje dok≥adnie jeden homomorfizm
róønowartoúciowy  : (P ) ! F taki, øe

 � � = �,

gdzie � : P ! (P ) jest homomorfizmem kanonicznym. Ponadto jeúli � jest róønowartoúciowy, to  jest
róønowartoúciowy. Inaczej: diagram

P
�
//

�
✏✏

F

(P )

 

>>||||||||

jest przemienny (to znaczy dla kaødego pierúcienia ca≥kowitego jego cia≥o u≥amków jest najmniejszym
cia≥em, w jaki pierúcieÒ ten moøna zanurzyÊ).


