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8. WYKEAD 8: KONSTRUKCJA PIERSCIENIA WIELOMIANOW JEDNEJ ZMIENNEJ. WARTOSC
WIELOMIANU, PIERWIASTKI WIELOMIANU, FUNKCJA WIELOMIANOWA. WIELOKROTNE
PIERWIASTKI WIELOMIANU. ROZNICZKOWANIE WIELOMIANOW.

8.1. Konstrukcja pierscienia wielomianéw jednej zmiennej.

Definicja i Uwaga 8.1. Niech R bedzie dowolnym pierscieniem. Wielomianem zmiennej x o wspol-
czynnikach w pierscieniu R bedziemy nazywali wyrazenie o postaci

n
g+ a1+ ... +a,x",

gdzie n € N oraz ag, ...,a, € R.

Dwa wielomiany vwazamy za rdwne wtedy i tylko wtedy, gdy réziniq sie tylko o sktadniki postaci 0 - x;,
gdzie 1 € N.

Bedziemy mowili, Ze wielomian f = ag+ a1z + ... + a,x" jest stopnia n, gdy a, # 0. Umowa ta nie
okresla stopnia wielomianu 0, przyjmiemy wiec dodatkowo, Ze stopniem wielomianu 0 jest —oo. Stopien
wielomianu f bedziemy oznaczaé przez deg(f).

Wielomiany stopnia 1 bedziemy nazywaé liniowymi, a wielomiany stopnia 2 kwadratowymi.

Dla wielomianu f = ap+aiz+. . .+a,x" wspétczynnik a,, nazywamy najstarszym (lub najwiekszym )
wspotczynnikiem. Jezeli najstarszy wspotczynnik rowny jest 1, to wielomian f nazywamy unormowa-
nym.

W zbiorze wszystkich wielomianow zmiennej x o wspotczynnikach z pierscienia R definiujemy do-
dawanie + 1 mnozenie -, kladgc dla dowolnych wielomianéw f = ag + a1z + ... + a,x™ oraz g =
bo +bix + ...+ bx™:

(ap +bo) + (a1 + b))z + ... + (an + by) 2" + bz + ..+ bpx™, gdy m > n,
f+g=1(ao+0by)+ (a1 +b1)x+ ...+ (a, +b,)2", gdy m =n,
(ap +bo) + (a1 +b1)x + ... + (Am + b)) T™ + b 2™ + L+ D™, gdy m < n.
f'g:CO+Clx+---+Cn+mxn+ma
gdzie

i
C; = E a;—ibr,
k=0

dla i € {0,...,n 4+ m}. Ponadto wyréiniamy wielomian 0 jako element neutralny dodawania oraz wie-
lomianl jako element neutralny mnozenia. Wowczas zbior wszystkich wielomianéw zmiennej x o wspot-
czynnikach z pierscienia R z tak okreslonymi dziataniami i wyréoznionymi elementami jest pierscieniem
przemiennym z jedynkq. Pierscien ten bedziemy nazywali pierScieniem wielomianéw zmiennej x o
wspdlezynnikach z pierscienia R i bedziemy oznaczali przez R|x].

Uwaga 8.1. Przy liczeniu stopni wielomiandéw przyjmujemy nastepujaca umowe notacyjna:
e Vn € N(n > —oo,
e (—00) + (~o0) = —o0,
o Vn e N(—oco+n=—00).
Uwaga 8.2. Niech R bedzie dowolnym pierscieniem, (R[z],+,-) pierscieniem wielomiandw zmiennej x
0 wspotczynnikach z pierscienia R. Niech ponadto
f=a +az+...+a,2" € Rlx] oraz g =by+ bz + ...+ bpz™ € R|x].

Wowcezas:
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(1) deg(f +g) < max{deg(f),deg(g)};
(2) jesli
deg(f) # deg(g),

to

deg(f + g) = max{deg(f), deg(g)};
(3) deg(fg) < deg(f) + deg(g);

(4) jesti
f#0Ng#0A (a, jest reqularny V by, jest reqularny),
to
deg(fg) = deg(f) + deg(g);
(5) jesli
f#0ANg+#0AR jest pierscieniem catkowitym,
to

deg(fg) = deg(f) + deg(g).
Dowad. (1) Niech h = f+g =Y 7, cxx”, przy czym ¢, = 0 dla prawie wszystkich k& € N. Ustalmy
k > max{n,m} = max{deg(f), deg(g)}. Wowczas:
c,=a,+b,=0+0=0.

Wobec tego deg(f + g) < max{deg(/), deg(g)}.

(2) Oczywiste.

(3) Niech h = f+g = > oo, ca®, przy czym ¢, = 0 dla prawie wszystkich & € N. Ustalmy
k> n+m = deg(f) + deg(g). Mamy

k
Cp = E ak_ib’.
i=0

Jezelii € {0,...,m}, tok—i € {n+1,... k}, wiec a_; = 0. Podobnie, jezeli i € {m+1,...,k},
to b; = 0. Zatem ¢ = 0, a wiec deg(fg) < deg(f) + deg(g).
(4) Niech h = f +g =77, cxx”, przy czym ¢ = 0 dla prawie wszystkich k € N. Mamy

n—+m
%
Cntm = E an—i—m—ib
1=0

= Qpim bO + Gpym—1 by + ...+ a'nbm + Gp-1 bm—l—l +...Fag bm+n
—— —— ~—~—~ —~—
=0 =0 =0 =0
= a,by,
Poniewaz a,, lub b, jest regularny, wiec ¢, 1, # 0.
(5) Wynika wprost z (4).
0J

Whiosek 8.1. Niech R bedzie dowolnym pierscieniem, (R[x], +,-) pierScieniem wielomiandw zmiennej
x o0 wspotczynnikach z piersScienia R. Niech ponadto

f=a +az+...+a,2" € R[z].
Wowczas:
(1) jesli a,, jest reqularny w R, to f jest reqularny w R[z];
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(2) kazdy wielomian unormowany jest elementem regularnym w R|x];
(3) jesli R jest calkowity, to R[z] jest calkowity.

Twierdzenie 8.1 (o dzieleniu wielomianéw z reszta). Niech R bedzie dowolnym pierscieniem, (R[x], +,-)
pierscieniem wielomianow zmiennej x o wspotczynnikach z pierScienia R. Niech ponadto

f=a+az+...+a,2" € R[x] oraz g =by+ bz + ...+ bpx™ € R|x].
Wowczas istniejg liczba I € NU {0} oraz wielomiany q,r € R[x] takie, Ze
a-g=q-f+r
oraz deg(r) < deg(f).
Dowdd. Jezeli deg(g) = m < n = deg(f), to ktadziemy | =0, ¢ =0, r = g.

Jezeli deg(g) = m = n = deg(f), tol =1, ¢ = by, ¥ = ang — by, f. Istotnie, zauwazmy ze wowczas
deg(r) < n = deg(f).

Jezeli deg(g) = m > n = deg(g), to dowdd prowadzimy metoda indukcji wzgledem deg(g) = m.
Zatozmy, ze dlam’ € {n+1,...,m — 1} i dla wielomianéw postaci
g=by+bax+.. . +b 2™ € Rlx]
istnieja liczba I, € NU {0} oraz wielomiany ¢, € R|x] takie, ze
lllnl chr=q - f+1m
oraz deg(ry) < deg(f). Pol6zmy
g1 = ang — bmxminf
Woéwczas
deg(g1) e {n+1,...,m—1},
istnieja liczba I, € NU {0} oraz wielomiany ¢, € R|x] takie, ze
a g =q - f +r, oraz deg(ri) < deg(f)
czyli
d - (ang — bt " f) = v f + 11 ore deg(r) < deg(/)
lub réwnowaznie
a g = (g1 + bpax™ ™) - f + 11 oraz deg(ry) < deg(f).
Tym samym ktadac | =1, + 1, ¢ = ¢1 + allb,2™ ™ oraz r = r; otrzymujemy teze. 0

Whiosek 8.2. Niech R bedzie dowolnym pierscieniem, (R[x],+,-) pierscieniem wielomiandw zmiennej
x 0 wspotczynnikach z pierscienia R. Niech ponadto

f=a+az+...+a,2" € R[x] oraz g =by+ bz + ...+ bpx™ € R|x].
Wowczas:
(1) jesli a,, = 1, to istniejg wielomiany q,r € R[z] takie, ze
g=q-f+r
oraz deg(r) < deg(f);
(2) jesli R jest cialem, to istniejg wielomiany q,r € R[z| takie, ze
g=q-f+r
oraz deg(r) < deg(f).
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Dowdd. (1) Oczywiste.
(2) Jezeli R jest cialem, to istnieje element a, ! € R, a wiec taki, ze a,'a, = 1. Wobec tego istnieja
wielomiany ¢, € R[z] takie, ze
g=aq-a,' f+m

oraz deg(ri) < deg(a,' f) = deg(f). Zatem kladac q = qia,' oraz r = r; otrzymujemy teze
[

Twierdzenie 8.2 (o jednoznacznosci dzielenia z reszta). Niech R bedzie dowolnym pierscieniem, (R[z],+, )
pierscieniem wielomianow zmiennej x o wspotczynnikach z pierScienia R. Niech ponadto

f=a+az+...+a2" € Rlx] oraz g =by+ bz + ...+ bpz™ € R|x].
Jesli a,, jest reqularny, to istnieje co najwyzej jedna para takich wielomiandw q,r € R[z], Ze
g=q-f+r

oraz deg(r) < deg(f).
Dowad. Niech

g=q - [+r,deg(r) <degf, q,m € R[z],

9= a2 f+rs,deg(rz) < deg f,qo,m2 € R[z].
Stad

0= (g1 —q)f +(ri —72),
lub réwnowaznie
To —T1= (Q1 - QQ)f~
Wobec Uwagi 8.2
deg(f) > max{deg(r1), deg(rz)} — deg(ra — 1) = deg((q1 — ¢2)f) = deg(q1 — ¢2) + deg(f).

Tym samym deg(q; — ¢2) = —00, a wiec ¢; — g2 = 0, skad tez ro = ry. O

Whiosek 8.3. Niech R bedzie dowolnym pierscieniem, (R[x],+,-) pierscieniem wielomiandw zmiennej
x 0 wspotczynnikach z pierscienia R. Niech ponadto

f=a +az+...+a,2" € Rlx] oraz g =by+ bz + ...+ bpz™ € R|x].
(1) Jezeli R jest calkowity, to istnieje co najwyzej jedna para takich wielomiandw q,r € R[z], Ze
g=q-f+r

oraz deg(r) < deg(f).
(2) Jezeli a, =1, to istnieje dokladnie jedna para takich wielomiandw q,r € R[z|, Ze

g=q-f+r

oraz deg(r) < deg(f).
(3) Jezeli R jest cialem, to istnieje dokladnie jedna para takich wielomiandw q,r € R[x], Ze

g=q-f+r
oraz deg(r) < deg(f).
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Definicja 8.1. Niech R bedzie dowolnym pierscieniem, (R[x],+,) pierscieniem wielomiandw zmiennej
x o0 wspotczynnikach z pierScienia R. Niech ponadto

f=a+az+...+a,2" € Rlx] oraz g =by+ bz + ...+ bpz™ € R|x].
Jezeli istnieje dokladnie jedna para takich wielomiandéw q,r € R[z], Ze
g=q-f+r

oraz deg(r) < deg(f) to mowimy, ze w pierscieniu R[x] wykonalne jest dzielenie z reszta wiclomianu
g przez f. Wielomian q nazywamy wowczas niepelnym ilorazem, a wielomian r reszta z dzielenia.

8.2. Warto$¢ wielomianu, pierwiastki wielomianu, funkcja wielomianowa.

Twierdzenie 8.3 (wlasnosé uniwersalna pierscienia wielomianéw). Niech R bedzie dowolnym pierscie-
niem, (R[x],4+,) pierscieniem wielomiandw zmiennej x o wspolczynnikach z pierscienia R.
(1) Pierscien R ma nastepujgcg wltasno$é:
VP - pierscien ¥r € P¥¢ : R — P — homomorfizm 3l : Rx] — Pl(x) =r A [gr= ¢].
(2) Dla dowolnego rozszerzenia R C S oraz elementu s € S\ R takiego, ze S = R|[s|, jezeli
VP - pierscien Nr € PN¢ : R — P — homomorfizm 3l : S — Py(x) =r A [gr= ¢).
to S = R[z| i izomorfizm o : R[z] — S jest jednoznacznie wyznaczony przez warunki
a(x) = s oraz a [g=idpg.

Dowdd. (1) Ustalmy pierscien P, element r € P i homomorfizm ¢ : R — P. Zdefiniujmy odwzoro-
wanie ¢ : R[z] — P wzorem

(0 (Z akxk> = Z d(ax)rk.

Bez trudu sprawdzamy, ze ¢ jest homomorfizmem. Ponadto ¢ (x) = r oraz ¢ (a) = ¢(a), dla
a € R.

Pokazemy, ze 1 jest wyznaczony jednoznacznie. Istotnie, zatézmy, ze ¢, : R[z] — P oraz
Yy R[z] — P sa dwoma homomorfizmami speliajacymi warunki

Yi(z) =71 Ath [r=¢
oraz

Vo) =1 A2 [r= ¢.
Wowcezas dla > _, axz® € R[z]:

U1 (Z ak$k> = > ti(an) (W (@) = ena)r”

k=0

= 3 olap)rt =Y en(a)(¥r(x))"
k=0 k=0

= Yy (i ak:z:k> )
k=0
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(2)

Ustalmy pierscien S, R C S iniech s € S\ R. Zalézmy, ze
VP — pierécien Vr € PVY¢ : R — P — homomorfizm 3 : S — P[y(z) =r A [r= ¢@].
Wobec udowodnionej juz czesci twierdzenia istnieje doktadnie jeden homomorfizm ¢y : R[x] — S
taki, ze
’(/)1(1‘) =S A ’(/)1 [R: ldR
Wobec zatozenia istnieje doktadnie jeden homomorfizm 5 : S — R[x] taki, ze
Y1(s) = Ay [g= idpg.
Pokazemy, ze 15 0 ¢y = idpy). Istotnie, dla Y ;_, apz® € R[z]:

1y 01y (Z akxk) = 1 (Z ¢1(ak)(@/)1($))k> = 1y (Z aksk)
k=0 k=0 k=0

= ) nlar)(Whals) =D apat.
k=0 k=0

Analogicznie pokazujemy, ze 11 o0 ¥y = idg.
OJ

Definicja 8.2. Niech R bedzie dowolnym pierscieniem, (R|[x],+,) pierscieniem wielomiandw zmiennej
x 0 wspotczynnikach z pierscienia R.

(1)

Dla dowolnego pierscienia P i jego elementu r € P oraz homomorfizmu ¢ : R — P, jedyne
przedtuzenie v : Rlx| — P homomorfizmu ¢ takie, Ze

(@) =r oraz Y [p= ¢
nazwamy wartosciag wielomiandéw, a jego wartosé dla wielomianu f € Rlz|, ¥ (f), wartoscia
wielomianu f w punkcie r € R. JeZeli wartosé wielomianu f w punkcie r € R jest rowna 0,

to punkt r € R nazywamy miejscem zerowym (lub pierwiastkiem) f. Najcze$ciej rozwazamy
przypadek, gdy R = P oraz ¢ = idp. Wowczas

v(f) = (Z ak:ﬂk> = Zakrk.

Dla piericienia R i jego elementu idg € R® oraz homomorfizmu ¢ : R — RE danego wzorem
¢(a) = const.a, dla a € R,

obraz y(R[z]) poprzez jedyne przedluzenie v : R[x] — R homomorfizmu ¢ takie, ze
Y(z) =idgr oraz v [g= ¢

nazwamy pierscieniem funkcji wielomianowych o wspéotczynnikach 2 R, a jego elementy
funkcjami wielomianowymi.

Definicja i Uwaga 8.2. Niech R, P bedg pierscieniami, a ¢ : P — R homomorfizmem piersciens.
Wowczas istnieje dokladnie jeden homomorfizm v : R[x] — Ply| taki, Ze

U(x) =y oraz P [r= ¢.

Ponadto jesli ¢ jest roinowartosciowy, to ¢ jest réznowartosciowy, a jesli ¢ jest surjektywny, to ¢ jest
surjektywny. Homomorfizm ¢ nazywamy homomorfizmem pier$cieni wielomianéw indukowanym
przez homomorfizm wspdétczynnikéw.
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Dowdd. Pokazemy, ze istnieje dokladnie jeden homomorfizm v : R[z] — Ply| taki, ze

U(x) =y oraz ¢ [g= ¢.

Istotnie, wobec Twierdzenia 8.3 wystarczy wzia¢ P = Ply| oraz r = y.
Zalbézmy, ze ¢ jest réznowartosciowy. Pokazemy, ze 1) jest roznowarto$ciowy. Istotnie, ustalmy f =
> h_o ara”® € ker1p. Wowcezas

0 = @b(f):w(Zakxk)

= Y wla) @) = Y oy,

a zatem ¢(ay) = 0, k € {0,...,n}, czyli ar, € ker ¢, k € {0,...,n}. Poniewaz ¢ jest réznowartodciowy,
wiec ap =0, k € {0,...,n}, a zatem f = 0.

Zalozmy, ze ¢ jest surjektywny. Pokazemy, ze 1) jest surjektywny. Istotnie, ustalmy g = > 7, byt €
P[z]. Poniewaz ¢ jest surjektywny, wiec by = ¢(ay), dla pewnego ax € R, k € {0,...,n}. Woéwczas

g9 = D> byt =) ola)y
k=0 k=0

= 3 an) () = o (Z ) .

k=0

O

Twierdzenie 8.4 (Bézout''). Niech R bedzie dowolnym pierscieniem, (R[x],+,-) pierscieniem wielo-
mianow zmiennej © o wspolczynnikach z pierscienia R. Niech ponadto f € R[z| oraz a € R. Wéwczas a
jest pierwiastkiem wielomianu f wtedy i tylko wtedy, gdy x — a dzieli f.

Dowdd. (=): Zatézmy, ze f(a) = 0. Dzielac z reszta f przez x — a otrzymujemy
f(z) =q(z) - (x —a) +r(z) gdzie ¢, € R[z]| oraz degr < deg(x —a) = 1.
Tym samym degr € {—o0, 0}, wiec r jest wielomianem statym. Ponadto
0= f(a) = q(a) - (a—a) +r(a),

skad r(a) = 0. Zatem x — a dzieli f.
(«<): Zatézmy, ze f(x) = q(z) - (x — a), dla pewnego ¢ € R[z|. Wowczas

0=q(a)-(a—a)= fla)
U

Whiosek 8.4. Niech R bedzie dowolnym pierscieniem, (R[x],+,-) pierscieniem wielomiandw zmiennej
x 0 wspotczynnikach z pierscienia R. Niech ponadto f € Rlz| oraz a € R. Wowczas:

(1) f(z) =q(z) - (x —a) + f(a), dla pewnego q € R[z]|;

UE. Bézout (1730-1780) — matematyk francuski.
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(2) (schemat Hornera) jezeli f =Y ._, axx®, to

fz) = <i bkxk> +(z —a) + (ao + abo),

gdzie

bp—1 = a, oraz by = a1 + abgyy dla k € {n —2,...,0}.

Dowad. (1) Poréwnaj dowdd twierdzenia Bézout.

(2) Wobec udowodnionej juz czesci twierdzenia:

(x—a)+ Zakak.
k=0

Z arz® = q(x)
k=0

. —1 ,
Niech g = Y1~ bpx®. Wowczas:

iakxk = (me) r—a —|—Zaka
k=0

= bg[E"‘bll’ ++bn 11’

— bpa—bixa— ... —b,_1z"

= (Z akak — bo@) + (b() — blCL)Q? + ..o+ (bn,Q — bn,la)xnfl + bn,1$n.
k=0

Stad:
ag = > oaka® —boa =
aq = b(] - bl(l =
ap-1 = bn—2 - bn—la =
anp = b,_1 =

a—l—Zaka

n k _
Zk:o ara” = ag + (lbo
ay + CLbl

n-1+ abn—l
Ay, .

O

Definicja 8.3. Niech R bedzie dowolnym pierscieniem, (R[x],+,) pierscieniem wielomiandw zmiennej
x o wspdlczynnikach z pierscienia R. Niech ponadto f € R[z| oraz a € R. Element a € R nazywamy
pierwiastkiem k-krotnym wiclomianu f, gdy f jest podzielny przez (x — a)*, ale nie jest podzielny

przez (v — a)**t.

Lemat 8.1. Niech R bedzie dowolnym pierscieniem, (R[z],+,-) pierscieniem wielomiandw zmiennej x
o wspdlezynnikach z pierscienia R. Niech ponadto f € R[z] oraz a € R. Wéwczas a jest pierwiastkiem

k-krotnym wielomianu f wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje wielomian q € Rlx| taki, Ze f(x) =

oraz q(a) # 0.

Dowdd. (=): Zatbézmy, ze istnieja wielomiany ¢y, qo, 72 € R[z] takie, ze

f@) =q(z) (z—a)f

oraz

f(x) = g2(2) - (x — a)*™ + ry(2) gdzie ro(a) # 0.

(z—a)*-q(z)
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Przypusémy, ze ¢qi(a) = 0. Wowczas, wobec twierdzenia Bézout:

¢ (z) = gs(z) - (x —a).
Zatem
f(x) = gs(x) - (& — a)**!

co jest sprzecznoscig wobec jednoznacznosci dzielenia z reszta.

(«): Zalézmy, 7Ze istnieje wielomian q € R[z] taki, ze f = (z — a)* - q(z) oraz g(a) # 0. Niech a bedzie
pierwiastkiem [-krotnym wielomianu f. Oczywiscie [ > k. Przypusémy, ze | > k. Wowczas

f(@) = g2(2) - (x — @)
dla pewnego ¢, € R[z|. Stad
@(x) (z—a)" = (z—a)* - q(2)

a zatem q(z) = ¢2(x) - (x — a), czyli wobec twierdzenia Bézout a jest pierwiastkiem ¢, czyli ¢(a) = 0, co
daje sprzecznosc. O

Twierdzenie 8.5 (o rozktadzie wielomianu na czynniki liniowe). Niech R bedzie pierscieniem catkowi-
tym, (R[], +,-) pierscieniem wielomiandw zmiennej x o wspdlczynnikach z pierscienia R. Niech ponadto

0+# f € R[z] oraz ay, ..., a, € R bedq pierwiastkami wielomianu f o krotnosciach ky, . .., k,,, odpowied-
nio. Wéwczas istnieje wielomian q € R[x] taki, ze

flx)=(zx—a)™ ... - (z—an) - q(z) oraz q(a;) # 0,i € {1,...,m}.
Dowaod. Dowdd prowadzimy przez indukcje wzgledem m. Dla m = 1 teza wynika wprost z poprzedniego
lematu. Dla m > 1 zalézmy, ze jesli aq,...,a,—1 € R sa pierwiastkami wielomianu f o krotnosciach
ki,...,km_1, odpowiednio, to istnieje Wlelomlan ¢ € R[z] taki, ze

fx)=(z—a)* ... (& = ap_1)™ - q(x) oraz q(a;) #0,i € {1,...,m —1}.

Bedziemy chcieli pokazaé, ze istnieje wielomian ¢ € R[z] taki, ze

fx)=(z—a)™ ... (x —an)* - q(z) oraz q(a;) #0,i € {1,...,m}.

W tym celu pokazemy najpierw, ze a,, jest pierwiastkiem wielomianu ¢;. Istotnie, poniewaz a,, jest
pierwiastkiem wielomianu f, wiec

0= f(am) = (am—a))™ ... (am — Gm_1)* " - q1(an)
i skoro a,, —a; # 0,1 € {1,...,m — 1} i pierscien R jest catkowity, to
q1(am) = 0.

Zaloézmy, ze a,, jest pierwiastkiem ¢; o krotnosci [. Wobec poprzedniego lematu istnieje wielomian
q € Rx] taki, ze
(z) = (z — an)'q(z) oraz q(ay,) # 0,

a zatem
fl@)=(zx—a)™ ... (2 = am_1)™ - (. —am)" - q(z) oraz q(a;) #0,i € {1,...,m}.
Pozostaje pokazaé, ze | = k,,. Istotnie, oznaczmy
@)= (x—a) ... (2= ap_y)" " q(x)

Wéwcezas
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i ponadto

@2(am) = (@m — @)™ .. (A — 1) - q(am) # 0,
skoro a,, —a; # 0,1 € {1,...,m — 1}, q(an) # 0 i pierScien R jest catkowity. Tym samym wobec
poprzedniego lematu a,, jest [-krotnym pierwiastkiem wielomianu f, a wiec | = k,,. O

Whiosek 8.5. Niech R bedzie pierscieniem catkowitym, (R[z],+,-) pierscieniem wielomiandw zmiennej
x o wspolczynnikach z pierscienia R. Niech ponadto 0 # f € Rlx]|. Wowczas:

(1) jesli aq,...,am € R bedg pierwiastkami wielomianu f o krotnosciach ky, ..., kn, odpowiednio, to

> ki < deg(f);
=1

(2) jesli f jest wielomianem stopnia n, to f ma co najwyzej n pierwiastkow;

(3) jesli R jest nieskonczony, to dla pewnego r € R, f(a) # 0;

(4) jesli R jest nieskoriczony, to jedyny homomorfizm ¢ : R[x] — RE definiujgcy pierscien funkcji
wielomianowych jest roznowartosciowy.

Dowad. (1) Wobec Uwagi 8.2 i Twierdzenia o rozktadzie wielomianu na czynniki liniowe, poniewaz
istnieje wielomian g € R[x] taki, ze
F(5) = (2 —a)" -+ (2 — an) - g(x) oraz qlas) # 0, € {1,...,m},
wiec

deg(f) =Y ki + deg(q) > Y ks

i=1

(2) Oczywiste.

(3) Wobec (2) wielomian f ma co najwyzej deg(f) pierwiastkéw, zas pierscien R jest nieskonczony,
wiec dla pewnego a € R

fla) # 0.

(4) Niech ¢ : R[z] — R bedzie jedynym przedtuzeniem homomorfizmu ¢ : R — R danego wzorem
¢(a) = const.a, dla a € R,
takim, ze
Y(x) = idg oraz Y [g= ¢.
Ustalmy f = >",_,arz” € ker ¢p. Wowczas

0=1(f) = w(z apx®) = Zconst.ak - (idg)*.

k=0

Poniewaz dla a € R:
fla) = Zconst.ak(a) - (idg(a))* =0,
k=0

wiec f = 0.
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8.3. Wielokrotne pierwiastki wielomianéw. Ré6zniczkowanie wielomianéw.

Definicja 8.4. Niech F bedzie ciatem. Wielomian f € F|x] nazywamy rozdzielczym, gdy w kazdym
rozszerzeniu L ciata F' ma on wylgcznie pierwiastki jednokrotne.

Twierdzenie 8.6 (o wzorach Viete'y'?). Niech R bedzie pierscieniem catkowitym, niech f(x) = z™ +
Up 12" 4. Harr+ay € Rlz] bedzie wielomianem unormowanym. Niech xy, ..., x, € R bedq wszystkimi
(vwzgledniajgc krotnosci) pierwiastkami f w pierscieniu R. Wéwczas:

1 = —(x14 ... +x),

ap = (=1)"zq-... xp.
Dowaéd. Dowdd otrzymujemy pordéwnujac wspotezynniki przy kolejnych potegach x’a w rownosci:
T4 a2 e tag= (v —x) - (=) (10— Ty).
O

Definicja 8.5. Niech R bedzie pierscieniem, niech f(x) = a,a™+a, 12" ' +...+a1x+ag € R[z] bedzie
wielomianem. Wielomian

f'(x) = na, 2" '+ (n — Dap_12™ %+ ...+ 2a92 + a1 € R[]

nazywamy pochodna wiclomianu f. Wielomian f®(z) = f'(f*V(z)), gdzie fV(z) = f'(z), nazywa-
my k-ta pochodna wielomianu f.

Definicja 8.6. Niech R bedzie pierscieniem, niech fi, fo,..., fn € R[z]. Wielomian

fi f2 fs oo fa
f f fso
det : : : . :
fl(nfl) fQ(nfl) ?Enfl) o fT(lnfl)
nazywamy wronskianem' wiclomianéw fi, fa, ..., f, € R[x].

Uwaga 8.3. Niech R bedzie pierscieniem, niech f,g € R|x], niech a € R. Wéwczas:

(D) (f+9)=f+4d,
(2) (af) =af,

(3) (fg9)' = fg+fd,
(4) (f*) =nfrtf.

Proste dowody pozostawiamy jako ¢wiczenie.
12F. Viete (1540-1603) — matematyk i prawnik francuski.

13] . Hoene-Wronski (1776-1853) — matematyk, filozof, fizyk, prawnik i ekonomista polski, autor prac z zakresu analizy
zespolonej.
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Twierdzenie 8.7 (wzor Leibniza). Niech R bedzie pierscieniem, niech f,g € Rlx|. Wéwczas
e
(k) — (k=1) ,(2)
(f9) ;0 (Z)f g,
Prosty dowod pozostawiamy jako ¢wiczenie.

Twierdzenie 8.8 (wzér Maclaurina). Niech R bedzie pierscieniem, niech f € R[x]. Wowczas

' d (n)
f(:z:):f(0)+fl(!o)x+f2(!0)x2+...+f n!(())g;n,

gdzie n = deg f.
Prosty dowdd pozostawiamy jako ¢wiczenie.

Twierdzenie 8.9 (wzor Taylora). Niech R bedzie pierscieniem, niech f € R[z|, ¢ € R. Wéwczas

PRGN CCIPRRN I

fla+e)=fle)+ = o o

gdzie n = deg f.
Prosty dowdd pozostawiamy jako ¢wiczenie.

Twierdzenie 8.10. Niech R bedzie pierscieniem, niech f € R[x], a € R. Wowczas
a jest pierwiastkiem k-krotnym f wtedy i tylko wtedy, gdy f(a) = f'(a) = ... = f*V(a) =0,
1®(a) # 0.
Dowdd. (=) : Zalézmy, ze a jest k-krotnym pierwiastkiem f. Wobec tego istnieje wielomian g € R[x]
taki, ze
F(2) = (& — a)¥g(x) oraz g(a) # 0.
Tym samym
f'@) = (z —a)" Hkg(@) + (z — a)g' ()] = (z — a) "h(),
gdzie h(a) # 0. Jezeli k — 1 > 0, to
f'(x) = (z = a)* ha(2),

gdzie hy(a) # 0. Postepujac indukeyjnie po k — 1 krokach otrzymujemy
fEU(@) = (2 — a)hp_o(z) oraz hy_o(x) # 0,
@) = ha(a) + (2 — a)hj_s(@),

a wiec f®(a) #0oraz f(a) = f'(a) = ... = f*V(a) =0, f*F(a) # 0.
(<) @ Zatézmy, ze f(a) = f'(a) = ... = f&(a) = 0, f®(a) # 0. Niech [ bedzie krotnoscia
pierwiastka a. Gdyby [ < k lub [ > k, to otrzymujemy sprzeczno$¢ z udowodniong juz czeécia twierdzenia.

O

Whiosek 8.6. Niech F bedzie cialem, niech f € Flx] i niech g ~ NWD(f, f'). Wéwczas jesli a € F
jest pierwiastkiem wielokrotnym wielomianu f, to a jest tez pierwiastkiem wielomianu g.

Dowdd. Zatézmy, ze g(x) ~ NWD(f(z), f'(x)). Wowczas istnieja wielomiany u,v € Fx| takie, ze

uf +vf =g.
Wobec Twierdzenia 8.10 f(a) = 0 oraz f'(a) =0, a zatem g(a) = 0. O
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Whiosek 8.7. Niech I bedzie cialem, niech f € Flx]. Wowczas kazdy pierwiastek f (w dowolnym ciele)
jest jednokrotny wtedy i tylko wtedy, gdy NWD(f, f') ~ 1.

Dowdd. (<) : Przypu$émy, ze a € F jest pierwiastkiem wielokrotnym. Wobec Twierdzenia 8.10 f(a) =0
oraz f'(a) =0, a zatem = — a| f(z) oraz  — a|f'(x), co daje sprzecznosé.

(=) : Przypusémy, ze NWD(f, f') ~ g # 1. Woéwczas degg > 0 oraz istnieje element a € F taki,
ze g(a) = 0. Zatem f(a) = 0 oraz f'(a) = 0, wiec a jest pierwiastkiem wielokrotnym f, co znéw daje
Sprzecznose. 0

Whiosek 8.8. Niech F bedzie ciatem, niech f € F[x], niech ponadto charF = 0. Wéwczas jezeli f jest
nierozktadalny w Fx], to ma wylgcznie pierwiastki jednokrotne (w dowolnym ciele).

Dowéd. Niech f(x) = a,z™ + ap12™ ' + ... + a1x + a9 € Flz|, gdzie a, # 0. Wowczas f'(z) =
na,z" '+ (n — Da,_ 122 + ...+ 2a9z + a1 # 0. Ponadto deg f' = n — 1, wicc f 1 f'. Poniewaz f jest
nierozktadalny, wiec NW D(f, f') ~ 1 1 wobec udowodnionego powyzej wniosku kazdy pierwiastek f w
dowolnym ciele jest jednokrotny. O



