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7. Wyk≥ad 7: Homomorfizmy pierúcieni, idea≥y pierúcieni. Idea≥y generowane przez
zbiory. PierúcieÒ ilorazowy, twierdzenie o homomorfizmie. Idea≥y pierwsze i

maksymalne.

7.1. Homomorfizmy pierúcieni, idea≥y pierúcieni.

Definicja 7.1. Niech P,R bÍdπ pierúcieniami.
(1) Odwzorowanie � : P ! R nazywamy homomorfizmem, jeúli

• �(1P ) = 1R,
• 8a, b 2 P [�(a+ b) = f(a) + f(b)],
• 8a, b 2 P [�(a · b) = f(a) · f(b)].
Zbiór wszystkich homomorfizmów pierúcienia P w pierúcieÒ R oznaczamy Hom(P,R).

(2) Homomorfizm � : P ! R nazywamy monomorfizmem, jeúli jest róønowartoúciowy.
(3) Homomorfizm � : P ! R nazywamy epimorfizmem, jeúli jest surjektywny.
(4) Homomorfizm � : P ! R nazywamy izomorfizmem, jeúli jest bijekcjπ.
(5) Homomorfizm � : P ! R nazywamy monomorfizmem kategoryjnym, jeúli dla kaødego pier-
úcienia S i dla kaødych homomorfizmów  1, 2 : S ! P

jeúli � �  1 = � �  2, to  1 =  2;

(6) Homomorfizm � : P ! R nazywamy epimorfizmem kategoryjnym, jeúli dla kaødego pierúcie-
nia S i dla kaødych homomorfizmów  1, 2 : R ! S

jeúli  1 � � =  2 � �, to  1 =  2.

(7) Homomorfizm � : P ! P nazywamy endomorfizmem. Zbiór wszystkich endomorfizmów ozna-
czamy End(P ).

(8) Izomorfizm � : P ! P nazywamy automorfizmem. Zbiór wszystkich automorfizmów oznaczamy
Aut(P ).

(9) Jeúli � : P ! R jest homomorfizmem, to zbiór

ker� = ��1
(0R) = {a 2 P : �(a) = 0R}

nazywamy jπdrem homomorfizmu �, zaú zbiór

im� = �(P ) = {b 2 R : 9a 2 P [b = �(a)]}
nazywamy obrazem homomorfizmu �.

Uwaga 7.1. Niech P,R bÍdπ pierúcieniami, niech � : P ! R bÍdzie homomorfizmem. Wówczas:
(1) �(0P ) = 0R;
(2) �(�a) = ��(a), dla a 2 P ;
(3) �(ak) = (�(a))k oraz �(ka) = k�(a), dla a 2 P , k 2 N [ {0};
(4) � : P ! R jest homomorfizmem grup addytywnych (P,+P ) i R,+R.

Dowód jest bardzo podobny do dowodu analogicznego rezultatu dla grup, w zwiπzku z czym pozosta-
wiamy go Czytelnikowi jako nietrudne Êwiczenie.

Twierdzenie 7.1. Niech P,R bÍdπ pierúcieniami, niech � : P ! R bÍdzie homomorfizmem. Wówczas:
(1) im� < R;
(2) � jest monomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy ker� = {0P};
(3) � jest epimorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy im� = R;
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(4) � jest izomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje homomorfizm  : R ! P taki, øe

� �  = idR oraz  � � = idP ;

(5) � jest monomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy jest monomorfizmem kategoryjnym;
(6) � jest epimorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy jest epimorfizmem kategoryjnym.

Dowód jest bardzo podobny do dowodu analogicznego rezultatu dla grup, w zwiπzku z czym pozosta-
wiamy go Czytelnikowi jako nietrudne Êwiczenie.
Przyk≥ady:
(1) � : P ! P , �(x) = x jest homomorfizmem;
(2) � : PX ! P , �(f) = f(x0) jest homomorfizmem, gdzie X 6= ; oraz x0 2 X jest ustalonym
elementem;

(3) � : Z ! Zn, �(x) = reszta z dzielenia x przez n jest homomorfizmem;
(4) � : Z ! P , �(x) = x · 1P jest homomorfizmem.

Twierdzenie 7.2. Niech P,R bÍdπ pierúcieniami, P1 < P , R1 < R, niech � : P ! R bÍdzie homomor-
fizmem. Wówczas:
(1) �(P1) < R,
(2) ��1

(R1) < R.

Dowód jest bardzo podobny do dowodu analogicznego rezultatu dla grup, w zwiπzku z czym pozosta-
wiamy go Czytelnikowi jako nietrudne Êwiczenie.

Definicja 7.2. Niech (R,+, ·) bÍdzie pierúcieniem, niech I ⇢ R. Zbiór I nazywamy idea≥em pierúcienia
R, jeøeli:

• 8a, b 2 I(a� b 2 I);
• 8a 2 I8x 2 R(xa 2 I).

Oznaczamy I C R.

Uwaga 7.2. Niech (R,+, ·) bÍdzie pierúcieniem, niech I C R. Wówczas I jest podgrupπ normalnπ grupy
(R,+).

Przyk≥ady:
(5) Rozwaømy pierúcieÒ (R,+, ·). Wówczas R C R i nazywamy go idea≥em niew≥aúciwym.
(6) Rozwaømy pierúcieÒ (R,+, ·). Wówczas {0} C R i nazywamy go idea≥em zerowym. Idea≥y
niew≥aúciwy i zerowy nazywamy idea≥ami trywialnymi.

(7) Rozwaømy pierúcieÒ Z. Wówczas 3Z C Z.
(8) Rozwaømy pierúcieÒ RR. Wówczas I = {f 2 RR

: f(1) = 0} C RR.

Twierdzenie 7.3. Niech P,R bÍdπ pierúcieniami, niech � : P ! R bÍdzie homomorfizmem. Wówczas:
(1) ker� C P ,
(2) jeúli J C R, to ��1

(J) C P oraz ker� ⇢ ��1
(J),

(3) jeúli I C P i � jest epimorfizmem, to �(I) C P .

Dowód. (1) Ustalmy a, b 2 ker�, x 2 P . Wówczas

�(a� b) = �(a)� �(b) = 0� 0 = 0,

a zatem a� b 2 ker�. Ponadto:

�(xa) = �(x)�(a) = �(x) · 0 = 0,

a zatem xa 2 ker�.
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(2) Ustalmy a, b 2 ��1
(J), x 2 P . Wówczas

�(a� b) = �(a)� �(b) 2 J,

a zatem a� b 2 ��1
(J). Ponadto:

�(xa) = �(x)�(a) 2 J,

a zatem xa 2 ��1
(J). Ustalmy ponadto c 2 ker�. Wówczas:

�(c) = 0 2 J,

a zatem c 2 ��1
(J).

(3) analogicznie.
⇤

Twierdzenie 7.4. Niech (R,+, ·) bÍdzie pierúcieniem, niech I C R. NastÍpujπce warunki sπ równowaø-
ne:
(1) I = R;
(2) I \ U(R) 6= ;;
(3) 1 2 I.

Dowód. (1) ) (2): oczywiste. (2) ) (3): ustalmy a 2 I \ U(R). Niech b 2 R bÍdzie taki, øe ab = 1.
Skoro a 2 I, b 2 R, wiÍc 1 = ab 2 I.
(3) ) (1): Ustalmy a 2 R. Skoro 1 2 I, a 2 R, to a = 1 · a 2 I. ⇤
Twierdzenie 7.5. Niech (R,+, ·) bÍdzie pierúcieniem. Wówczas:

R jest cia≥em wtedy i tylko wtedy, gdy R ma dok≥adnie dwa idea≥y, {0} i R.
Dowód. ()): za≥óømy, øe R jest cia≥em. Ustalmy I C R i niech I 6= {0}.
Pokaøemy, øe I \U(R) 6= ;. Istotnie, skoro R jest cia≥em, to U(R) = R \ {0}. Poniewaø I 6= {0}, wiÍc
dla a 2 I \ {0} zachodzi a 2 U(R).
Wobec poprzedniego twierdzenia I = R.
((): za≥óømy, øe {0} i R sπ jedynymi idea≥ami pierúcienia R. Ustalmy a 2 R \ {0}.
Pokaøemy, øe a 2 U(R). Niech Ia = {xa : a 2 R}. Zauwaømy, øe Ia C R: istotnie, ustalmy x1a, x2a 2

Ia, y 2 R. Wówczas
x1a� x2a = (x1 � x2)a 2 Ia

oraz
x1ay = (x1y)a 2 Ia.

Ponadto zauwaømy, øe a = 1 · a 2 Ia oraz a 6= 0. Tym samym Ia 6= {0}. Zatem Ia = R, w szczególnoúci
istnieje b 2 R \ {0} taki, øe ba = 1. ⇤
Twierdzenie 7.6 (lemat o odpowiednioúci miÍdzy idea≥ami). Niech P , R bÍdπ pierúcieniami, ⇡ : P ! R
homomorfizmem surjektywnym i niech N = ker ⇡. Oznaczmy

I = {I : I C P oraz N ⇢ I},J = {J : J C R}.
Wówczas odwzorowania

� : I ! J ,�(I) = ⇡(I),

 : J ! I, (J) = ⇡�1
(K)

sπ wzajemnie odwrotne.

Dowód jest bardzo podobny do dowodu analogicznego rezultatu dla grup, w zwiπzku z czym pozosta-
wiamy go Czytelnikowi jako nietrudne Êwiczenie.
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7.2. Idea≥y generowane przez zbiory.

Twierdzenie 7.7. Niech J = {Ji : i 2 I} bÍdzie rodzinπ idea≥ów pierúcienia R;
(1)

T
i2I Ji jest idea≥em pierúcienia R,

(2)
S

i2I Ji jest idea≥em pierúcienia R, o ile J jest ≥aÒcuchem.

Dowód jest bardzo podobny do dowodu analogicznego rezultatu dla grup, w zwiπzku z czym pozosta-
wiamy go Czytelnikowi jako nietrudne Êwiczenie.

Definicja 7.3. Niech (R,+, ·) bÍdzie pierúcieniem oraz A ⇢ R pewnym zbiorem. Najmniejszy w sensie
inkluzji idea≥ pierúcienia R zawierajπcy zbiór A (tj. przekrój wszystkich idea≥ów pierúcienia R zawiera-
jπcych A) nazywamy idea≥em generowanym przez A i oznaczamy (A).

Uwaga 7.3. Niech (R,+, ·) bÍdzie pierúcieniem oraz P < R. Wówczas:
(1) ({0}) = {0},
(2) (1) = R.

Definicja 7.4. Niech (R,+, ·) bÍdzie pierúcieniem, niech I C R. Kaødy zbiór A o tej w≥asnoúci, øe
(A) = I nazywamy zbiorem generatorów idea≥u I. Jeúli A = {a1, . . . , an} to oznaczamy

(a1, . . . , an) = (A).

Mówimy, øe idea≥ jest skoÒczenie generowany, gdy istniejπ elementy a1, . . . , an 2 R takie, øe

I = (a1, . . . , an).

Mówimy, øe idea≥ jest g≥ówny, gdy istnieje element a 2 R taki, øe

I = (a).

Mówimy, øe pierúcieÒ R jest pierúcieniem idea≥ów g≥ównych (PID, principal ideal domain), gdy
kaødy jego idea≥ jest idea≥em g≥ównym.

Twierdzenie 7.8 (o postaci elementów idea≥u generowanego przez zbiór). Niech (R,+, ·) bÍdzie pier-
úcieniem oraz A ⇢ R pewnym zbiorem. Wówczas

(A) = {a1b1 + . . .+ anbn : n 2 N, ai 2 A, bi 2 R}.

Dowód jest bardzo podobny do dowodu analogicznego rezultatu dla grup, w zwiπzku z czym pozosta-
wiamy go Czytelnikowi jako nietrudne Êwiczenie.

Wniosek 7.1. Niech (R,+, ·) bÍdzie pierúcieniem oraz a 2 R. Wówczas:
(1) Niech (R,+, ·) bÍdzie pierúcieniem oraz a 2 R. Wówczas:

(a) = {ab : b 2 R}.
(2) Niech (R,+, ·) bÍdzie pierúcieniem oraz a1, . . . , an 2 R. Wówczas:

(a1, . . . , an) = {a1b1 + . . .+ anbn : bi 2 R}.

Przyk≥ady:
(1) Rozwaømy pierúcieÒ Z. Wówczas:

(5) = {k5 : k 2 Z} = 5Z
oraz

(4, 6) = {k4 + l6 : k, l 2 Z}.
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(2) Rozwaømy pierúcieÒ R[x]. Wówczas:
(x) = {f · x : f 2 R[x]} = {g 2 R[x] : x|g}.

Definicja 7.5. Niech (R,+, ·) bÍdzie pierúcieniem, niech I, J C R.
(1) Idea≥ (I [ J) nazywamy sumπ idea≥ów I i J i oznaczamy I + J .
(2) Idea≥ ({i · j : i 2 I, j 2 J}) nazywamy iloczynem idea≥ów I i J i oznaczamy I · J .

Twierdzenie 7.9 (o postaci elementów sumy i iloczynu idea≥ów). Niech (R,+, ·) bÍdzie pierúcieniem,
niech I, J C R.
(1) I + J = {i+ j : i 2 I, j 2 J};
(2) I · J = {a1b1 + . . .+ anbn : n 2 N, ai 2 I, bi 2 J}

Twierdzenie 7.10. PierúcieÒ Z jest pierúcieniem idea≥ów g≥ównych.

Dowód. Ustalmy I C Z. Jeúli I = {0}, to I = (0) jest idea≥em g≥ównym. Jeúli I 6= {0}, to istnieje a 2 I,
a 6= 0. Oczywiúcie {�a, a} \ N 6= ;, zdefiniujmy wiÍc

c = min{a 2 N : a 2 I}.
Pokaøemy, øe I = (c). Inkluzja (�) jest oczywista, zaú dla dowodu inkluzji (⇢) ustalmy b 2 I. Dzielπc
z resztπ b przez c otrzymujemy

b = qc+ r dla pewnych q, r 2 N [ {0}, 0  r < c.

Zatem r = b � qc. Skoro b 2 I, c 2 I, q 2 Z, wiÍc r 2 I. Ponadto r < c, wiÍc z wyboru c wynika, øe
r = 0. Zatem b = qc 2 (c). ⇤
Twierdzenie 7.11. Niech F bÍdzie cia≥em. PierúcieÒ F [x] jest pierúcieniem idea≥ów g≥ównych.

Dowód. Ustalmy I C F [x]. Jeúli I = {0}, to I = (0) jest idea≥em g≥ównym. Jeúli I 6= {0}, to istnieje
f 2 I, f 6= 0. Zdefiniujmy wiÍc

h = wielomian z I moøliwie najmniejszego stopnia.

Pokaøemy, øe I = (h). Inkluzja (�) jest oczywista, zaú dla dowodu inkluzji (⇢) ustalmy g 2 I. Dzielπc
z resztπ g przez h otrzymujemy

g = qh+ r dla pewnych q, r 2 F [x], 0  deg r < deg h.

Zatem r = g � qh. Skoro g 2 I, h 2 I, q 2 F [x], wiÍc r 2 I. Ponadto deg r < deg h, wiÍc z wyboru h
wynika, øe r = 0. Zatem g = qh 2 (h). ⇤

7.3. PierúcieÒ ilorazowy, twierdzenie o homomorfizmie.

Definicja i Uwaga 7.1. Niech R bÍdzie pierúcieniem, niech I C R. Oznaczmy

a+ I = {a+ i : i 2 I},

R/I = {a+ I : a 2 R}
i w zbiorze R/I okreúlmy dzia≥ania dodowania i mnoøenia:

(a+ I) + (b+ I) = (a+ b) + I,

(a+ I) · (b+ I) = (a · b) + I.

Wówczas R/I jest pierúcieniem, nazywamy go pierúcieniem ilorazowym R wzglÍdem I.
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Dowód jest bardzo podobny do dowodu analogicznego rezultatu dla grup, w zwiπzku z czym pozosta-
wiamy go Czytelnikowi jako nietrudne Êwiczenie.
Przyk≥ady:
(1) Rozwaømy pierúcieÒ Z oraz (3) C Z. Wówczas:

Z/(3) = {0 + (3), 1 + (3), 2 + (3)}.
(2) Rozwaømy pierúcieÒ R[x] oraz (x2

) C R[x]. Wówczas:
R[x]/(x2

) = {a0 + a1x+ (x2
) : a0, a1 2 R}.

Definicja i Uwaga 7.2. Niech R bÍdzie pierúcieniem, niech I C R. Wówczas odwzorowanie  : R !
R/I dane wzorem (a) = a + I jest homomorfizmem surjektywnym oraz ker = I. Nazywamy go
epimorfizmem kanonicznym.

Dowód jest bardzo podobny do dowodu analogicznego rezultatu dla grup, w zwiπzku z czym pozosta-
wiamy go Czytelnikowi jako nietrudne Êwiczenie.

Wniosek 7.2. Niech R bÍdzie pierúcieniem, niech I ⇢ R. Wówczas I C R wtedy i tylko wtedy, gdy I
jest jπdrem pewnego homomorfizmu.

Dowód jest bardzo podobny do dowodu analogicznego rezultatu dla grup, w zwiπzku z czym pozosta-
wiamy go Czytelnikowi jako nietrudne Êwiczenie.

Twierdzenie 7.12 (o homomorfizmie). Niech P,R1, R2 bÍdπ pierúcieniami, �1 : P ! R1 homomorfi-
zmem surjektywnym, �2 : P ! R2 homomorfizmem.
(1) Jeúli istnieje homomorfizm  : R1 ! R2 taki, øe  � �1 = �2, to ker�1 ⇢ ker�2.
(2) Jeúli ker�1 ⇢ ker�2, to istnieje dok≥adnie jeden homomorfizm  : R1 ! R2 taki, øe  � �1 = �2.
Ponadto wówczas im = im�2 oraz ker = �1(ker�2).
Inaczej: diagram

P
�1

”na”~~}}
}}
}}
}} �2

  A
AA

AA
AA

A

R1
 

//_______ R2

jest przemienny.

Dowód jest bardzo podobny do dowodu analogicznego rezultatu dla grup, w zwiπzku z czym pozosta-
wiamy go Czytelnikowi jako nietrudne Êwiczenie.

Wniosek 7.3. Niech P,R1, R2 bÍdπ pierúcieniami, �1 : P ! R1 homomorfizmem surjektywnym, �2 :

P ! R2 homomorfizmem. Niech ponadto ker�1 ⇢ ker�2. Wówczas istnieje dok≥adnie jeden homomor-
fizm  : R1 ! R2 taki, øe  � �1 = �2 oraz:
(1) jeúli �2 jest surjektywny, to  jest surjektywny;
(2) jeúli ker�1 = ker�2, to  jest róønowartoúciowy;
(3) jeúli �2 jest surjektywny i ker�1 = ker�2, to  jest izomorfizmem.

Dowód jest bardzo podobny do dowodu analogicznego rezultatu dla grup, w zwiπzku z czym pozosta-
wiamy go Czytelnikowi jako nietrudne Êwiczenie.

Wniosek 7.4 (twierdzenie o homomorfizmie dla pierúcieni ilorazowych). Niech P,R bÍdπ pierúcieniami,
niech I C P , niech � : P ! R bÍdzie homomorfizmem.
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(1) Jeúli istnieje homomorfizm  : P/I ! R taki, øe  �  = � (gdzie  : P ! P/I oznacza
epimorfizm kanoniczny), to I ⇢ ker�.

(2) Jeúli I ⇢ ker�, to istnieje dok≥adnie jeden homomorfizm  : P/I ! R taki, øe  � = �. Ponadto
wówczas im = im� oraz ker = (ker�).
Inaczej: diagram

P


”na”}}||
||
||
|| �

��>
>>

>>
>>

>

P/I
 

//_______ R

jest przemienny.

Dowód jest bardzo podobny do dowodu analogicznego rezultatu dla grup, w zwiπzku z czym pozosta-
wiamy go Czytelnikowi jako nietrudne Êwiczenie.

Wniosek 7.5. Niech P,R bÍdπ pierúcieniami, niech I C P , niech � : P ! R bÍdzie homomorfizmem.
Niech ponadto I ⇢ ker�. Wówczas istnieje dok≥adnie jeden homomorfizm  : P/I ! R taki, øe  � = �
(gdzie  : P ! P/I oznacza epimorfizm kanoniczny) oraz
(1) jeúli � jest surjektywny, to  jest surjektywny;
(2) jeúli I = ker�, to  jest róønowartoúciowy;
(3) jeúli � jest surjektywny i I = ker�, to  jest izomorfizmem.

Twierdzenie 7.13 (twierdzenie o izomorfizmie). Niech P,R bÍdπ pierúcieniami, niech � : P ! R bÍdzie
homomorfizmem. Wówczas

im� ⇠
=

P/ ker�.

Przyk≥ady:
(3) Rozwaømy pierúcieÒ R oraz odwzorowanie � : R ! R dane wzorem �(x) = x. Wówczas im� = R,

ker� = {0}, a zatem R/{0} ⇠
=

R.
(4) Rozwaømy pierúcienie Z i Zn oraz odwzorowanie � : Z ! Zn dane wzorem �(x) = reszta z dzielenia x przez n.
Wówczas im� = Zn, ker� = nZ, a zatem Z/nZ ⇠

=

Zn.
(5) Rozwaømy pierúcienie R[x] i R oraz odwzorowanie � : R[x] !

R dane wzorem �(f) = f(a), gdzie a 2 R jest ustalone. Wówczas im� = R, ker� = (x � a), a
zatem R[x]/(x� a) ⇠

=

R.
(6) Rozwaømy pierúcienie R[x] i C oraz odwzorowanie � : R[x] ! C dane wzorem �(f) = f(i).
Wówczas im� = C, ker� = (x2

+ 1), a zatem R[x]/(x2
+ 1)

⇠
=

C.

7.4. Idea≥y pierwsze i maksymalne.

Definicja 7.6. Niech R bÍdzie pierúcieniem, niech I C R. Idea≥ I nazywamy idea≥em pierwszym,
jeúli jest w≥aúciwy oraz

8a, b 2 R[ab 2 I ) (a 2 I _ b 2 I)].

Przyk≥ady:
(1) Rozwaømy pierúcieÒ Z oraz {0} C Z. Wówczas {0} jest idea≥em pierwszym.
(2) Rozwaømy pierúcieÒ RR oraz I = {f 2 RR

: f(2) = 0} C RR. Wówczas I jest idea≥em pierwszym.

Twierdzenie 7.14. Niech R bÍdzie pierúcieniem, niech I C R. Wówczas
R/I jest pierúcieniem ca≥kowitym wtedy i tylko wtedy, gdy I jest pierwszy.
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Dowód. ((): za≥óømy, øe I jest idea≥em pierwszym. Ustalmy a+I, b+I 2 R/I i za≥óømy, øe (a+I)(b+I) =
0 + I. Wówczas ab 2 I, a zatem a 2 I lub b 2 I, czyli a+ I = 0 + I lub b+ I = 0 + I.

()): za≥óømy, øe R/I jest pierúcieniem ca≥kowitym. Ustalmy a, b 2 R i za≥óømy, øe ab 2 I. Wówczas
ab + I = 0 + I, a zatem (a + I)(b + I) = 0 + I. Skoro a + I = 0 + I lub b + I = 0 + I, wiÍc a 2 I lub
b 2 I. ⇤
Wniosek 7.6. Niech P,R bÍdπ pierúcieniami, niech J C R bÍdzie pierwszy, niech � : P ! R bÍdzie
homomorfizmem. Wówczas ��1

(J) jest idea≥em pierwszym.

Dowód. Zdefiniujmy odwzorowanie  : P ! R/J wzorem  =  � �, gdzie  jest epimorfizmem kano-
nicznym. Zauwaømy, øe ker = ��1

(J): istotnie, zachodzi

a 2 ker ,  (a) = J , (�(a)) = J

, �(a) + J = J , �(a) 2 J

, a 2 ��1
(J).

Wobec twierdzenia o izomorfizmie:
P/��1

(J) ⇠
=

im .

Ponadto im < R/J i jako podpierúcieÒ pierúcienia ca≥kowitego jest ca≥kowity. Zatem P/��1
(J) jest

ca≥kowity, a tym samym ��1
(J) jest pierwszy. ⇤

Wniosek 7.7. Niech R bÍdzie pierúcieniem. Wówczas:
R jest pierúcieniem ca≥kowitym wtedy i tylko wtedy, gdy {0} jest idea≥em pierwszym.

Dowód. Wobec twierdzenia o izomorfizmie R/{0} ⇠
=

R, a zatem R jest ca≥kowity wtedy i tylko wtedy,
gdy R/{0} jest ca≥kowity, wtedy i tylko wtedy, gdy {0} jest pierwszy. ⇤
Przyk≥ady:
(3) Rozwaømy pierúcieÒ Z oraz (n) C Z. Wówczas (n) jest idea≥em pierwszym wtedy i tylko wtedy,
gdy n jest liczbπ pierwszπ.

(4) Rozwaømy pierúcieÒ Z[x] oraz (x) C Z[x]. Wówczas (x) jest idea≥em pierwszym.

Definicja 7.7. Niech R bÍdzie pierúcieniem, niech I C R. Idea≥ I nazywamy idea≥em maksymalnym,
jeúli jest w≥aúciwy oraz

8J C R[I ⇢ J ) (I = J _ J = R)].

Twierdzenie 7.15. Niech R bÍdzie pierúcieniem, niech I C R. Wówczas
R/I jest cia≥em wtedy i tylko wtedy, gdy I jest maksymalny.

Dowód. Epimorfizm kanoniczny  : R ! R/I jest surjekcjπ oraz ker = I. Wobec lematu o odpowied-
nioúci miÍdzy idea≥ami rodziny

I = {J : J C R oraz I ⇢ J}
oraz

J = {K : K C R/I}
sπ równoliczne. Wobec tego R/I jest cia≥em wtedy i tylko wtedy, gdy |J | = 2 wtedy i tylko wtedy, gdy
|I| = 2 wtedy i tylko wtedy, gdy I jest idea≥em maksymalnym. ⇤
Wniosek 7.8. Niech P,R bÍdπ pierúcieniami, niech J C R bÍdzie maksymalny, niech � : P ! R bÍdzie
epimorfizmem. Wówczas ��1

(J) jest idea≥em maksymalnym.
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Dowód jest podobny do dowodu analogicznego rezultatu dla idea≥ów pierwszych i pozostawiamy go
Czytelnikowi jako nietrudne Êwiczenie.

Wniosek 7.9. Niech R bÍdzie pierúcieniem. Wówczas:
R jest cia≥em wtedy i tylko wtedy, gdy {0} jest idea≥em maksymalnym.

Dowód jest podobny do dowodu analogicznego rezultatu dla idea≥ów pierwszych i pozostawiamy go
Czytelnikowi jako nietrudne Êwiczenie.

Wniosek 7.10. Niech R bÍdzie pierúcieniem, niech I C R. Wówczas
jeúli I jest idea≥em maksymalnym, to I jest idea≥em pierwszym.

Dowód. Jeúli I jest idea≥em maksymalny, to R/I jest cia≥em, a wiÍc pierúcieniem ca≥kowitym, skπd I
musi byÊ pierwszy. ⇤
Wniosek 7.11. Niech R bÍdzie pierúcieniem idea≥ów g≥ównych, niech {0} 6= I C R. Wówczas

jeúli I jest idea≥em pierwszym, to I jest idea≥em maksymalnym.

Dowód. Ustalmy idea≥ pierwszy {0} 6= I C R. Poniewaø R jest pierúcieniem idea≥ów g≥ównych, wiÍc
I = (a), dla pewnego a 2 R \ {0}, a poniewaø I jest pierwszy, wiÍc:

8b, c 2 R[bc 2 (a) ) (b 2 (a) _ c 2 (a))].

Ustalmy idea≥ J C R i niech I ⇢ J . Poniewaø R jest pierúcieniem idea≥ów g≥ównych, wiÍc J = (b), dla
pewnego b 2 R\{0}. Poniewaø I ⇢ J , czyli (a) ⇢ (b), wiÍc a 2 (b), czyli a = bc, dla pewnego c 2 R\{0}.
Poniewaø R jest pierwszy, wiÍc b 2 (a) lub c 2 (a). Jeúli b 2 (a), to (b) ⇢ (a), wiÍc I = J . Jeøeli c 2 (a),
to c = ad, dla pewnego d 2 R \ {0}. Zatem:

a = bad,

skπd bd = 1, a wiÍc b jest odwracalny i tym samym J = R. ⇤
Przyk≥ady:
(5) Rozwaømy pierúcieÒ R[x] oraz (x� 1) C R[x]. Wówczas (x� 1) jest idea≥em maksymalnym.
(6) Rozwaømy pierúcieÒ R[x] oraz (x2

+ 1) C R[x]. Wówczas (x2
+ 1) jest idea≥em maksymalnym.

(7) Rozwaømy pierúcieÒ R[x] oraz (x2� 1) C R[x]. Wówczas (x2� 1) nie jest idea≥em maksymalnym,
nie jest teø idea≥em pierwszym.

Uwaga 7.4. Niech n > 1. NastÍpujπce warunki sπ równowaøne:
(1) (n) jest idea≥em pierwszym w Z;
(2) (n) jest idea≥em maksymalnym w Z;
(3) Zn jest pierúcieniem ca≥kowitym;
(4) Zn jest cia≥em;
(5) n jest liczbπ pierwszπ.

Twierdzenie 7.16. Niech R bÍdzie pierúcieniem, niech I C R. Wówczas
jeúli I jest w≥aúciwy, to jest zawarty w pewnym ideale maksymalnym.

Dowód. Ustalmy idea≥ R 6= I C R i zdefiniujmy rodzinÍ:

R = {J C R : J 6= R oraz I ⇢ J}.
Poniewaø I 2 R, wiÍc R 6= ;. Oczywiúcie (R,⇢) jest zbiorem czÍúciowo uporzπdkowanym.
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Ustalmy ≥aÒcuch J ⇢ R. Pokaøemy, øe J ma ograniczenie górne. Istotnie, zdefiniujmy

K =

[
{J : J 2 J }.

Wobec Twierdzenia ?? K C R. Oczywiúcie I ⇢ K. Zauwaømy teø, øe K 6= R, albowiem dla wszelkich
J 2 J zachodzi 1 /2 J , a zatem 1 /2 K i tym samym K jest w≥aúciwy. Pokazaliúmy wobec tego, øe K 2 J
i, oczywiúcie, J ⇢ K, dla J 2 J .
Wobec lematu Kuratowskiego-Zorna w rodzinie R istnieje element maksymalny, który jest poszuki-
wanym idea≥em maksymalnym. ⇤
Wniosek 7.12. Niech R bÍdzie pierúcieniem. Wówczas:
(1) w R istnieje pewien idea≥ maksymalny;
(2) w R istnieje pewien idea≥ pierwszy.

Definicja 7.8. Niech R bÍdzie pierúcieniem. Wówczas:
(1) zbiór wszystkich idea≥ów pierwszych pierúcienia R nazywamy spektrum pierwszym pierúcienia

R i oznaczamy Spec(R);
(2) zbiór wszystkich idea≥ów maksymalnych pierúcienia R nazywamy spektrum maksymalnym
pierúcienia R i oznaczamy Specm(R).


