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6. Wyk≥ad 6: PojÍcie pierúcienia. Podpierúcienie. Podpierúcienie generowane przez
zbiór. Specjalne typy elementów pierúcienia.

6.1. PojÍcie pierúcienia.

Definicja 6.1. Niech R bÍdzie zbiorem niepustym.
(1) AlgebrÍ (R,+, ·) nazywamy pierúcieniem, gdy (R,+) jest grupπ abelowπ, dzia≥anie · jest ≥aczne
oraz rozdzielne wzglÍdem dzia≥ania +, to znaczy

8x, y, z 2 R[x · (y + z) = x · y + x · z],

8x, y, z 2 R[(y + z) · x = y · x+ z · x].
Dzia≥anie + nazywamy dodawaniem w pierúcieniu R, a dzia≥anie · mnoøeniem. Element neu-
tralny dodawania nazywamy zerem i oznaczamy przez 0. PierúcieÒ (R,+, ·) nazywamy pierúcie-
niem zerowym, jeøeli R = {0}.

(2) AlgebrÍ (R,+, ·) nazywamy pierúcieniem przemiennym, gdy jest pierúcieniem i gdy mnoøenie
jest przemienne.

(3) AlgebrÍ (R,+, ·) nazywamy pierúcieniem z jedynkπ, gdy jest pierúcieniem i gdy mnoøenie ma
element neutralny, który wówczas nazywamy jedynkπ i oznaczamy przez 1.

(4) AlgebrÍ (R,+, ·) nazywamy cia≥em, gdy jest niezerowym pierúcieniem przemiennym z jedynkπ i
gdy dla kaødego elementu róønego od 0 istnieje element odwrotny wzglÍdem mnoøenia.

Uwaga 6.1. Niech (R,+, ·) bÍdzie cia≥em. Wówczas:
(1) R zawiera co najmniej dwa elementy,
(2) (R,+) jest grupπ abelowπ,
(3) (R⇤, ·) jest grupπ abelowπ, gdzie R⇤

= R \ {0}.

Przyk≥ady:
(1) Pierúcienie liczbowe. (Z,+, ·), (Q,+, ·), (R,+, ·), (C,+, ·) sπ przyk≥adami pierúcieni przemien-
nych z jedynkπ. (N,+, ·) nie jest pierúcieniem. Ponadto (Q,+, ·), (R,+, ·), (C,+, ·) sπ cia≥ami, zaú
(Z,+, ·) nie jest.

(2) Pierúcienie reszt. Niech n 2 N i rozwaømy Zn = {0, 1, . . . , n � 1} z dzia≥aniami �n oraz ⌦n.
(Zn,�n,⌦n) sπ przyk≥adami pierúcieni przemiennych z jedynkπ. (Zn,�n,⌦n) na ogó≥ nie jest
cia≥em, chyba øe n jest liczbπ pierwszπ.

(3) Pierúcienie wielomianów. Niech R[x] bÍdzie zbiorem wielomianów zmiennej x o wspó≥czynni-
kach rzeczywistych. Wówczas (R[x],+, ·) jest pierúcieniem przemiennym z jedynkπ, który nie jest
cia≥em, gdzie + i · oznaczajπ dzia≥ania, odpowiednio, dodawania i mnoøenia wielomianów.

(4) Pierúcienie macierzy. Niech F bÍdzie dowolnym cia≥em, niechM(n, F ) oznacza zbiór macierzy
kwadratowych stopnia n o wspó≥czynnikach z cia≥a F . (M(n, F ),+, ·) jest pierúcieniem z jedynkπ,
przy czym + i · oznaczajπ tu, odpowiednio, dodawanie i mnoøenie macierzy. PierúcieÒ ten na ogó≥
nie jest przemienny.

(5) PierúcieÒ endomorfizmów. Niech V bÍdzie przestrzeniπ liniowπ. (V,+). Oznaczmy przez
End(V ) zbiór endomorfizmów liniowych przestrzeni V . (End(V ),+�) jest pierúcieniem z jedynkπ,
który na ogó≥ nie jest przemiennt, przy czym + i � sπ tu dzia≥aniami, odpowiednio, dodawania i
sk≥adania przekszta≥ceÒ liniowych.

(6) Pierúcienie funkcji. Niech (R,+R, ·R) bÍdzie pierúcieniem, niech X 6= ;. W rodzinie funkcji

RX
= {f : X ! R : f jest funkcjπ}
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definiujemy dzia≥ania

(f + g)(x) = f(x) +R g(x) oraz (f · g)(x) = f(x) ·R g(x).

(RX ,+, ·) jest pierúcieniem, który jest przemienny, gdy R jest przemienny.
(7) SkoÒczony produkt pierúcieni. Niech (R1,+1, ·1), . . . , (Rn,+n, ·n) bÍdπ pierúcieniami. W pro-
dukcie kartezjaÒskim R = R1 ⇥ . . .⇥Rn definiujemy dzia≥ania “po wspó≥rzÍdnych”:

(a1, . . . , an) + (b1, . . . , bn) = (a1 +1 b1, . . . , an +n bn),

(a1, . . . , an) · (b1, . . . , bn) = (a1 ·1 b1, . . . , an ·n bn).
(R,+, ·) jest pierúcieniem, który jest przemienny (z jedynkπ), gdy wszystkie pierúcienie R1, . . . , Rn

sπ przemienne (z jedynkπ).
(8) PierúcieÒ grupowy. Niech (G, ⇤) bÍdzie grupπ, niech (R,+R, ·R) bÍdzie pierúcieniem. Rozwaømy
zbiór

R[G] = zbiór funkcji f : G ! R prawie wszÍdzie równych 0.
W zbiorze tym definiujemy dzia≥ania:

(f + g)(x) = f(x) +R g(x),

(f · g)(x) =
X

y2G

f(x ⇤ y�1
) ·R g(y).

(R[G],+, ·) jest pierúcieniem.
W dowolnym pierúcieniu (R,+, ·) wprowadzamy oznaczenia:

xy + z = (x · y) + z,
nX

i=1

xi = x1 + . . .+ xn,
0X

i=1

xi = 0,

nY

i=1

xi = x1 · . . . · xn,
0Y

i=1

xi = 1.

W szczególnoúci
Pn

i=1 x = nx oraz
Qn

i=1 x = xn.

Twierdzenie 6.1. Niech (R,+, ·) bÍdzie pierúcieniem przemiennym z jedynkπ. Wówczas:
(1) �(�x) = x,
(2) �(x+ y) = (�x) + (�y),
(3) n(mx) = nmx,
(4) nx+mx = (n+m)x,
(5) 0x+ x0 = 0,
(6) (�1)x = �x,
(7) (�x)y = �(xy) = x(�y),
(8) (�x)(�y) = xy,
(9) x(y � z) = xy � xz,
(10) (x� y)z = xz � yz,
(11) x+ z = y + z ) x = y,
(12) xnxm

= xn+m,
(13) (xn

)

m
= xnm,

(14) (x+ y)n =

Pn
k=0

�
n
k

�
xkyn�k.
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Prosty dowód pozostawiamy Czytelnikowi jako Êwiczenie.
W dalszym ciπgu tego wyk≥adu piszπc “pierúcieÒ” bÍdziemy na ogól mieli na myúli “pierúcieÒ prze-
mienny z jedynkπ”.

6.2. Podpierúcienie, podpierúcienie generowane przez zbiór.

Definicja 6.2. Niech (R,+, ·) bÍdzie pierúcieniem. Podzbiór P 6= ; zbioru R nazywamy podpierúcie-
niem pierúcienia R (piszemy P < R), gdy (P,+ �P⇥P , · �P⇥P ) jest pierúcieniem.

Przyk≥ady:
(1) Z < R;
(2) R < C;
(3) Zn nie jest podpierúcieniem pierúcienia Z.

Twierdzenie 6.2. Niech ; 6= P ⇢ R i niech (R,+, ·) bÍdzie pierúcieniem. NastÍpujπce warunki sπ
równowaøne:
(1) P < R;
(2) P ma nastÍpujπce w≥asnoúci:

• 1R 2 P ,
• 8x, y 2 P (x� y 2 P ),
• 8x, y 2 P (x · y 2 P ).

Prosty dowód pozostawiamy Czytelnikowi jako Êwiczenie.
Przyk≥ady:
(4) Z[

p
2] = {a + b

p
2 : a, b 2 Z} < R. Istotnie, 1 2 Z[

p
2]. Ustalmy x, y 2 Z[

p
2], to znaczy niech

x = x1 + x2

p
2, y = y1 + y2

p
2. Wówczas:

x� y = (x1 � y1) + (x2 � y2)
p
2 2 Z[

p
2],

x · y = (x1y1 + 2y1y2) + (x1y2 + x2y1)
p
2 2 Z[

p
2].

(5) Z(p) = {m
n
: NWD(m,n) = 1 oraz p 6= n} < Q, gdzie p jest liczbπ pierwszπ. Istotnie, 1 2 Z(p).

Ustalmy x, y 2 Z(p), to znaczy niech x =

m1
n1
, NWD(m1, n1) = 1, p - n1, y =

m2
n2
, NWD(m2, n2) =

1, p - n2. Wówczas:
m1

n1
� m2

n2
=

m1n2 �m2n1

n1n2
2 Z(p), bo p - n1n2 oraz NWD(m1n2 �m2n1, n1n2) = 1,

m1

n1
· m2

n2
=

m1m2

n1n2
2 Z(p), bo p - n1n2 oraz NWD(m1m2, n1n2) = 1.

PierúcieÒ Z(p) nazywamy pierúcieniem liczb p-ca≥kowitych.

Twierdzenie 6.3. Niech R = {Ri : i 2 I} bÍdzie rodzinπ podpierúcieni pierúcienia R;
(1)

T
i2I Ri jest podpierúcieniem pierúcienia R,

(2)
S

i2I Hi jest podpierúcieniem pierúcienia R, o ile R jest ≥aÒcuchem.

Prosty dowód pozostawiamy Czytelnikowi jako Êwiczenie.

Definicja 6.3. Niech (R,+, ·) bÍdzie pierúcieniem oraz A ⇢ R pewnym zbiorem. Najmniejszy w sensie
inkluzji podpierúcieÒ pierúcienia R zawierajπcy zbiór A (tj. przekrój wszystkich podpierúcieni pierúcienia
R zawierajπcych A) nazywamy podpierúcieniem generowanym przez A i oznaczamy [A].

Uwaga 6.2. Niech (R,+, ·) bÍdzie pierúcieniem oraz P < R. Wówczas:
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(1) [P ] = P ,
(2) [R] = R.

Definicja 6.4. Kaødy zbiór A o tej w≥asnoúci, øe [A] = R nazywamy zbiorem generatorów pierúcienia
R. Jeúli A = {a1, . . . , an} to oznaczamy

[a1, . . . , an] = hAi.
Mówimy, øe pierúcieÒ jest skoÒczenie generowany, gdy istniejπ elementy a1, . . . , an 2 R takie, øe

R = [a1, . . . , an].

Twierdzenie 6.4 (o postaci elementów podpierúcienia generowanego przez zbiór). Niech (R,+, ·) bÍdzie
pierúcieniem oraz A ⇢ R pewnym zbiorem. Wówczas

[A] = {x : x jest sumπ elementów postaci ± a1 · . . . · ak, k 2 N [ {0}, ai 2 A}.

Prosty dowód pozostawiamy Czytelnikowi jako Êwiczenie.

Definicja 6.5. Niech (R,+, ·) bÍdzie pierúcieniem oraz A ⇢ R pewnym zbiorem. Niech ponadto P < R.
PodpierúcieÒ generowany przez zbiór P [A nazywamy podpierúcieniem generowanym przez A nad
P i oznaczamy P [A].
Jeøeli A = {a1, . . . , an}, to pierúcieÒ R[{a1, . . . , an}] nazywamy podpierúcieniem skoÒczenie ge-
nerowanym przez A nad P i oznaczamy P [a1, . . . , an].

Wniosek 6.1 (o postaci elementów podpierúcienia generowanego przez zbiór nad pierúcieniem). Niech
(R,+, ·) bÍdzie pierúcieniem oraz A ⇢ R pewnym zbiorem. Niech P < R. Wówczas

P [A] = {x : x jest sumπ elementów postaci pa1 · . . . · ak, k 2 N [ {0}, ai 2 A, p 2 P}.

Wniosek 6.2. (1) Niech (R,+, ·) bÍdzie pierúcieniem oraz niech a 2 R. Niech P < R. Wówczas

P [a] = {x0 + x1a+ . . .+ xna
n
: n 2 N [ {0}, xi 2 P}.

(2) Niech (R,+, ·) bÍdzie pierúcieniem oraz niech {a1, . . . , an} ⇢ R. Niech P < R. Wówczas

P [a1, . . . , an] = {x : x jest sumπ elementów postaci pai11 · . . . · ainn , i1, . . . , in 2 N [ {0}, p 2 P}.

Przyk≥ady:
(6) Z[i] = {x0 + x1i + x2i2 + . . . + xnin : n 2 N [ {0}, xi 2 Z} = {u + iv : u, v 2 Z}. PierúcieÒ ten
nazywamy pierúcieniem Gaussa.

(7) Z[
p
2] = {x0 + x1

p
2 + x2(

p
2)

2
+ . . .+ xn(

p
2)

n
: n 2 N [ {0}, xi 2 Z} = {u+

p
2v : u, v 2 Z}.

(8) Z[ 3
p
2] = {x0 + x1

3
p
2 + x2(

3
p
2)

2
+ . . . + xn(

3
p
2)

n
: n 2 N [ {0}, xi 2 Z} = {u +

3
p
2v +

3
p
4t :

u, v, t 2 Z}.

6.3. Specjalne typy elementów pierúcienia.

Definicja 6.6. Niech (R,+, ·) bÍdzie pierúcieniem.
(1) Element x 2 R taki, øe

9y 2 R \ {0}x · y = 0

nazywamy dzielnikiem zera. Zbiór wszystkich dzielników zera oznaczamy przez D(R).
(2) Element x 2 R taki, który nie jest dzielnikiem zera, nazywamy elementem regularnym.

Przyk≥ady:
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(1) Niech (R,+, ·) bÍdzie pierúcieniem. Wówczas 0 jest dzielnikiem zera, nazywamy je niew≥aúciwym
dzielnikiem zera. Wszystkie pozosta≥e dzielniki zera nazywaÊ bÍdziemy w≥aúciwymi.

(2) Rozwaømy pierúcieÒ Z6. Wówczas 0, 2, 3, 4 sπ dzielnikami zera.
(3) Rozwaømy pierúcieÒ Q⇥Q. Wówczas (1, 0) i (0, 1) sπ dzielnikami zera.

Twierdzenie 6.5. Niech (R,+, ·) bÍdzie pierúcieniem, niech x, y 2 R. Wówczas:
(1) xy = 0 ) x 2 D(R) _ y 2 D(R);
(2) jeúli x jest regularny, to

xy = 0 ) y = 0;

(3) jeúli x jest regularny, to
xy = xz ) y = z.

Przyk≥ad:
(4) Rozwaømy pierúcieÒ Z6. Wówczas 3 · 2 = 3 · 4, ale 2 6= 4.

Definicja 6.7. PierúcieÒ bez w≥aúciwych dzielników zera nazywamy pierúcieniem ca≥kowitym (lub
dziedzinπ ca≥kowitosci, lub dziedzinπ).

Przyk≥ady:
(5) Z;
(6) Z[i];
(7) Z5.

Uwaga 6.3. PodpierúcieÒ pierúcienia ca≥kowitego jest pierúcieniem ca≥kowitym.

Definicja 6.8. Niech (R,+, ·) bÍdzie pierúcieniem. Element x 2 R nazywamy elementem odwracal-
nym, gdy

9y 2 R(x · y = 1R).

Zbiór wszystkich elementów odwracalnych oznaczamy przez U(R).

Twierdzenie 6.6. Niech (R,+, ·) bÍdzie pierúcieniem. Wówczas:
(1) zbiór elementów regularnych jest zamkniÍty na mnoøenie;
(2) kaødy element odwracalny jest regularny;
(3) U(R) jest grupπ abelowπ, nazywamy jπ grupπ elementów odwracalnych pierúcienia R.

Dowód. (1) Niech x, y 2 R bÍdπ elementami regularnymi. PrzypuúÊmy, øe xy 2 D(R), a wiÍc za≥óø-
my, øe istnieje z 2 R \ {0} taki, øe (xy)z = 0. Wówczas równieø x(yz) = 0 i poniewaø x jest
regularny, wiÍc yz = 0. Zatem y 2 D(R), co daje sprzecznoúÊ.

(2) Ustalmy x 2 U(R) i przypuúÊmy, øe x 2 D(R), a wiÍc za≥óømy, øe istnieje z 2 R \ {0} taki, øe
xz = 0. Z drugiej strony istnieje y 2 R taki, øe xy = 1, a zatem

0 = 0z = (xz)y = xyz = 1y = y

co daje sprzecznoúÊ.
(3) Wystarczy pokazaÊ, øe zbiór elementów odwracalnych jest zamkniÍty na mnoøenie. Ustalmy

x, y 2 U(R). Wówczas istniejπ z, t 2 R takie, øe xz = 1 oraz yt = 1. Zatem:

1 = 1 · 1 = xzyt = (xy)(zt),

wiÍc xy 2 U(R).
⇤
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Przyk≥ady:
(8) Z, U(Z) = {�1, 1};
(9) Z6, U(Z6) = {1, 5};
(10) Z5, U(Z5) = {1, 2, 3, 4} = Z⇤

5;
(11) Q, U(Q) = Q⇤;
(12) Q⇥Q, (2, 3) 2 Q⇥Q.
Uwaga 6.4. Niech (R,+, ·) bÍdzie pierúcieniem. Wówczas:
(1) R jest cia≥em wtedy i tylko wtedy, gdy U(R) = R⇤;
(2) jeúli R jest cia≥em, to R jest pierúcieniem ca≥kowitym;
(3) jeúli R jest cia≥em i P < R, to P jest pierúcieniem ca≥kowitym.

Przyk≥ad:
(13) Rozwaømy Z < Q. Wówczas Z jest pierúcieniem ca≥kowitym, ale Z nie jest cia≥em.
Uwaga 6.5. Niech R1, R2 bÍdπ pierúcieniami. Wówczas:
(1) U(R1 ⇥R2) = U(R1)⇥ U(R2);
(2) D(R1 ⇥R2) = R1 ⇥D(R2) [D(R1)⇥R2.

Twierdzenie 6.7. Niech (R,+, ·) bÍdzie pierúcieniem skoÒczonym. NastÍpujπce warunki sπ równowaøne:
(1) x jest elementem odwracalnym;
(2) x jest elementem regularnym;
(3) istnieje m 2 N takie, øe xm

= 1.

Dowód. (1) ) (3): ustalmy x 2 U(R). R jest skoÒczony, wiÍc U(R) jest skoÒczona, powiedzmy |U(R)| =
m. Wówczas xm

= 1.
(3) ) (2): ustalmy x 2 R i niech xm

= 1, dla pewnego m 2 N. Jeøeli m = 1, to x = 1 i w szczególnoúci
x jest regularny. Jeúli m > 1, to wówczas

1 = xm
= xm�1x,

a zatem x 2 U(R) i tym samym x jest regularny.
(2) ) (1): ustalmy x 2 R i niech x bÍdzie regularny. Zdefiniujmy odwzorowanie fx : R ! R wzorem

fx(y) = xy.

Pokaøemy, øe fx jest róønowartoúciowe. W tym celu ustalmy y, z 2 R i za≥óømy, øe fx(y) = fx(z).
Wówczas xy = xz i poniewaø x jest regularny, wiÍc y = z.
Poniewaø R jest skoÒczony, wiÍc fx jest teø surjektywne. W szczególnoúci

9y 2 R[fx(y) = 1],

a wiÍc dla pewnego y 2 R zachodzi xy = 1. Zatem x 2 U(R). ⇤
Wniosek 6.3. Niech (R,+, ·) bÍdzie pierúcieniem skoÒczonym. Wówczas:
(1) R = U(R) [D(R) oraz U(R) \D(R) = ;;
(2) R jest cia≥em wtedy i tylko wtedy, gdy R jest pierúcieniem ca≥kowitym.

Uwaga 6.6. Niech n > 1. Wówczas:
(1) D(Zn) = {k 2 Zn : NWD(k, n) > 1};
(2) U(Zn) = {k 2 Zn : NWD(k, n) = 1}.

Wniosek 6.4. Niech n > 1. NastÍpujπce warunki sπ równowaøne:
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(1) Zn jest pierúcieniem ca≥kowitym;
(2) Zn jest cia≥em;
(3) n jest liczbπ pierwszπ.

Definicja 6.9. Niech (R,+, ·) bÍdzie pierúcieniem. Wówczas:
(1) element x 2 R nazywamy nilpotentnym (lub nilpotentem), gdy

9n 2 N(xn
= 0),

a zbiór wszystkich elementów nilpotentnych pierúcienia R oznaczamy przez Nil(R);
(2) element x 2 R nazywamy idempotentnym (lub idempotentem), gdy

x2
= x;

(3) elementy idempotentne x, y 2 R nazywamy idempotentami ortogonalnymi, gdy:
x+ y = 1 oraz xy = 0.

Uwaga 6.7. Niech (R,+, ·) bÍdzie pierúcieniem. Wówczas:
(1) kaødy element nilpotentny jest dzielnikiem zera;
(2) kaødy element idempotentny róøny od 1 jest dzielnikiem zera.

Dowód. CzÍúÊ (1) jest oczywista, a dla dowodu czÍúci (2) zauwaømy, øe

x(x� 1) = x2 � x = x� x = 0.

⇤
Przyk≥ady:
(14) Rozwaømy dowolny pierúcieÒ R. Wówczas 0 jest nilpotentem, nazywamy go nilpotentem try-
wialnym.

(15) Rozwaømy pierúcieÒ Z6. Wówczas 0 jest jedynym nilpotentem.
(16) Rozwaømy dowolny pierúcieÒ R. Wówczas 0 i 1 sπ idempotentami, nazywamy je idempotentami
trywialnymi.

(17) Rozwaømy pierúcieÒ Z6. Wówczas 0, 1, 3, 4 sπ idempotentami.
(18) Rozwaømy pierúcieÒ Z10. Wówczas 5 i 6 sπ idempotentami ortogonalnymi.


