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5. Wyk≥ad 5: Torsyjne grupy abelowe; grupy abelowe skoÒczone.

5.1. Iloczyny (sumy) proste wewnÍtrzne i zewnÍtrzne.

Uwaga 5.1. Niech (G, ·) bÍdzie grupπ, H1, H2 < G. NastÍpujπce warunki sπ równowaøne:
(1) G = H1H2 oraz H1 \H2 = {1},
(2) kaødy element g 2 G ma jednoznaczne przedstawienie w postaci

g = h1h2,

gdzie h1 2 H1 oraz h2 2 H2.

Dowód. (1) ) (2): Za≥óømy, øe G = H1H2 oraz H1 \ H2 = {1}. Za≥óømy, øe dla pewnych h1, h0
1 2 H1

oraz h2, h0
2 2 H2 zachodzi h1h2 = h0

1h
0
2. Wówczas (h

0
1)

�1h1 = h0
2h

�1
2 2 H1 \H2 = {1}, wiÍc h1 = h0

1 oraz
h2 = h0

2.
(2) ) (1): Za≥óømy, øe kaødy element g 2 G ma jednoznaczne przedstawienie postaci g = h1h2, gdzie

h1 2 H1, h2 2 H2. Wówczas oczywiúcie G = H1H2. Za≥óømy, øe g 2 H1 \H2. Wówczas g = g · 1 = 1 · g.
Zatem g = 1. ⇤
Oznaczenie: Gdy (G,+) zapisana jest w notacji addytywnej, piszemy H1 +H2 zamiast H1H2.

Definicja 5.1. Niech (G, ·) bÍdzie grupπ, H1, H2 < G.
(1) G jest s≥abym iloczynem (sumπ) wewnÍtrznym podgrup H1 i H2, gdy spe≥nia jeden (a wiÍc
wszystkie) warunki Uwagi 5.1.

(2) G jest s≥abym iloczynem (sumπ) pó≥prostym wewnÍtrznym podgrup H1 i H2, gdy jest
s≥abym iloczynem (sumπ) wewnÍtrznym oraz H1 C G lub H2 C G.

(3) G jest s≥abym iloczynem (sumπ) prostym wewnÍtrznym podgrup H1 i H2, gdy jest s≥abym
iloczynem (sumπ) wewnÍtrznym oraz H1 C G i H2 C G.

Przyk≥ady:
(1) Rozwaømy grupÍ D(n). Niech Obr(n) oznacza grupÍ obrotów, a Odb(n) dowolnπ dwuelemento-
wπ grupÍ generowanπ przez odbicie. Wówczas D(n) = Obr(n) · Odb(n) jest s≥abym iloczynem
pó≥prostym wewnÍtrznym, ale nie jest s≥abym iloczynem prostym wewnÍtrznym.

(2) Rozwaøny grupÍ abelowπ (A, ·). Kaøda podgrupa grupy abelowej jest normalna, a wiÍc
A jest s≥abym iloczynem wewnÍtrznym , A jest s≥abym iloczynem pó≥prostym wewnÍtrznym

, A jest s≥abym iloczynem prostym wewnÍtrznym.

Uwaga 5.2. Niech (G, ·) bÍdzie grupπ, H1, H2 < G. NastÍpujπce warunki sπ równowaøne:
(1) odwzorowanie � : H1 ⇥H2 ! G dane wzorem �(h1, h2) = h1h2 jest izomorfizmem;
(2) G = H1H2, H1 \H2 = {1} oraz 8h1 2 H18h2 2 H2(h1h2 = h2h1);
(3) G jest s≥abym iloczynem prostym wewnÍtrznym podgrup H1 i H2.

Dowód. (1) ) (2) : Poniewaø � jest izomorfizmem, wiÍc jest surjekcjπ, a zatem G = H1H2. Ustalmy
h1 2 H1, h2 2 H2. Wówczas:

h1h2 = �(h1, h2) = ((�(h1, h2))
�1
)

�1
= (�(h�1

1 , h�1
2 ))

�1
= (h�1

1 h�1
2 )

�1
= ((h2h1)

�1
)

�1
= h2h1.

PrzypuúÊmy, øe istnieje 1 6= g 2 H1 \ H2. Wówczas �(1, g) = g = �(g, 1), wbrew za≥oøeniu, øe � jest
izomorfizmem, a wiÍc injekcjπ.
(2) ) (3) : Wystarczy udowodniÊ, øe H1 C G i H2 C G. Ustalmy g 2 G i niech g = h1h2 dla h1 2 H1,

h2 2 H2. Ustalmy h 2 H1. Wówczas:

ghg�1
= h1h2h(h1h2)

�1
= h1h2hh

�1
2 h�1

1 = h1h2h
�1
2 hh�1

1 = h1hh
�1
1 2 H1,
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a zatem gH1g�1 ⇢ H1. Podobnie pokazujemy, øe H2 C G.
(3) ) (1) : Poniewaø G jest s≥abym iloczynem prostym wewnÍtrznym, a wiÍc w szczególnoúci s≥abym
iloczynem wewnÍtrznym, wiÍc odwzorowanie � jest dobrze okreúlonπ bijekcjπ. Ustalmy (h1, h2), (h0

1, h
0
2) 2

H1 ⇥H2. Wówczas:

�((h1, h2) · (h0
1, h

0
2)) = �(h1h

0
1, h2h

0
2) = h1h

0
1h2h

0
2 = h1h2h

0
1h

0
2 = �(h1, h2)�(h

0
1, h

0
2),

a wiÍc � jest homomorfizmem. ⇤
Definicja 5.2. Niech H1, H2 bÍdπ grupami. GrupÍ H1 ⇥ H2 nazywamy iloczynem (sumπ) prostym
zewnÍtrznym grup H1 i H2.

Oznaczenie: Gdy H1 i H2 zapisane sπ w notacji addytywnej, piszemy H1 �H2 zamiast H1 ⇥H2. Ze
wzglÍdu na izomorfizm z Uwagi 5.2, bÍdziemy na ogó≥ mówiÊ po prostu o iloczynach (sumach) prostych,
bez rozróøniania miÍdzy s≥abymi iloczynami (sumami) prostymi wewnÍtrznymi a iloczynami (sumami)
prostymi zewnÍtrznymi. Opisane konstrukcje w naturalny sposób przenoszπ siÍ na dowolnπ skoÒczonπ
liczbÍ grup. W ten sposób mówimy o iloczynach (sumach) prostych grup H1, . . . , Hn, które oznaczaÊ
bÍdziemy przez H1 ⇥ . . . ⇥ Hn, lub H1 � . . . � Hn w notacji addytywnej. Konstrukcje te przenoszπ siÍ
takøe na nieskoÒczonπ liczbÍ grup, nie bÍdziemy siÍ jednak nimi zajmowaÊ

5.2. Torsyjne grupy abelowe; grupy abelowe skoÒczone.

Definicja 5.3. GrupÍ nazywamy torsyjnπ, jeøeli kaødy element ma rzπd skoÒczony. Jeøeli rzÍdy ele-
mentów sπ wspólnie ograniczone, to ograniczenie to nazywamy wyk≥adnikiem grupy. GrupÍ nazywamy
beztorsyjnπ, gdy kaødy element ma rzπd nieskoÒczony.

Definicja 5.4. Niech (A,+) bÍdzie grupπ abelowπ. Zbiór wszystkich elementów grupy A o skoÒczonym
rzÍdzie nazywamy czÍúciπ torsyjnπ grupy i oznaczamy T (A).

Uwaga 5.3. Niech (A,+) bÍdzie grupπ abelowπ. Wówczas:
(1) T (A) < A,
(2) T (T (A)) = T (A),
(3) jeøeli B < A, to T (B) = B \ T (A),
(4) jeøeli A ⇠

=

B, to T (A) ⇠
=

T (B),
(5) T (A� B) = T (A)� T (B).

Proste dowody powyøszych w≥asnoúci pozostawiamy jako Êwiczenie.

Definicja 5.5. Niech (A,+) bÍdzie grupπ abelowπ, niech p bÍdzie liczbπ pierwszπ. Zbiór wszystkich ele-
mentów grupy A, których rzπd jest potÍgπ liczby p nazywamy p-komponentπ (lub p-sk≥adowπ) grupy
A i oznaczamy Tp(A).

Uwaga 5.4. Niech (A,+) bÍdzie grupπ abelowπ. Wówczas:
(1) Tp(A) < T (A) < A,
(2) Tp(Tp(A)) = Tp(A) = Tp(T (A)),
(3) jeøeli B < A, to Tp(B) = B \ Tp(A),
(4) jeøeli A ⇠

=

B, to Tp(A) ⇠= Tp(B),
(5) Tp(A� B) = Tp(A)� Tp(B),
(6) jeøeli A jest skoÒczenie generowanπ torsyjnπ grupπ abelowπ, to Tp(A) = {0} dla prawie wszystkich
liczb pierwszych p,

(7) Tp(A/Tp(A)) = {0}
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Proste dowody powyøszych w≥asnoúci pozostawiamy jako Êwiczenie.

Twierdzenie 5.1. Niech (A,+) bÍdzie grupπ abelowπ torsyjnπ, niech p1, . . . , pn bÍdπ wszystkimi liczbami
pierwszymi, dla których Tpi(A) 6= {0}, i 2 {1, . . . , n}. Wówczas:
(1) A jest sumπ prostπ wszystkich swoich p-komponent:

A = Tp1(A)� . . .� Tpn(A),

(2) jeøeli A jest sumπ prostπ pewnych p-grup B(p), p 2 {q1, . . . , qm}, A = B(q1) � . . . � B(qm), to
{p1, . . . , pn} = {q1, . . . , qm} oraz:

Tpi(A) = B(pi), dla i 2 {1, . . . , n}.

Dowód. (1) Pokaøemy, øe A = Tp1 + . . . + Tpn(A). Ustalmy a 2 A. Niech r(a) = n = ps11 · . . . ·
pskk , dla pewnych liczb pierwszych p1, . . . , pk, k � n. Niech ni =

n
p
si
i

, i 2 {1, . . . , k}. Wówczas
NWD(n1, . . . , nk) = 1, wiÍc istniejπ x1, . . . , xk 2 Z takie, øe

n1x1 + . . .+ nkxk = 1.

Zatem:
n1x1a+ . . .+ nkxka = a.

Ponadto dla i 2 {1, . . . , k}, psii nixia = psii
n
p
si
i

xia = xina = 0, a wiÍc r(nixia)|pkii , wiÍc nixia 2
Tpi(A).
Pokaøemy, øe A = Tp1 � . . . � Tpn(A). PrzypuúÊmy, øe dla pewnego a 2 A, po ewentualnej
zmianie numeracji:

a = a1 + . . .+ an = b1 + . . .+ bn, ai, bi 2 Tpi(A), i 2 {1, . . . , n},
przy czym a1 6= b1. Wówczas:

a1 � b1 = (b2 � a2) + . . .+ (bn � an)

oraz a1 � b1 2 Tp1(A). Z drugiej strony

r((b2 � a2) + . . .+ (bn � an))|NWW (r(b2 � a2), r(bn � an)) = NWW (pl22 , . . . , p
ln
n ),

dla pewnych l2, . . . , ln 2 N. Zatem r(a1�b1) = 1, czyli a1�b1 = 0, a wiÍc a1 = b1, co doprowadza
nas do sprzecznoúci.

(2) Ustalmy i 2 {1, . . . , n}. Zauwaømy, øe

Tpi(B(q)) =

(
B(pi), jeøeli pi = q,

{0}, jeøeli pi 6= q.

Wobec tego:

Tpi(A) = Tpi(B(q1)� . . .� B(qm)) = Tpi(B(q1))� . . .� Tpi(B(qm)) = B(pi).

⇤
Wniosek 5.1 (II twierdzenie strukturalne). Niech (A,+) bÍdzie grupπ abelowπ skoÒczonπ, niech |A| =
pk11 · . . . ·pknn , gdzie p1, . . . , pn sπ parami róønymi liczbami pierwszymi. Wówczas grupa A ma jednoznaczne
przedstawienie w postaci sumy prostej p-grup:

A = Tp1(A)� . . .� Tpn(A).
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Oznaczenie: Niech (A,+) bÍdzie grupπ abelowπ, niech p 2 P bÍdzie liczbπ pierwszπ. Oznaczamy:
pA = {pa : a 2 A}.

Uwaga 5.5. Niech (A,+) bÍdzie grupπ abelowπ, niech p 2 P bÍdzie liczbπ pierwszπ. Wówczas:
(1) pA < A,
(2) jeøeli A jest skoÒczonπ grupπ cyklicznπ oraz |A| = pk, to pA jest grupπ cyklicznπ i |pA| = pk�1,
(3) jeøeli B < A, to pB = B \ pA,
(4) jeøeli A ⇠

=

B, to pA ⇠
=

pB,
(5) p(A⇥ B) = pA⇥ pB,
(6) odwzorowanie � : A ! pA dane wzorem �(a) = pa jest surjektywnym homomorfizmem,
(7) jeøeli A jest grupπ abelowπ skoÒczonπ, to:
(a) gdy p | |A|, to |pA| < |A|,
(b) gdy p - |A|, to |pA| = |A|.

Proste dowody powyøszych w≥asnoúci pozostawiamy jako Êwiczenie.

Twierdzenie 5.2. Niech (A,+) bÍdzie skoÒczonπ p-grupπ abelowπ. Wówczas grupa A jest sumπ prostπ
p-grup cyklicznych.

Dowód. Niech |A| = pn. Dowód prowadzimy indukcyjnie wzglÍdem n. Jeøeli n = 1, to |A| = p, a
zatem A ⇠

=

Zp i A nie ma w≥aúciwych podgrup, a sama jest grupπ cyklicznπ. Jeøeli n > 1, to za≥óømy,
øe twierdzenie jest prawdziwe dla wszystkich liczb l 2 N, l < n. Wobec ostatniej czÍúci Uwagi 5.5,
|pA| < |A|, niech wiÍc |pA| = pl, dla l < n. Wobec za≥oøenia indukcyjnego

pA = ha1i � . . .� hari,
dla pewnych elementów a1, . . . , ar 2 pA o rzÍdach bÍdπcych potÍgami liczby p. Niech x1, . . . , xr 2 A
bÍdπ takimi elementami, øe a1 = px1, . . . , ar = pxr.
Pokaøemy, øe hx1i + . . . + hxri jest grupπ, która jest sumπ prostπ grup hx1i, . . . , hxri. Sprawdzenie,
øe jest to istotnie grupa, pozostawiamy jako Êwiczenie, a dla udowodnienia, øe jest to suma prosta,
przypuúÊmy, øe

k1x1 = k2x2 + . . .+ krxr,

dla pewnych k1, . . . , kr 2 N. Wówczas
k1px1 = k2px2 + . . .+ krpxr,

i poniewaø ha1i � . . . � hari jest sumπ prostπ, wiÍc k1 = k2 = . . . = kr = 0 i tym samym hx1i \ (hx2i +
. . .+ hxri) = {0}. Podobnie sprawdzamy, øe hxii \ (hx1i+ . . .+ hxi�1i+ hxi+1i+ . . .+ hxri) = {0}, dla
i 2 {2, . . . , r}.
Niech zatem H = hx1i � . . .� hxri. Rozwaømy rodzinÍ

B = {B < A : B \H = {0}}.
Jako rodzina podgrup grupy skoÒczonej B jest skoÒczona, w szczególnoúci zawiera element maksymalny.
Oznaczmy go przez B. Zauwaømy, øe B + H jest grupπ oraz wobec okreúlenia B jest to suma prosta
grup B i H.
Pokaøemy, øe A = B �H. Inkluzja (�) jest oczywista, pozostaje wykazaÊ inkluzjÍ (⇢). PrzypuúÊmy,
øe istnieje a 2 A taki, øe a /2 B+H. Wówczas pa = ph dla pewnego h 2 H. Ponadto c = a� h /2 B+H
oraz pc = pa � pb = 0. Wobec maksymalnoúci B, h{c} [ Bi \ H 6= {0}, a wiÍc istniejπ h1 2 H oraz
b1 2 B takie, øe

0 6= h1 = kc+ b1, oraz 0 < k < p.
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Poniewaø NWD(k, p) = 1, wiÍc dla pewnych s, t 2 Z:
sk + tp = 1,

a wiÍc
c = (sk + tp)c = skc = sh1 � sb1 2 H +B,

co daje sprzecznoúÊ.
Dla zakoÒczenia dowodu zauwaømy, øe |B| < |A|, wiÍc B jest sumπ prostπ p-grup cyklicznych. Wobec
tego B i H sπ sumami prostymi grup cyklicznych oraz A = B �H. ⇤
Przyk≥ady:
(3) Rozwaømy skoÒczonπ p-grupÍ abelowπ Z2 ⇥ Z2. Wówczas:

Z2 ⇥ Z2 = h(1, 1)i � h(1, 0)i = h(1, 0)i � h(0, 1)i.

Twierdzenie 5.3. Niech (A,+) bÍdzie skoÒczonπ p-grupπ abelowπ. Niech

A = A1 � . . .� Ar oraz A = B1 � . . .� Bs

bÍdπ dwoma róønymi rozk≥adami na sumy proste grup cyklicznych. Przyjmijmy, øe

|A1|  |A2|  . . .  |Ar| oraz |B1|  |B2|  . . .  |Bs|.

Wówczas r = s oraz |Ai| = |Bi| dla i 2 {1, . . . , r}.

Dowód. Niech |Ai| = p↵i , |Bj| = p�j , i 2 {1, . . . , r}, j 2 {1, . . . , s}. Wówczas |A| = p↵1 · . . . · p↵r
=

p�1 · . . . ·p�s , wiÍc w szczególnoúci ↵1+ . . .+↵r = �1+ . . .+�s. Dowód prowadzimy indukcyjnie wzglÍdem
↵1 + . . .+ ↵r.
Jeøeli ↵1 + . . .+ ↵r = 1, to za bardzo nie ma czego dowodziÊ. Za≥óømy wiÍc, üe ↵1 + . . .+ ↵r > 1 i øe
twierdzenie jest prawdziwe dla p-grup A rzÍdów mniejszych od p↵1+...+↵r . Niech 0  k  r oraz 0  l  s
bÍdπ takimi liczbami, øe

|A1| = . . . = |Ak| = p oraz |B1| = . . . = |Bl| = p.

Wówczas |A| = pk+↵k+1+...+↵r
= pl+�l+1+...+�s . Ponadto:

pA = pA1 � . . .� pAr = pAk+1 � . . .� pAr

oraz
pA = pB1 � . . .� pBs = pBl+1 � . . .� pBs,

a zatem
pAk+1 � . . .� pAr = pBl+1 � . . .� pBs,

przy czym pAi i pBj, i 2 {k+1, . . . , r}, j 2 {l+1, . . . , s} sπ grupami cyklicznymi, których rzÍdy spe≥niajπ
zalønoúci:

|pAi| = p↵i�1, dla i 2 {k + 1, . . . , r} oraz |pBj| = p�j�1, dla j 2 {l + 1, . . . , s}.

Ponadto |pA| < |A| i zachodzi

|pAk+1|  . . .  |pAr| oraz |pBl+1|  . . .  |pBs|.

Wobec za≥oøenia indukcyjnego r � k = s� l oraz

|pAk+1| = |pBl+1|, . . . , |pAr| = |pBs|,
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skπd p↵k+1�1
= p�l+1�1, . . . , p↵r�1

= p�s�1, wiÍc i p↵k+1
= p�l+1 , . . . , p↵r

= p�s , skπd ↵k+1 = �l+1, . . . ,↵r =

�s. Tym samym z równoúci

k + ↵k+1 + . . .+ ↵r = l + �l+1 + . . .+ �s

wynika k = l, czyli |Ai| = |Bi| dla i 2 {1, . . . , r}. ⇤
Wniosek 5.2 (I twierdzenie strukturalne). Niech (A,+) bÍdzie grupπ abelowπ skoÒczonπ. Wówczas
istnieje przedstawienie A w postaci sumy prostej p-grup cyklicznych

A = A11 � . . .� A1k1 � A21 � . . .� A2k2 � . . .� As1 � . . .� Asks ,

przy czym |A11| = pt111 , . . . , |A1k1 | = p
t1k1
1 , |A21| = pt212 , . . . , |A2k2 | = p

t2k2
2 , . . ., |As1| = pts1s , . . . , |Asks | =

p
tsks
s , gdzie p1, . . . , ps sπ parami róønymi liczbami pierwszymi, wyk≥adniki dobrane sπ tak, aby t11  . . . 
t1k1, t21  . . .  t2k2, . . ., ts1  . . .  tsks oraz ciπg liczb t11, . . . , t1k1 , t21, . . . , t2k2 , . . . , ts1, . . . , tsks jest
jednoznacznie wyznaczony przez grupÍ A. W szczególnoúci:

|A| = p
t11+...+t1k1
1 p

t21+...+t2k2
2 · . . . · pts1+...+tsks

s .

Ciπg
(pt111 , . . . , p

t1k1
1 , pt212 , . . . , p

t2k2
2 , . . . , pts1s , . . . , ptskss )

nazywamy typem skoÒczonej grupy abelowej A, a jego elementy niezmiennikami.

Przyk≥ady:
(4) Rozwaømy skoÒczonπ grupÍ abelowπ Z60. Wówczas, skoro 60 = 2

2 · 3 · 5, to
Z60 = T2(Z60)� T3(Z60)� T5(Z60).

T2(Z60), T3(Z60), T5(Z60), jako podgrupy grupy cyklicznej o rzÍdach, odpowiednio, 4, 3 i 5 sπ
cykliczne, a wiÍc T2(Z60)

⇠
=

Z4, T3(Z60)
⇠
=

Z3, T5(Z60)
⇠
=

Z5. Tym samym

Z60 = Z4 � Z3 � Z5

i Z60 ma typ (4, 3, 5).


