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4. Wyk≥ad 4: Grupy permutacji. Normalizator, centralizator, komutant. Grupy
rozwiπzalne.

4.1. Grupy permutacji.

Twierdzenie 4.1 (Cayley’a). Dowolna grupa G jest izomorficzna z pewnπ podgrupπ grupy przekszta≥ceÒ
S(G).

Dowód. Zdefiniujmy odwzorowanie � : G ! S(G) wzorem �(a) = �a, gdzie �a : G ! G jest przesuniÍ-
ciem lewostronnym. Wobec Twierdzenia 2.1 � jest dobrze okreúlonym homomorfizmem.
Pokaøemy, øe � jest monomorfizmem. Ustalmy w tym celu a 2 ker�. Wówczas:

�(a) = idG , �a = idG , 8b 2 G(ab = b) , a = 1G.

Ponadto, oczywiúcie, im� < S(G), a zatem G ⇠
=

im� < S(G). ⇤
Uwaga 4.1. Niech X i Y bÍdπ zbiorami równolicznymi. Wówczas S(X)

⇠
=

S(Y ).

Dowód. Niech f : X ! Y bÍdzie bijekcjπ ustalajπcπ równolicznoúÊ. Zdefiniujmy odwzorowanie  :

S(X) ! S(Y ) wzorem  (�) = f � � � f�1.
Pokaøemy, øe  jest homomorfizmem. Ustalmy w tym celu �1, �2 2 S(X). Wówczas

 (�1 � �2) = f � �1 � �2 � f�1
= f � �1 � f�1 � f � �2 � f�1

=  (�1) �  (�2).
Pokaøemy, øe  jest surjektywne. Ustalmy w tym celu ⌧ 2 S(Y ). Wówczas

⌧ = f � f�1 � ⌧ � f � f�1
=  (f�1 � ⌧ � f).

Pokaøemy, øe  jest róønowartoúciowe. Ustalmy w tym celu � 2 ker . Wówczas

� 2 ker ,  (�) = idY , f � � � f�1
= idY , � = idX .

⇤
Wniosek 4.1. Dowolna grupa n-elementowa G jest izomorficzna z pewnπ podgrupπ grupy permutacji
S(n).

Dowód. Ustalmy grupÍ G i niech |G| = n. Wówczas G jest równoliczna z {1, . . . , n}, zatem S(G)

⇠
=

S(n). ⇤
Wniosek 4.2. Dla ustalonej liczby n istnieje skoÒczona liczba grup parami nieizomorficznych rzÍdu n.

Definicja 4.1. Niech � 2 S(n).
(1) Zbiór

supp(�) = {a 2 {1, . . . , n} : �(a) 6= a}
nazywamy noúnikiem permutacji �.

(2) Mówimy, øe permutacje �1, �2 2 S(n) sπ roz≥πczne (lub niezaleøne), gdy

supp(�1) \ supp(�2) = ;.
(3) PermutacjÍ � 2 S(n) nazywamy cyklem o d≥ugoúci k, gdy istnieje podzbiór A = {a1, . . . , ak} ⇢

{1, . . . , n} taki, øe
�(a1) = a2, �(a2) = a3, . . . , �(ak�1) = ak, �(ak) = a1

oraz
�(i) = i, dla i 2 {1, . . . , n} \ A.
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Cykl taki zapisujemy jako
� = (a1, a2, . . . , ak).

Przyjmujemy ponadto, øe id{1,...,n} jest cyklem o d≥ugoúci 1 i oznaczamy go jako (1).
(4) Cykl o d≥ugoúci 2 nazywamy transpozycjπ.

Przyk≥ady:

(1) Rozwaømy � =

✓
1 2 3 4 5 6

3 2 1 5 6 4

◆
. Wówczas:

supp(�) = {1, 3, 4, 5, 6}.

(2) Rozwaømy �1 =

✓
1 2 3 4

2 1 3 4

◆
, �2 =

✓
1 2 3 4

1 2 4 3

◆
. Wówczas �1 i �2 sπ permutacjami roz-

≥πcznymi.

(3) Rozwaømy � =

✓
1 2 3 4 5

3 5 2 1 4

◆
. Wówczas � jest cyklem:

� = (1, 3, 2, 5, 4).

(4) Rozwaømy � =

✓
1 2 3 4

2 1 3 4

◆
. Wówczas � jest transpozycjπ:

� = (1, 2).

Uwaga 4.2. Niech S(n) bÍdzie grupπ permutacji.
(1) Jeúli � 2 S(n) i a 2 supp(�), to �(a) 2 supp(�).
(2) Jeúli � 2 S(n) i k 2 N, to supp(�k

) ⇢ supp(�).
(3) Jeúli � 2 S(n), to supp(��1

) ⇢ supp(�).
(4) Jeúli �, ⌧ 2 S(n) i supp(�) \ supp(⌧) = ;, to � � ⌧ = ⌧ � �.

Dowód. (1) Ustalmy � 2 S(n) i a 2 supp(�). Wówczas �(a) 6= a i poniewaø � jest bijekcjπ, to
�(�(a)) 6= �(a), czyli �(a) 2 supp(�).

(2) Ustalmy � 2 S(n) i k 2 N. Ustalmy a 2 supp(�k
). Wówczas �k

(a) 6= a. PrzypuúÊmy nie wprost,
øe �(a) = a. Wówczas:

�(a) = a

�2
(a) = �(a) = a

�3
(a) = �2

(a) = �(a) = a
...

�k
(a) = . . . = a

(3) Ustalmy � 2 S(n) i a 2 supp(��1
). Wówczas ��1

(a) 6= a. Niech ��1
(a) = b, b 6= a. Wówczas

a = �(b) i poniewaø � jest bijekcjπ, wiÍc �(a) 6= �(b), czyli a 6= �(a).
(4) Ustalmy �, ⌧ 2 S(n) i niech supp(�) \ supp(⌧) = ;. Ustalmy a 2 {1, . . . , n} i rozwaømy kilka
przypadków.
(a) Niech a /2 supp(�) [ supp(⌧). Wówczas �(a) = a, ⌧(a) = a, wiÍc � � ⌧(a) = ⌧ � �(a).
(b) Niech a 2 supp(�). Wówczas �(a) 2 supp(�). Dalej, �(a) /2 supp(⌧) oraz a /2 supp(⌧). Zatem

� � ⌧(a) = �(a) = ⌧(�(a)) = ⌧ � �.
(c) Niech a 2 supp(⌧). Rozumowanie prowadzimy analogicznie.

⇤
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Uwaga 4.3. Niech S(n) bÍdzie grupπ permutacji.
(1) Jeúli � 2 S(n) oraz � = (a1, . . . , ak), to supp(�) = {a1, . . . , ak}.
(2) Jeúli � 2 S(n) oraz � = (a1, . . . , ak), to

� = (a2, . . . , a1, a1) = (a3, . . . , a1, a2) = . . . = (ak, . . . , ak�2, ak�1).

(3) Jeúli � 2 S(n) oraz � = (a1, . . . , ak), to

��1
= (ak, . . . , a1).

Uwaga 4.4. Niech S(n) bÍdzie grupπ permutacji.
(1) Dla i, j 2 {1, . . . , n} zachodzi (i, j)2 = (i, j) � (i, j) = (1).
(2) Dla i, j 2 {1, . . . , n} zachodzi (i, j) = (j, i).
(3) Dla i, j 2 {1, . . . , n} zachodzi (i, j) = (1, i) � (1, j) � (1, i).

Twierdzenie 4.2. Kaøda permutacja � 2 S(n) da siÍ przedstawiÊ w postaci iloczynu cykli parami
roz≥πcznych. Przedstawienie to jest jednoznaczne z dok≥adnoúciπ do kolejnoúci cykli.

Dowód. Pokaøemy istnienie stosownego rozk≥adu. Niech m = |supp(�)|. Dowód poprowadzimy przez
indukcjÍ wzglÍdem m. Jeøeli m = 0, to wówczas

� =

✓
1 2 . . . n
1 2 . . . n

◆

a zatem � = (1).
Jeøeli m � 2, to za≥óømy, øe kaøda permutacja � 2 S(n) taka, øe

|supp(�)| < m

daje siÍ roz≥oøyÊ na iloczyn cykli parami roz≥πcznych. Ustalmy permutacjÍ � 2 S(n) takπ, øe

|supp(�)| = m.

Pokaøemy, øe � daje siÍ roz≥oøyÊ na iloczyn cykli parami roz≥πcznych. Ustalmy w tym celu a1 2 supp(�)
i rozwaømy ciπg

b1 = a1, b2 = �(b1), b3 = �(b2), . . .

Oczywiúcie
8p 2 N(bp 2 {1, . . . , n}),

a zatem
9p1, p2 2 N(bp1 = bp2).

Wobec tego niech
k = min{p 2 N : bp+1 = bs, dla pewnego s 2 {1, . . . , p}}.

Pokaøemy, øe s = 1. PrzypuúÊmy bowiem, øe s > 1. Wówczas w szczególnoúci:

bk+1 = bs dla pewnego s 2 {2, . . . , k}
i zgodnie z okreúleniem ciπgu (b1, b2, . . .):

�(bk) = bk+1 = bs = �(bs�1),

ale poniewaø � jest bijekcjπ, wiÍc
bk = bs�1

czyli
b(k�1)+1 = bs�1 oraz s� 1 2 {1, . . . , k � 1}.
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Wszelako k by≥o najmniejszπ liczbπ o powyøszej w≥asnoúci, co daje sprzecznoúÊ.
Wobec tego liczby

b1 = a1, b2 = �(b1), b3 = �(b2), . . . , bk = �(bk�1)

sπ parami róøne oraz
bk+1 = b1.

Mamy wiÍc

� =

✓
b1 b2 . . . bk
b2 b3 . . . b1

◆
�
✓

c1 c2 . . . cm�k

�(c1) �(c2) . . . �(cm�k)

◆

| {z }
=⌧

= (b1, . . . , bk) � ⌧.

Jeúli m = k, to � = (b1, . . . , bm) jest cyklem. Jeúli m > k, to |supp(⌧)| = m� k < m, wiÍc na podstawie
za≥ozenia indukcyjnego

⌧ = �1 � . . . � �l,
gdzie �i, i 2 {1, . . . , l} sπ cyklami roz≥πcznymi. Wobec tego

� = (b1, . . . , bk) � �1 � . . . � �l
oraz

8i 2 {1, . . . , l}(supp(�i) \ supp(b1, . . . , bk) = ;).
Pokaøemy jednoznacznoúÊ (z dok≥adnoúciπ do kolejnoúci) stosownego rozk≥adu. Niech

� = �1 � . . . � �l1 = �01 � . . . � �0l2 ,
gdzie �1, . . . , �l1 , �

0
1, . . . , �

0
l2
sπ cyklami oraz

8i, j 2 {1, . . . , l1}(supp(�i) \ supp(�j) = ;),

8i, j 2 {1, . . . , l2}(supp(�0i) \ supp(�0j) = ;).
PrzypuúÊmy, øe

8i 2 {1, . . . , l2}(�1 6= �0i).

Ustalmy a1 2 supp(�1) ⇢ supp(�). Dla pewnego i 2 {1, . . . , l2}
a1 2 supp(�0i)

i moøemy – zmieniajπc ewentualnie numeracjÍ – za≥óøyÊ, øe

a1 2 supp(�01).

Wobec tego:
�1 = (a1, a2, . . . , ak1),

�01 = (a1, a
0
2, . . . , a

0
k2
).

Ale poniewaø � jest bijekcjπ, wiÍc:

a02 = �(a1) = a2,

a03 = �(a2) = a3,
...

zatem �1 = �01, co jest sprzecznoúciπ. ⇤
Przyk≥ady:
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(5) Rozwaømy � =

✓
1 2 3 4 5 6 7 8

3 1 2 5 4 5 8 7

◆
2 S(8). Wówczas:

� = (1, 3, 2) � (4, 6, 5) � (7, 8).

(6) Rozwaømy � =

✓
1 2 3 4 5 6 7 8

2 3 5 1 6 7 8 4

◆
2 S(8). Wówczas:

� = (1, 2, 3, 5, 6, 7, 8, 4).

Wniosek 4.3. Grupa S(n) jest generowana przez zbiór wszystkich cykli.

Uwaga 4.5. Rzπd cykli o d≥ugoúci k w grupie S(n) jest równy k.

Dowód. Ustalmy �1 = (a1, a2, . . . , ak) 2 S(n). Wówczas:

�k =

✓
a1 a2 . . . ak
a1 a2 . . . ak

◆
= (1).

Ustalmy i 2 {1, . . . , k � 1}. Wówczas:
�i(a1) = ai+1

ale i+ 1 2 {2, . . . , k}, wiÍc
�i(a1) 6= a1.

⇤
Twierdzenie 4.3 (RuÖniego). Jeøeli � 2 S(n) ma nastÍpujπcy rozk≥ad na cykle roz≥πczne:

� = �1 � . . . � �m
o d≥ugoúciach, odpowiednio, k1, . . . , km, to wówczas

r(�) = NWW (k1, . . . , km).

Dowód. Ustalmy � o rozk≥adzie jak w twierdzeniu. Niech r(�) = r. Oznaczmy:

w = NWW (k1, . . . , km)

oraz dobierzmy liczby naturalne t1, . . . , tm tak, aby

8i 2 {1, . . . ,m}w = kiti.

Wówczas

�w
= (�1 � . . . � �m)w = �w1 � . . . � �wm = �k1t11 � . . . � �kmtm

m

= (�k11 )

t1 � . . . � (�kmm )

tm
= (1).

Wobec tego r|w. Z drugiej strony:
(1) = �r

= (�1 � . . . � �m)r = �r1 � . . . � �rm
oraz �r1 , . . . , �

r
m sπ cyklami parami roz≥πcznymi. Zatem:

�r1 = (1), . . . , �rm = (1),

skπd k1|r, . . . , km|r. Wobec tego w|r. ⇤
Przyk≥ad:
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(7) Rozwaømy � =

✓
1 2 3 4 5 6 7 8 9

2 3 1 7 5 6 4 9 8

◆
2 S(9). Wówczas:

� = (1, 2, 3) � (4, 7) � (8, 9),
a zatem r(�) = NWW (3, 2, 2) = 6.

Uwaga 4.6. Kaødy cykl jest iloczynem transpozycji.

Dowód. Wystarczy zauwaøyÊ, øe

(a1, . . . , ak) = (a1, ak) � (a1, ak�1) � . . . � (a1, a2).
⇤

Wniosek 4.4. (1) Kaøda permutacja � 2 S(n) jest iloczynem transpozycji.
(2) Grupa S(n) jest generowana przez zbiór wszystkich transpozycji.
(3) Grupa S(n) jest generowana przez zbiór

{(1, 2), (1, 3), . . . , (1, n)}.
Przyk≥ady:

(8) Rozwaømy � =

✓
1 2 3 4 5 6 7 8

6 4 2 3 8 7 1 5

◆
2 S(8). Wówczas:

� = (1, 6, 7) � (2, 4, 3) � (5, 8)
= (1, 7) � (1, 6) � (2, 3) � (2, 4) � (5, 8).

(9) Rozwaømy � =

✓
1 2 3

2 3 1

◆
2 S(3). Wówczas:

� = (1, 2, 3) = (1, 3) � (1, 2)
= (1, 3) � (1, 2) � (1, 2) � (1, 2).

W szczególnoúci rozk≥ad permutacji na transpozycje nie jest jednoznaczny.

Lemat 4.1. Niech � 2 S(n) oraz c1, . . . , ck 2 {1, . . . , n}. Niech
� = (1, c1) � . . . � (1, ck).

Jeúli �(s) = s dla pewnego s 2 {1, . . . , n}, to element s wystÍpuje w ciπgu c1, . . . , ck parzystπ liczbÍ razy.
Dowód. Jeúli s 6= ci, dla i 2 {1, . . . , k}, to s wystÍpuje w ciπgu 0 razy. Za≥óømy wiÍc, øe s = ci,
dla pewnego i 2 {1, . . . , k}. Dowód prowadzimy metodπ indukcji po k. Za≥óømy, øe dla wszelkich p 2
{1, . . . , k � 1}, jeøeli c1, . . . , cp 2 {1, . . . , n} oraz

� = (1, c1) � . . . � (1, cp),
i jeúli �(s) = s, dla pewnego s 2 {1, . . . , n}, to element s wystÍpuje w ciπgu c1, . . . , cp parzystπ liczbÍ
razy. Niech

l = max{i 2 {1, . . . , k} : s = ci}.
Ponadto oznaczmy

⌧i = (1, ci), dla i 2 {1, . . . , k}.
Wówczas

⌧l � ⌧l+1 � . . . � ⌧k(s) = 1 6= s,

⌧1 � . . . � ⌧l � ⌧l+1 � . . . � ⌧k(s) = �(s) = s.
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a zatem
⌧1 � ⌧2 � . . . � ⌧l�1(s) 6= s.

Wobec tego
9i 2 {1, . . . , l � 1}(s = ci.)

Niech
m = max{i 2 {1, . . . , l � 1} : s = ci}.

Wówczas

⌧m � ⌧m+1 � . . . � ⌧l � ⌧l+1 � . . . � ⌧k(s) = s,

⌧1 � . . . � ⌧m � ⌧m+1 � . . . � ⌧l � ⌧l+1 � . . . � ⌧k(s) = �(s) = s,

a zatem
⌧1 � ⌧2 � . . . � ⌧m�1(s) = s.

Tym samym w ciπgu
cm, . . . , cl, . . . , ck

s wystÍpuje dwa razy oraz
⌧1 � . . . � ⌧m�1 = (1, c1) � . . . � (1, cm�1),

przy czym m� 1 2 {1, . . . , k � 1} i skoro ⌧1 � . . . � ⌧m�1(s) = s, to na podstawie za≥oøenia indukcyjnego
w ciπgu

c1, . . . , cm�1

s wystÍpuje parzystπ liczbÍ razy. Tym samym w ciπgu

c1, . . . , ck

s wystÍpuje parzystπ liczbÍ razy. ⇤
Lemat 4.2. Niech � 2 S(n). Jeúli

� = (a1, b1) � . . . � (ak, bk) = (1),

gdzie ai 6= bi, i 2 {1, . . . , k}, to k jest liczbπ parzystπ.

Dowód. Poniewaø
8i 2 {1, . . . , k}[(ai, bi) = (1, ai) � (1, bi) � (1, ai)],

wiÍc
� = (1, a1) � (1, b1) � (1, a1) � . . . � (1, ak) � (1, bk) � (1, ak) = (1).

Stπd w szczególnoúci
8i 2 {1, . . . , k}[�(bi) = bi.]

Wobec Lematu 4.1, element bi, dla i 2 {1, . . . , k}, pojawia siÍ w ciπgu

a1, b1, a1, a2, b2, a2, . . . , ak, bk, ak

parzystπ liczbÍ razy, a wiÍc element bi, dla i 2 {1, . . . , k}, pojawia siÍ w ciπgu

b1, b2, . . . , bk

parzystπ liczbÍ razy. Zatem k jest liczbπ parzystπ. ⇤
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Twierdzenie 4.4. Niech � 2 S(n) oraz

� = ⌧1 � . . . � ⌧k = ⌧ 01 � . . . � ⌧ 0l ,
gdzie ⌧1, . . . , ⌧k, ⌧ 01, . . . , ⌧ 0l sπ transpozycjami. Wówczas

k ⌘ l( mod 2).

Dowód. Wobec równoúci
⌧1 � . . . � ⌧k = ⌧ 01 � . . . � ⌧ 0l

mamy
⌧1 � . . . � ⌧k � ⌧ 0�1

l � . . . � ⌧ 0�1
1 = (1).

Wobec Lematu 4.2 liczba
k + l

jest parzysta, a zatem k ⌘ l( mod 2). ⇤
Definicja 4.2. Niech � 2 S(n) oraz niech � ma nastÍpujπcy rozk≥ad na transpozycje:

� = ⌧1 � . . . � ⌧m.
(1) LiczbÍ sgn(�) = (�1)

m nazywamy znakiem permutacji �.
(2) PermutacjÍ � nazywamy parzystπ, jeúli sgn(�) = 1, a wiÍc gdy jest iloczynem parzystej liczby
transpozycji i nieparzystπ w przeciwnym wypadku.

Uwaga 4.7. (1) Cykl o d≥ugoúci k jest permutacjπ parzystπ wtedy i tylko wtedy, gdy k jest liczbπ
nieparzystπ.

(2) Niech � 2 S(n) i niech � ma nastÍpujπcy rozk≥ad na cykle roz≥πczne:

� = �1 � . . . � �l,
przy czym niech ki bÍdzie d≥ugoúciπ cyklu �i, i 2 {1, . . . , l}. Wówczas permutacja � jest parzysta
wtedy i tylko wtedy, gdy wúród liczb k1, . . . , kl wystÍpuje parzysta liczba liczb parzystych.

Dowód. (1) Wynika wprost z toøsamoúci

(a1, . . . , ak) = (a1, ak) � (a1, ak�1) � . . . � (a1, a2).
(2) Oczywiste wobec (1).

⇤
Przyk≥ady:

(10) Rozwaømy � =

✓
1 2 3 4 5 6 7 8

6 4 2 3 8 7 1 5

◆
2 S(8). Wówczas:

� = (1, 6, 7) � (2, 4, 3) � (5, 8)
= (1, 7) � (1, 6) � (2, 3) � (2, 4) � (5, 8),

wiÍc � jest permutacjπ nieparzystπ.

Twierdzenie 4.5. Niech � 2 S(n). Rozwaømy wielomiany:

f(x1, . . . , xn) =

Y

1i<jn

(xi � xj),

f�
(x1, . . . , xn) =

Y

1i<jn

(x�(i) � x�(j)).
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Wówczas � jest parzysta wtedy i tylko wtedy, gdy f = f� oraz � jest nieparzysta wtedy i tylko wtedy, gdy
f = �f�.

Dowód. Wielomiany f i f� róøniπ siÍ co najwyøej znakiem, wiÍc wystarczy pokazaÊ, øe � jest parzysta
wtedy i tylko wtedy, gdy f = f�. W tym celu zauwaømy, øe � jest iloczynem sta≥ej co do parzystoúci
liczby transpozycji ⌧1, . . . ⌧k oraz øe iloczyn dwóch permutacji jednakowej parzystoúci jest permutacjπ
parzystπ, zaú iloczyn dwóch permutacji róønych parzystoúci jest permutacjπ nieparzystπ. Zarazem:

• jeúli f = f�1 i f = f�2 , to f = f�1��2 ,
• jeúli f = �f�1 i f = �f�2 , to f = f�1��2 ,
• jeúli f = f�1 i f = �f�2 , to f = �f�1��2 .

Wobec tego wystarczy pokazaÊ, øe jeúli ⌧ jest transpozycjπ, to f = �f ⌧ .
Pokaøemy najpierw, øe jeúli ⌧ = (k, k + 1), gdzie k 2 {1, . . . , n� 1}, to f = �f ⌧ . Istotnie:

f ⌧
(x1, . . . , xn) =

Y

1i<jn

(x⌧(i) � x⌧(j)).

Tylko jeden czynnik (x⌧(i) � x⌧(j)) w iloczynie
Q

1i<jn(x⌧(i) � x⌧(j)) spe≥nia ⌧(i) > ⌧(j), a mianowicie

(x⌧(k) � x⌧(k+1)) = (xk+1 � xk).

Zmieniajπc znak tego czynnika na przeciwny otrzymujemy f , a zatem f = �f ⌧ .
Dalej, dla dowolnej transpozycji ⌧ = (m, r), 1  m < r  n, zachodzi:

(m, r) = (m,m+1)�(m+1,m+2)�. . .�(r�2, r�1)�(r�1, r)�(r�2, r�1)�. . .�(m+1,m+2)�(m,m+1).

Zatem dowolna transpozycja jest iloczynem 2(r�m)�1 transpozycji postaci (k, k+1), przy czym liczba
2(r �m)� 1 jest nieparzysta, co koÒczy dowód. ⇤
Uwaga 4.8. Odwzorowanie sgn : S(n) ! {�1, 1} jest homomorfizmem grup. Jego jπdrem jest zbiór
wszystkich permutacji parzystych.

Definicja 4.3. PodgrupÍ A(n) grupy S(n) z≥oøonπ ze wszystkich permutacji parzystych zwiemy grupπ
alternujπcπ stopnia n.

Wniosek 4.5. Niech n � 2. Wówczas:
(1) A(n) C S(n);
(2) S(n)/A(n) ⇠

=

{�1, 1} ⇠
=

Z2;
(3) |A(n)| = n!

2 .

Twierdzenie 4.6. Niech n � 2. Wówczas:
(1) grupa A(n) jest generowana przez zbiór wszystkich permutacji bÍdπcych iloczynem dwóch trans-
pozycji;

(2) grupa A(n) jest generowana przez zbiór wszystkich cykli o d≥ugoúci 3;
(3) grupa A(n) jest generowana przez zbiór:

{(1, 2, 3), (1, 2, 4), . . . , (1, 2, n)};

(4) grupa A(n) jest generowana przez zbiór:

{(1, i, j) : i, j 2 {2, . . . , n}, i 6= j}.

Dowód. (1) Oczywiste.
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(2) Wystarczy zauwaøyÊ, øe dla parami róønych i, j, k, l 2 {1, . . . , n}:
(i, j) � (i, j) = (1),

(i, j) � (i, k) = (i, k, j),

(i, j) � (k, l) = (j, k, l) � (i, l, j).
(3) Oczywiste wobec (1) i (2).
(4) Oczywiste wobec (1) i (2).

⇤
4.2. Normalizator, centralizator, komutant.

Definicja 4.4. Niech (G, ·) bÍdzie grupπ, niech H < G oraz M ⇢ G. Normalizatorem zbioru M w
podgrupie H nazywamy zbiór

NH(M) = {a 2 H : ia(M) = M}. 1

Jeøeli H = G to normalizator zbioru M w podgrupie G nazywamy normalizatorem zbioru M i
oznaczamy N(M):

N(M) = NG(M) = {a 2 G : ia(M) = M}.
Uwaga 4.9. Niech (G, ·) bÍdzie grupπ, niech H < G oraz M ⇢ G. Wówczas:
(1) NH(M) < H oraz N(M) < G;
(2) jeøeli M < G, to wówczas M C H wtedy i tylko wtedy, gdy NH(M) = H oraz M C G wtedy i
tylko wtedy, gdy N(M) = G.

Dowód. Dla dowodu czÍúci (1) ustalmy a, b 2 NH(M). Wówczas ia(M) = M oraz ib(M) = M . Wobec
tego

iab�1
(M) = ia � ib�1

(M) = ia(i
�1
b (M)) = ia(M) = M,

a zatem ab�1 2 NH(M).
Dla dowodu czÍúci (2) za≥óømy najpierw, øeM C H. Oczywiúcie NH(M) ⇢ H, pozostaje wiÍc wykazaÊ
drugπ inkluzjÍ. Ustalmy a 2 H. Wówczas aM = Ma, czyli aMa�1

= M , a wiÍc a 2 NH(M).
Na odwrót, za≥óømy, øe NH(M) = H. Zauwaømy najpierw, øe M ⇢ H: istotnie, przypuúÊmy, øe dla
pewnego a 2 M zachodzi a /2 H = NH(M). Wówczas aMa�1 6= M , co jest niemoøliwe wobec tego, øe
a 2 M oraz M jest podgrupπ. Dalej, skoro H = NH(M), dla wszystkich a 2 H mamy aMa�1

= M , a
zatem M C H. ⇤
Twierdzenie 4.7. Niech (G, ·) bÍdzie grupπ, niech H < G oraz M ⇢ G. Wówczas

|{ia(M) : a 2 H}| = (H : NH(M)).

Dowód. Zdefiniujmy odwzorowanie � : {ia(M) : a 2 H} ! WH
L (NH(M))

2 wzorem

�(ia(M)) = a ·NH(M), dla ia(M) 2 {ia(M) : a 2 H}.
Jest jasne, øe dla ustalonej warstwy a · NH(M), a · NH(M) = �(ia(M)), pozostaje wiÍc wykazaÊ, øe
odwzorowanie � jest dobrze okreúlone i róønowartoúciowe. Istotnie, dla a, b 2 H mamy:

ia(M) = ia(M) , aMa�1
= bMb�1 , b�1aMa�1b = M

, b�1aM(b�1a)�1
= M , b�1a 2 NH(M)

, b�1aNH(M) = NH(M) , aNH(M) = bNH(M).

1Przypomnijmy, øe i
a

: G ! G oznacza automorfizm wewnÍtrzny dany wzorem i
a

(g) = aga�1

2Przypomnijmy, øe symbolem WG

L

(H) oznaczamy zbiór wszystkich warstw lewostronnych podgrupy H w grupie G.
Podobnie symbolem WG

P

(H) oznaczamy zbiór warstw prawostronnych.
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⇤
Wniosek 4.6. Niech (G, ·) bÍdzie grupπ oraz niech x 2 G. Wówczas

|K(x)| = (G : N({x})). 3

Uwaga 4.10. Niech (G, ·) bÍdzie grupπ, niech H < G oraz M < G. Wówczas

M C NH(M) oraz M C N(M).

GrupÍ N(M)/M nazywamy grupπ Weyla 4 podgrupy M w grupie G i oznaczamy W (M).

Dowód. Zauwaømy, øe poniewaø M jest grupπ, dla dowolnego a 2 M mamy aMa�1
= M , a zatem

M ⇢ NH(M). W szczególnoúci M jest podgrupπ NH(M). Wprost z definicji NH(M) otrzymujemy, øe
jest to podgrupa normalna. ⇤
Definicja 4.5. Niech (G, ·) bÍdzie grupπ, niech H < G oraz M ⇢ G. Centralizatorem zbioru M w
podgrupie H nazywamy zbiór

ZH(M) = {a 2 H : 8m 2 M(ia(m) = m)}.
Jeøeli H = G, to normalizator zbioru M w G nazywamy po prostu centralizatorem zbioru M i
oznaczamy

Z(M) = ZG(M) = {a 2 G8m 2 M(ia(m) = m)}.
Jeøeli ponadto M = G, to centralizator G nazywamy centrum grupy G.

Uwaga 4.11. Niech (G, ·) bÍdzie grupπ, niech H < G oraz M ⇢ G. Wówczas:
(1) ZH(M) < H oraz Z(M) < G oraz Z(G) < G;
(2) ZH(M) C NH(M) oraz Z(M) C N(M) oraz Z(G) C G.

Dowód. Dowód czÍúci (1) pozostawiamy jako proste Êwiczenie. Jest oczywiste, øe ZH(M) ⇢ NH(M) i
skoro ZH(M) jest grupπ, wiÍc w szczególnoúci jest podgrupπ NH(M). Pozostaje sprawdziÊ, øe jest to
podgrupa normalna. Ustalmy a 2 NH(M) i x 2 ZH(M). Wówczas ix(m) = m, dla m 2 M , a zatem

iaxa�1
(m) = ia(ix(i

�1
a (m))) = ia(i

�1
a (m)) = m,

jako øe (i�1
a (m) 2 M . Wobec tego axa�1 2 ZH(M) i wobec dowolnoúci wyboru x 2 ZH(M) otrzymujemy

aZH(M)a�1 ⇢ ZH(M), wiÍc ZH(M) C NH(M). ⇤
Uwaga 4.12. Niech (G, ·) bÍdzie grupπ. Wówczas

G/Z(G)

⇠
=

InnG. 5

Dowód. Zdefiniujmy odwzorowanie � : G ! InnG wzorem

�(a) = ia.

Bez trudu sprawdzamy, øe � jest dobrze okreúlonym surjektywnym homomorfizmem. Pozostaje spraw-
dziÊ, øe ker� = Z(G) i skorzystaÊ z twierdzenia o izomorfizmie:

a 2 ker� , ia = idG , 8g 2 G(aga�1
= g)

, 8g 2 G(ag = ga) , a 2 Z(G).

⇤
3Przypomnijmy, øe symbolem K(x) oznaczamy klasÍ elementów sprzÍøonych z x: K(x) = {y 2 G : 9g 2 G(y = gxg�1)}.
4Hermann Weyl (1885–1955) – matematyk niemiecki.
5Przypomnijmy, øe symbol InnG oznacza grupÍ automorfizmów wewnÍtrznych grupy G.



42

Przyk≥ady:
(1) Rozwaømy D(3). Wówczas Z(D(3)) = {id}.
(2) Rozwaømy D(4). Wówczas Z(D(4)) = {id, O180�}.
(3) Rozwaømy S(n), n � 3. Wówczas Z(S(n)) = {id}.
(4) Rozwaømy GL(n,K). Wówczas Z(GL(n,K)) = {aI : a 2 K⇤}, gdzie I oznacza macierz jednost-
kowπ.

Definicja 4.6. Niech (G, ·) bÍdzie grupπ oraz niech a, b 2 G. Element

[a, b] = aba�1b�1

nazywamy komutatorem elementów a i b.

Uwaga 4.13. Niech (G, ·) bÍdzie grupπ oraz niech a, b 2 G. Wówczas:
(1) [a, a] = 1;
(2) [a, b] = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy ab = ba;
(3) (a) [a, b]�1

= [b, a];
(b) [a�1, b] = [b, a]a

�1; 6

(c) [ab, c] = [a, c]b[b, c], [a, bc] = [a, c][a, b]c;
(d) [[a, b�1

], c]b[[b, c�1
], a]c[[c, a�1

], b]a = 1;
(e) jeøeli c 2 Z({[a, b]}), to [a, bc] = [a, c][a, b] oraz [ac, b] = [a, b][c, b];

(4) jeøeli F jest grupπ oraz � : G ! F jest homomorfizmem grup, to

�([a, b]) = [�(a),�(b)].

Dowód. Proste dowody powyøszych w≥asnoúci pozostawiamy jako Êwiczenie. ⇤
Definicja 4.7. Niech (G, ·) bÍdzie grupπ, niech M1,M2 ⇢ G. Wzajemnym komutantem zbiorów
M1 i M2 nazywamy grupÍ

[M1,M2] = h{[a, b] : a 2 M1, b 2 M2}i.
Jeúli M1 = M2 = G, to wzajemny komutant grupy G z samπ sobπ nazywamy komutantem grupy G i
oznaczamy [G,G].

Wniosek 4.7. Niech (G, ·) bÍdzie grupπ, niech M1,M2 ⇢ G. Wówczas:

[M1,M2] = {[a1, b1]k1 · . . . · [an, bn]kn : n 2 N, ki 2 Z, ai 2 M1, bi 2 M2}.
Uwaga 4.14. Niech (G, ·) bÍdzie grupπ. Komutant grupy G nie pokrywa siÍ na ogó≥ ze zbiorem wszyst-
kich komutatorów. Istniejπ grupy skoÒczone, w których iloczyn dwóch komutatorów moøe nie byÊ równy
øadnemu komutatorowi.

Lemat 4.3. Niech G i F bÍdπ grupami, � : G ! F homomorfizmem grup, a M1,M2 ⇢ G. Wówczas:

�([M1,M2]) = [�(M1),�(M2)] oraz �([G,G]) = [�(G),�(G)].

Dowód. (⇢) : Ustalmy y 2 �([M1,M2]). Wówczas y = �(x), gdzie

x = [a1, b1]
k1 · . . . · [an, bn]kn

dla pewnych n 2 N, ki 2 Z, ai 2 M1, bi 2 M2. Wobec tego:

y = �([a1, b1]
k1 · . . . · [an, bn]kn) = �([a1, b1])

k1 · . . . · �([an, bn])kn

= [�(a1),�(b1)]
k1 · . . . · [�(an),�(bn)]kn 2 [�(M1),�(M2)].

6Przypomnijmy, øe symbolem ax oznaczamy element sprzÍøony z a poprzez x, tj. xax�1.
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(�) : Ustalmy c 2 �(M1), d 2 �(M2). Wówczas c = �(a), d = �(b) dla pewnych a 2 M1, b 2 M2.
Mamy:

[c, d] = [�(a),�(b)] = �([a, b]) 2 �([M1,M2])

i skoro �([M1,M2]) < F oraz [�(M1),�(M2)] jest najmniejszπ podgrupπ zawierajπcπ komutatory [c, d],
c 2 �(M1), d 2 �(M2), to [�(M1),�(M2)] ⇢ �([M1,M2]). ⇤
Twierdzenie 4.8. Niech (G, ·) bÍdzie grupπ, niech M1 C G, M2 C G. Wówczas

[M1,M2] C G oraz [G,G] C G.

Dowód. Ustalmy a 2 G. Mamy:

a[M1,M2]a
�1

= ia([M1,M2]) = [ia(M1), ia(M2)] =

= [aM1a
�1, aM2a

�1
] = [M1,M2].

⇤
Twierdzenie 4.9. Niech G i F bÍdπ grupami, a � : G ! F surjektywnym homomorfizmem grup.
Wówczas

F jest abelowa wtedy i tylko wtedy, gdy [G,G] < ker�.

Dowód. Za≥óømy, øe F jest abelowa i ustalmy a, b 2 G. Wtedy

�([a, b]) = [�(a),�(b)] = 1,

a zatem [a, b] 2 ker� i skoro ker� < G oraz [G,G] jest najmniejszπ podgrupπ zawierajπcπ komutatory
[a, b], a, b 2 G, to [G,G] < ker�.
Na odwrót, za≥óømy, øe [G,G] < ker� i ustalmy c, d 2 F . Wobec surjektywnoúci �, c = �(a) i d = �(b),
dla pewnych a, b 2 G. Ponadto

[c, d] = [�(a),�(b)] = �([a, b]) = 1,

a wiÍc cd = dc. ⇤
Wniosek 4.8. Niech (G, ·) bÍdzie grupπ, niech H C G. Wówczas

G/H jest abelowa wtedy i tylko wtedy, gdy [G,G] < H.

Innymi s≥owy, komutant jest najmiejszπ podgrupπ normalnπ wzglÍdem której grupa ilorazowa jest abelowa.

Wniosek 4.9. Niech (G, ·) bÍdzie grupπ. Wówczas
G/[G,G] jest abelowa.

Wniosek 4.10. Niech (G, ·) bÍdzie grupπ. Wówczas
G jest abelowa wtedy i tylko wtedy, gdy [G,G] = {1}.

Definicja 4.8. Niech (G, ·) bÍdzie grupπ. Homomorfizm kanoniczny  : G ! G/[G,G] nazywamy abe-
lianizacjπ grupy G.

Lemat 4.4. Niech G i F bÍdπ grupami, � : G ! F homomorfizmem grup. Niech M1,M2 ⇢ G, H < G,
L1, L2 ⇢ F . Wówczas
(1) [��1

(L1),��1
(L2)] ⇢ ��1

([L1, L2]) oraz [��1
(F ),��1

(F )] ⇢ ��1
([F, F ]);

(2) [M1 \H,M2 \H] ⇢ [M1,M2] \H.
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Dowód. (1): Ustalmy a 2 ��1
(L1), b 2 ��1

(L2). Wówczas �(a) 2 L1, �(b) 2 L2 i tym samym

�([a, b]) = [�(a),�(b)] 2 [L1, L2].

Zatem [a, b] 2 ��1
([L1, L2]) i skoro ��1

([L1, L2]) < G oraz [��1
(L1),��1

(L2)] jest najmniejszπ podgrupπ
zawierajπcπ komutatory [a, b], a 2 ��1

(L1), b 2 ��1
(L2), to [��1

(L1),��1
(L2)] ⇢ ��1

([L1, L2]).
(2): Ustalmy a 2 M1 \H, b 2 M2 \H. Wówczas

[a, b] 2 [M1,M2]

oraz
[a, b] = aba�1b�1 2 H.

Zatem [a, b] 2 [M1,M2]\H i skoro [M1,M2]\H < G oraz [M1 \H,M2 \H] jest najmniejszπ podgrupπ
zawierajπcπ komutatory [a, b], a 2 M1 \H, b 2 M2 \H, to [M1 \H,M2 \H] ⇢ [M1,M2] \H. ⇤
4.3. Grupy rozwiπzalne.

Definicja 4.9. Niech (G, ·) bÍdzie grupπ. Wówczas ciπg podgrup grupy G zdefiniowany indukcyjnie wzo-
rami

• G(0)
= G,

• G(i)
= [G(i�1), G(i�1)

], dla i 2 N
nazywamy górnym ciπgiem centralnym grupy G, a jego elementy hipercentra≥ami;

Uwaga 4.15. Niech (G, ·) bÍdzie grupπ, (G(i)
)i2N jej górnym ciπgiem centralnym, (G(i))i2N jej dolnym

ciπgiem centralnym. Wówczas
(1) G(i+1) ⇢ G(i), G(i) C G, dla i 2 N;
(2) G(i)/G(i+1) sπ abelowe dla i 2 N.

Dowód. (1) Pokaøemy, øe jeúli M1 C G oraz M2 C G, to [M1,M2] C G i [M1,M2] ⇢ M1 \ M2.
Ustalmy w tym celu M1 C G i M2 C G. Pierwsza teza wynika z Twierdzenia 4.8. Dla dowodu
drugiej tezy ustalmy [a1, b1]k1 . . . [an, bn]kn 2 [M1,M2], gdzie ai 2 M1, bi 2 M2, dla i 2 {1, . . . , n}.
Wówczas:

[a1, b1]
k1 . . . [an, bn]

kn
= (a1b1a

�1
1| {z }

2M2

b�1
1|{z}

2M2

)

k1 . . . (anbna
�1
n| {z }

2M2

b�1
n|{z}

2M2

)

kn 2 M2.

Podobnie [a1, b1]k1 . . . [an, bn]kn 2 M1.
Pokaøemy, øe G(i) C G, dla i 2 N. Dla i = 0 jest to oczywiste, za≥óømy wiÍc, øe G(i) C G.
Wobec Twierdzenia 4.8:

G(i+1)
= [G(i), G(i)

] C G,

co dowodzi tezy na mocy indukcji wzglÍdem i 2 N.
Pokaøemy, øe G(i+1) ⇢ G(i), dla i 2 N. Ustalmy i 2 N. Poniewaø G(i) C G, mamy

G(i+1)
= [G(i), G(i)

] ⇢ G(i) \G(i)
= G(i).

(2) Pokaøemy, øe G(i)/G(i+1) sπ abelowe, dla i 2 N. Ustalmy i 2 N. Poniewaø G(i+1) C G, wiÍc
G(i+1) C G(i). Ponadto [G(i), G(i)

] < G(i+1), wiÍc wobec Wniosku 4.8 G(i)/G(i+1) jest abelowa.
⇤

Definicja 4.10. Niech (G, ·) bÍdzie grupπ. Wówczas jeøeli (G(i)
)i2N jest jej górnym ciπgiem centralnym

oraz G(i)
= {1} dla pewnego i 2 N, to G nazywamy grupπ rozwiπzalnπ, a najmniejszπ liczbÍ i 2 N,

dla której G(i)
= {1} stopniem rozwiπzalnoúci.
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Przyk≥ady:
(1) Rozwaømy grupÍ D(3). Ciπg

D(3) > {I, O120, O240} > {I}
jest górnym ciπgiem centralnym i tym samym D(3) jest rozwiπzalna.

Definicja 4.11. Niech (G, ·) bÍdzie grupπ. Wówczas skoÒczony ciπg podgrup grupy G, (G = G0, G1, . . . , Gn =

{1}), taki, øe
• Gi+1 C Gi, dla i 2 {0, . . . , n� 1},

nazywamy ciπgiem podnormalnym (lub subnormalnym) grupy G. LiczbÍ n nazywamy d≥ugoúciπ
ciπgu, a grupy

Gi/Gi+1, dla i 2 {0, . . . , n� 1}
faktorami ciπgu.

Twierdzenie 4.10. Niech (G, ·) bÍdzie grupπ skoÒczonπ. NastÍpujπce warunki sπ równowaøne:
(1) G jest rozwiπzalna,
(2) istnieje ciπg (G = G0, G1, . . . , Gn = {1}) podnormalny o faktorach abelowych,
(3) istnieje ciπg (G = G0, G1, . . . , Gm = {1}) podnormalny o faktorach cyklicznych.

Dowód. (1) ) (2): oczywiste wobec Uwagi 4.15 i Przyk≥adu (3).
(2) ) (3): Pokaøemy, øe skoÒczona grupa abelowa ma ciπg podnormalny o faktorach cyklicznych. Jest
to oczywiste, gdy |G| = 1, zaú w przypadku |G| = m za≥óømy, øe dla grup rzÍdu |G| < m twierdzenie jest
prawdziwe. Pokaøemy, øe w G istnieje ciπg podnormalny o faktorach cyklicznych. Ustalmy a 2 G \ {1}.
Niech H = hai. Wówczas H jest cykliczna oraz |G/H| < m i oczywiúcie G/H jest abelowa. Wobec
za≥oøenia indukcyjnego

(G/H = G0
0, G

0
1, . . . , G

0
n = {1})

jest ciπgiem podnormalnym o faktorach cyklicznych. Niech

Gi = �1
(G0

i), dla i 2 {1, . . . , k} oraz Gk+1 = {1},
gdzie  : G ! G/H jest epimorfizmem kanonicznym. Wówczas 7

Gi�1/Gi = G0
i�1/G

0
i, dla i 2 {1, . . . , k} oraz Gk/Gk+1

⇠
=

H.

Zatem (G = G0, G1, . . . , Gk+1 = {1}) jest ciπgiem podnormalnym o faktorach cyklicznych i na mocy
zasady indukcji matematycznej teza zosta≥a udowodniona.
Niech (G = G0, G1, . . . , Gk = {1}) bÍdzie ustalonym ciπgiem podnormalnym o faktorach abelowych.
Grupy Gi�1/Gi, i 2 {1, . . . , k}, sπ skoÒczonymi grupami abelowymi. Niech

Gi�1/Gi = G0
i,0, G

0
i,1, . . . , G

0
i,ki

= {1}, dla i 2 {1, . . . , k},
bÍdπ ciπgami podnormalnymi o faktorach cyklicznych. Niech

Gi,j = �1
i (G0

i,j), dla j 2 {0, . . . , ki}, i 2 {1, . . . , k},
gdzie i : Gi�1 ! Gi�1/Gi sπ epimorfizmami kanonicznymi. Zatem:

• Gi,0 = Gi�1, i 2 {1, . . . , k},
• Gi,ki = Gi, i 2 {1, . . . , k},

7Stosujemy tu nastÍpujπcy wniosek z twierdzenia o izomorfizmie: jeúli G jest grupπ, N C G oraz H C G, przy czym
N < H, to wówczas G/H ⇠= (G/N)/(H/N).
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• Gi,j C Gi,j�1, dla j 2 {0, . . . , ki}, i 2 {1, . . . , k}, 8
• Gi,j�1/Gi,j

⇠
=

G0
i,j�1/G

0
i,j, dla j 2 {0, . . . , ki}, i 2 {1, . . . , k}.

Zatem (G = G1,0, G1,1, . . . , G1,k1 = G2 = G2,0, G2,1, . . . , G2,k2 , . . . , Gk,0, . . . , Gk = {1}) jest ciπgiem
podnormalnym o faktorach cyklicznych.

(3) ) (1): Niech (G = G0, G1, . . . , Gk = {1}) bÍdzie ciπgiem podnormalnym o faktorach cyklicznych.
Pokaøemy, øe G(i) ⇢ Gi, dla i 2 {0, . . . , k}. Jest to oczywiste dla i = 0, za≥óømy wiÍc, øe dla ustalonego
i > 0 zachodzi G(i) ⇢ Gi. Pokaøemy, øe G(i+1) ⇢ Gi+1. Istotnie:

G(i+1)
= [G(i), G(i)

] ⇢ [Gi, Gi].

Poniewaø Gi+1 C Gi oraz Gi/Gi+1 jest cykliczna, a wiÍc abelowa, wiÍc wobec wniosku 4.8:

[Gi, Gi] ⇢ Gi+1.

⇤
Definicja 4.12. Niech (G, ·) bÍdzie grupπ. GrupÍ G nazywamy p-grupπ, jeøeli |G| = pk dla pewnej
liczby pierwszej p oraz k 2 N.
Podamy teraz bez dowodu kilka twierdzeÒ pozwalajπcych nam poznaÊ nietrywialne przyk≥ady grup
rozwiπzalnych.

Twierdzenie 4.11. Niech (G, ·) bÍdzie p-grupπ. Wówczas G jest rozwiπzalna.

Twierdzenie 4.12. Niech (G, ·) bÍdzie grupπ, niech |G| = pq, gdzie p i q sπ liczbami pierwszymi.
Wówczas G jest grupπ rozwiπzalnπ.

Przyk≥ady:
(2) Rozwaømy grupÍ D(4). Mamy

|D(4)| = 8 = 2

3,

a wiÍc D(4) jest rozwiπzalna jako p-grupa.
(3) Rozwaømy grupÍ S(3). Mamy

|S(3)| = 6 = 2 · 3,
a wiÍc S(3) jest rozwiπzalna jako grupa rzÍdu pq.

Twierdzenie 4.13 (Burnside’a). 9 Niech (G, ·) bÍdzie grupπ, niech |G| = paqb, gdzie p i q sπ liczbami
pierwszymi oraz a, b 2 N. Wówczas G jest grupπ rozwiπzalnπ.
Twierdzenie 4.14 (Feit’a-Thompsona). 10 Niech (G, ·) bÍdzie grupπ, niech |G| = 2k + 1, gdzie k 2 N.
Wówczas G jest grupπ rozwiπzalnπ.

8Stosujemy tu nastÍpujπcy wniosek z twierdzenia o izomorfizmie: jeúli G jest grupπ, N C G oraz N < H, to wówczas
H C G wtedy i tylko wtedy, gdy H/N C G/N .
9Twierdzenie pochodzi z 1911 roku, zwiemy je teø “paqb-theorem”.
10Twierdzenie pochodzi z 1963 roku, jego oryginalny dowód zajmuje 254 strony: W. Feit, J. Thompson, Solvability of

groups of odd order, Pacific J. of Math. 13 (1963), 775-1029.


