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4. WYKEAD 4: GRUPY PERMUTACJI. NORMALIZATOR, CENTRALIZATOR, KOMUTANT. GRUPY
ROZWIAZALNE.

4.1. Grupy permutacji.

Twierdzenie 4.1 (Cayley’a). Dowolna grupa G jest izomorficzna z pewng podgrupg grupy przeksztatcen
S(G).

Dowdd. Zdefiniujmy odwzorowanie ® : G — S(G) wzorem ®(a) = A, gdzie A\, : G — G jest przesunie-
ciem lewostronnym. Wobec Twierdzenia 2.1 ¢ jest dobrze okreslonym homomorfizmem.
Pokazemy, ze ® jest monomorfizmem. Ustalmy w tym celu a € ker ®. Wowczas:

(I)(CL) :ngﬁAa:ngﬁVbEG(&b:b) Sa=1qg.
Ponadto, oczywiscie, im® < S(G), a zatem G = im® < S(G). O
Uwaga 4.1. Niech X 1Y bedq zbiorami réwnolicznymi. Wowczas S(X) = S(Y).

Dowadd. Niech f : X — Y bedzie bijekcja ustalajaca réwnoliczno$é. Zdefiniujmy odwzorowanie W :
S(X) = S(Y) wzorem ¥(o) = fooo f71.
Pokazemy, ze W jest homomorfizmem. Ustalmy w tym celu oy, 09 € S(X). Wowczas
Y(o100y) = fooiomof l=Ffooof tofooyof!
= (o1) 0 ¢(02).
Pokazemy, ze 1 jest surjektywne. Ustalmy w tym celu 7 € S(Y'). Wéwezas
T=foflorofof t=u(fltorof).
Pokazemy, ze 1 jest roznowartosciowe. Ustalmy w tym celu o € ker ). Wowcezas
o €keryp & (o) =idy & fooo fl =idy & o =idy.
O

Whniosek 4.1. Dowolna grupa n-elementowa G jest izomorficzna z pewng podgrupg grupy permutacyi

S(n).
Dowdd. Ustalmy grupe G i niech |G| = n. Wowcezas G jest rownoliczna z {1,...,n}, zatem S(G)
S(n).
Whniosek 4.2. Dla ustalonej liczby n istnieje skonczona liczba grup parami nieizomorficznych rzedu n.

Definicja 4.1. Niech o € S(n).
(1) Zbiér

O

supp(c) ={a € {1,...,n} : o(a) # a}
nazywamy nosnikiem permutacyi o.
(2) Mowimy, ze permutacje 01,09 € S(n) sq roztaczne (lub niezalezne), gdy
supp(o1) N supp(o2) = 0.
(3) Permutacje o € S(n) nazywamy cyklem o diugosci k, gdy istnieje podzbior A = {ay,...,ar} C
{1,...,n} taki, Ze
o(ay) = ag,0(az) = as,...,o(ax_1) = ax,0(ar) = a;

oraz
o(i) =1, dlaie{l,...,n}\ A
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Cykl taki zapisujemy jako
o= (a,as,...,ax).
Przygmugemy ponadto, Ze idy .y jest cyklem o dlugosci 1 i oznaczamy go jako (1).
(4) Cykl o dlugosci 2 nazywamy transpozycjq.

Przyklady:

. 123456 L

(1) Rozwazmy o = ( 2915 6 4 ) Woéwezas:
supp(o) = {1,3,4,5,6}.
(2) Rozwazmy o7 = ( ; i g i ), o9 = < 1 g i ;l ) Woéwezas o1 1 09 s permutacjami roz-
tacznymi.

. 12345 , . .

(3) Rozwazmy o = < 35 9 1 4 ) Wowczas o jest cyklem:
o=(1,3,2,5,4).

: 1 2 3 4 , . .

(4) Rozwazmy o = ( 9 1 3 4 > Woéwcezas o jest transpozycja:

o=(1,2).

Uwaga 4.2. Niech S(n) bedzie grupg permutacyi.
(1) Jesli o € S(n) i a € supp(o), to o(a) € supp(o).
(2) Jesli o € S(n) i k €N, to supp(c*) C supp(o).
(3) Jesli o € S(n), to supp(oc~!) C supp(o).
(4) Jesli o,7 € S(n) isupp(o) Nsupp(7) =0, tocoT =T o00.

Dowad. (1) Ustalmy o € S(n) i a € supp(c). Wowczas o(a) # a i poniewaz o jest bijekcja, to
o(o(a)) # o(a), czyli o(a) € supp(o).
(2) Ustalmy o € S(n) i k € N. Ustalmy a € supp(c*). Wowczas o%(a) # a. Przypusémy nie wprost,
ze o(a) = a. Woéwczas:

ola) = a
o*(a) = o(a)=a
o3(a) = o*(a)=0(a)=a
o"la) = =a

(3) Ustalmy o € S(n) i a € supp(c™!). Wowcezas 071 (a) # a. Niech 7 (a) = b, b # a. Woéwczas
a = o(b) i poniewaz o jest bijekcja, wiec o(a) # o(b), czyli a # o(a).
(4) Ustalmy o,7 € S(n) i niech supp(o) N supp(7) . Ustalmy a € {1,...,n} i rozwazmy kilka
przypadkdow.
(a) Niech a ¢ supp(o) Usupp(7). Wowczas o(a) = a, 7(a) = a, wiec 0 o 7(a) = 7 o o(a).
(b) Niech a € supp(c). Wowczas o(a) € supp(c). Dalej, o(a) ¢ supp(7) oraz a ¢ supp(r). Zatem
cot(a) =0(a)=71(c(a)) =Too.
(c¢) Niech a € supp(7). Rozumowanie prowadzimy analogicznie.

O
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Uwaga 4.3. Niech S(n) bedzie grupg permutacyi.
(1) Jesli o € S(n) oraz 0 = (ay,...,ax), to supp(c) = {a,...,ax}.
(2) Jeslio € S(n) oraz o = (ay,...,ax), to
o= (ag,...,a1,a1) = (az,...,a1,a3) = ... = (Qp,...,ax_9,05_1).

(3) Jesli o € S(n) oraz o = (ay,...,ax), to

o' = (ag,...,a).

Uwaga 4.4. Niech S(n) bedzie grupg permutacyi.
(1) Diai,j € {1,...,n} zachodzi (i,7)* = (i,7) o (i,7) = (1).
(2) Dilai,je{1,...,n} zachodzi (i,7) = (j,1).
(3) Dlai,j € {1,...,n} zachodzi (i,7) = (1,i) o (1,7) o (1,4).

Twierdzenie 4.2. KaZda permutacja o € S(n) da sie przedstawié¢ w postaci iloczynu cykli parami
roztgcznych. Przedstawienie to jest jednoznaczne z doktadnosciqg do kolejnosci cykli.

Dowdd. Pokazemy istnienie stosownego rozktadu. Niech m = |[supp(o)|. Dowdéd poprowadzimy przez
indukcje wzgledem m. Jezeli m = 0, to wowczas

(1 2 ...n
=\12 ... n
a zatem o = (1).

Jezeli m > 2, to zalézmy, ze kazda permutacja o € S(n) taka, ze
|supp(a)| < m
daje sie roztozy¢ na iloczyn cykli parami roztacznych. Ustalmy permutacje o € S(n) taka, ze
|supp(0)| = m.
Pokazemy, ze o daje si¢ roztozy¢ na iloczyn cykli parami roztacznych. Ustalmy w tym celu a; € supp(o)
i rozwazmy ciag
by = ay,by = o(by),bs = o (bs),. ..
Oczywiscie
Vp e N(b, € {1,...,n}),
a zatem
3p1,pe € N(by, = by,).
Wobec tego niech
k =min{p € N: b, = b, dla pewnego s € {1,...,p}}.
Pokazemy, ze s = 1. Przypusémy bowiem, ze s > 1. Wowczas w szczegdlnodci:
brr1 = bs dla pewnego s € {2,...,k}

i zgodnie z okresleniem ciagu (by, by, .. .):

ale poniewaz o jest bijekcja, wiec

czyli
bk—1)41 = bs—1oraz s —1 € {1,..., k- 1}.
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Wszelako k byto najmniejsza liczbg o powyzszej whasnosci, co daje sprzecznosc.
Wobec tego liczby
by =ay, by =0(b1),bs = o(ba),..., by = o(br_1)

sg parami rézne oraz

bk+1 - bl.
Mamy wigc
. bl b2 . bk C1 Co .. Cm—k i
o= ( by by oo b ) O\ a(e) oles) ... olemy) )= brbeoT
Jeslim =k, to o = (by,...,by) jest cyklem. Jesli m > k, to |supp(7)| = m — k < m, wiec na podstawie
zatozenia indukcyjnego
T=7°..-97,

gdzie v;, i € {1,...,1l} sa cyklami roztagcznymi. Wobec tego
o= (by,...,bp)omo0...0Y
oraz
Vi€ {1,...,1}(supp(;) Nsupp(by, ..., b.) = 0).
Pokazemy jednoznaczno$¢ (z dokladnoscia do kolejnosci) stosownego rozktadu. Niech
O=710...07 =70...07,,

gdzie y1,..., 7,571, - - -5, Sa cyklami oraz

VZ,j € {17 ) ll}(supp(’%) N Supp(/)/j) = @),

Vi,j € {1,..., l}(supp(v) Nsupp(v;) = 0).
Przypusémy, ze
Ustalmy a; € supp(7y1) C supp(o). Dla pewnego i € {1,... 15}

ay € supp(7;)

i mozemy — zmieniajac ewentualnie numeracje — zalozy¢, ze

ar € supp(7;).-

Wobec tego:
Y1 = ((11, as, ... ,akl),
Y = (ay,d, ... a,).
Ale poniewaz o jest bijekcja, wiec:
ay = ol(ay) = ag,
a; = olag) = as,
zatem -y, = ], co jest sprzecznoscia. 0

Przyktady:



(5) RozwaZmy(j:(;) 1 ; ;1 Z g ; é;) € S(8). Wowczas:
o= (1,3,2) 0 (4,6,5) o (7,8)
(6) RozwaZmyaz(% g g 11 2 (75 ; i)GS(S).Wéwczas:
o =(1,2,3,5,6,7,8,4).

Whiosek 4.3. Grupa S(n) jest generowana przez zbior wszystkich cykli.
Uwaga 4.5. Rzqd cykli o dlugo$ci k w grupie S(n) jest réwny k.
Dowdd. Ustalmy v, = (a1, as,...,ax) € S(n). Wowczas:
T G B )
Ustalmy i € {1,...,k — 1}. Wowczas:
¥'(a1) = @i

alei+1¢€{2,...,k}, wiec
V(1) # ar.

Twierdzenie 4.3 (Ruffiniego). Jezeli o € S(n) ma nastepujgcy rozktad na cykle rozlgezne:
T="70...0%n
o dtugosciach, odpowiednio, kq, ..., ky,, to wowczas
r(o) = NWW(ky,..., kn).
Dowdd. Ustalmy o o rozktadzie jak w twierdzeniu. Niech r(o) = r. Oznaczmy:
w=NWWI(ky,... kp)
oraz dobierzmy liczby naturalne ¢y, ...,t,, tak, aby
Vie{l,...,m}w = kit;.

Wéwcezas

a? = (fylo...oym)“’:fﬁ’o...o'y;‘jb:yfltlo,,,oym

= ()" oo (yEm)tm = (1).
Wobec tego r|w. Z drugiej strony:
(I)=0"=(mo...o,)" =9]0...07],
oraz vy,...,7,, sa cyklami parami roztacznymi. Zatem:
=0), = (1),
skad kq|r, ..., kn|r. Wobec tego w|r.
Przyktad:

kmtm

35
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(7) Rozwazmy o = ( é g ? ;1 g ) € 5(9). Wowczas:
=(1,2,3)0(4,7) 0 (8,9),
a zatem r(o) = NWW (3,2,2) = 6.
Uwaga 4.6. Kazdy cykl jest iloczynem transpozycyi.
Dowod. Wystarczy zauwazy¢, ze

(ay,...,a) = (a1, ax) o (ar,ar_1) o ...0 (ag,as).

Whiosek 4.4. (1) Kazda permutacja o € S(n) jest iloczynem transpozycyi.
(2) Grupa S(n) jest generowana przez zbior wszystkich transpozycji.
(3) Grupa S(n) jest generowana przez zbidr

{(1,2),(1,3),...,(1,n)}.

Przyktady:
(8) Rozwazmy o = (é i 3 g
o = (1,
— (1
? € 5(3). Wowczas:

. 1 2
(9) Rozwazmy o = ( 5 3

N———

Q

(1,2,3) = (1,3) 0 (1,2)
= (1,3)0(1,2)0(1,2) 0 (1,2).
W szczegdlnoscei rozktad permutacji na transpozycje nie jest jednoznaczny.
Lemat 4.1. Niech o € S(n) oraz c1,...,cx € {1,...,n}. Niech
o= (1,c1)0...0(1,c).
Jesli o(s) = s dla pewnego s € {1,...,n}, to element s wystepuje w ciggu cy, . .., ¢ parzystq liczbe razy.
Dowadd. Jesli s # ¢;, dla i € {1,...,k}, to s wystepuje w ciagu 0 razy. Zalézmy wiec, ze s = c¢;,

dla pewnego i € {1,...,k}. Dowdéd prowadzimy metoda indukeji po k. Zatdézmy, ze dla wszelkich p €
{1,...,k =1}, jezelicy,...,c, € {1,...,n} oraz

o= (1,¢1)0...0(1,¢p),

ijesli o(s) = s, dla pewnego s € {1,...,n}, to element s wystepuje w ciagu cy,...,c, parzysta liczbe
razy. Niech
| =max{i € {1,....k} : s =¢}.
Ponadto oznaczmy
T — (1701’), dla i € {1, ceey k’}
Wowczas

T oT10...0Tk(8) = 1#s,

TIO...0oT0T10...0T(s) = o(s)=s.
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a zatem

T10T0...07_1(8) # s.
Wobec tego

Hed{l,....l—1}(s=¢.)
Niech

m=max{i € {1,...,l -1} : s =¢;}.
Wowcezas
Tm O Tm410...0T 0T410...0Tk(s) = s,
TIO...0Tp OTps10...0T 0T 0...0Tk(s) = o(s)=s,

a zatem

TI0T30...0T, 1(s) = s.
Tym samym w ciggu
Cmy-osCly...,CL
s wystepuje dwa razy oraz
T10...0Tn 1= (1,¢c1)0...0(1,¢p 1),

przy czymm —1 € {1,...,k— 1} i skoro 7y 0...07,,_1(s) = s, to na podstawie zalozenia indukcyjnego
W ciggu

Cly -+ Cm—1

s wystepuje parzysta liczbe razy. Tym samym w ciggu
Cly. oy Ck

s wystepuje parzysta liczbe razy. O
Lemat 4.2. Niech o € S(n). Jesli

o= (ay,by)o...0(agbr) = (1),
gdzie a; # b;, i € {1,...,k}, to k jest liczbg parzystq.
Dowdéd. Poniewaz

Vie{l,...,k}H(ai,b) = (1,a;) o (1,b;) o (1,a;)],
wiec
o= (1,a1)o(1,b1)o(1,a1)0...0(1,a) o (1,bg) o (1,axr) = (1).
Stad w szczegdlnosci
Vie{l,...,k}Ho(b) = b;.]

Wobec Lematu 4.1, element b;, dla i € {1,...,k}, pojawia sie w ciggu

ay, by, aq,as,by, a9, ... ak, by, ay
parzysta liczbe razy, a wiec element b;, dla i € {1,...,k}, pojawia si¢ w ciagu

b1, by, ..., by

parzysta liczbe razy. Zatem k£ jest liczba parzysta. 0
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Twierdzenie 4.4. Niech o € S(n) oraz
0=T10...0T, =T,0...07T],
; / / SR 4
gdzie Ty, ..., T, Ty, ..., T 8¢ transpozycjami. Wowczas
k=1 mod 2).
Dowdd. Wobec rownosci
T10...0T, =7{0...0T,

mamy

mo...ompor to...om = (1).
Wobec Lematu 4.2 liczba

k41

jest parzysta, a zatem k = {( mod 2). O
Definicja 4.2. Niech o € S(n) oraz niech o ma nastepujgcy rozktad na transpozycje:
O=T10...0Tp.

(1) Liczbe sgn(o) = (—1)™ nazywamy znakiem permutacji o.
(2) Permutacje o nazywamy parzysta, jesli sgn(o) = 1, a wiec gdy jest iloczynem parzystej liczby
transpozycyi 1 nieparzysta w przeciwnym wypadku.

Uwaga 4.7. (1) Cykl o dlugosci k jest permutacjq parzystq wtedy i tylko wtedy, gdy k jest liczbg
nieparzystq.
(2) Niech o € S(n) i niech o ma nastepujgcy rozktad na cykle rozlgczne:

O=7%0...07,

przy czym niech k; bedzie dlugoscig cyklu v;, i € {1,...,1}. Wéwczas permutacja o jest parzysta
wtedy 1 tylko wtedy, gdy wsrdd liczb ki, ..., k; wystepuje parzysta liczba liczb parzystych.

Dowdd. (1) Wynika wprost z tozsamosci
(ay,...,a) = (a1, ax) o (a1, ar_1) o ...0 (ag,as).
(2) Oczywiste wobec (1).
U
Przyklady:
(10) Rozwazmy o = ( é i g ;l g g I S ) € S(8). Wowczas:
o = (1,6,7)0(2,4,3)0(5,8)

2
= (1,7)0(1,6)0(2,3)0(2,4)0(5,8),
wiec o jest permutacjq nieparzysta.

Twierdzenie 4.5. Niech o € S(n). Rozwazmy wielomiany:

flxy,...,z,) = H (x; — x;),

1<i<j<n

.fa(xla"'axn) = H (.Tg(i)—xg(j)).

1<i<j<n
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Wowczas o jest parzysta wtedy i tylko wtedy, gdy f = f° oraz o jest nieparzysta wtedy i tylko wtedy, gdy
f==f
Dowod. Wielomiany f i f réznig sie co najwyzej znakiem, wiec wystarczy pokazaé, ze o jest parzysta
wtedy i tylko wtedy, gdy f = f7. W tym celu zauwazmy, ze o jest iloczynem statej co do parzystosci
liczby transpozycji 7y, ... 7, oraz ze iloczyn dwoch permutacji jednakowej parzystosci jest permutacja
parzysta, zas iloczyn dwoch permutacji réznych parzystosci jest permutacja nieparzysta. Zarazem:

o josli f = [ i f = [ to f = fe,

o jesli f = —f7ri f=—f7 to f = fro,

o jesli f = [ i f =~ [ to [ = — .
Wobec tego wystarczy pokazac, ze jesli 7 jest transpozycja, to f = —f7.

Pokazemy najpierw, ze jesli 7 = (k, k+ 1), gdzie k € {1,...,n — 1}, to f = —f". Istotnie:

[T, ) = H (Tr@) — Tr(j))-

1<i<j<n

T

Tylko jeden czynnik (2, — z-(;)) W iloczynie [, ., (T-(i) — T+(;)) spelnia 7(i) > 7(j), a mianowicie

(%(k) - $T(k+1)) = ($k+1 - xk)
Zmieniajac znak tego czynnika na przeciwny otrzymujemy f, a zatem f = —f7.
Dalej, dla dowolnej transpozycji 7 = (m,r), 1 < m < r < n, zachodzi:
(m,r) = (m,m+1)o(m~+1,m+2)o...o(r—2,r—1)o(r—1,r)o(r—2,r—1)o...o(m+1,m+2)o(m, m+1).
Zatem dowolna transpozycja jest iloczynem 2(r —m) — 1 transpozycji postaci (k, k+1), przy czym liczba

2(r —m) — 1 jest nieparzysta, co konczy dowdd. O

Uwaga 4.8. Odwzorowanie sgn : S(n) — {—1,1} jest homomorfizmem grup. Jego jadrem jest zbior
wszystkich permutacyi parzystych.

Definicja 4.3. Podgrupe A(n) grupy S(n) zloZong ze wszystkich permutacji parzystych zwiemy grupa
alternujaca stopnia n.
Whniosek 4.5. Niech n > 2. Wowczas:

(1) A(n) < S(n);

(2) S(n)/A(n) = {~1,1} = Zy;

3) [A(n)| = 5.
Twierdzenie 4.6. Niech n > 2. Wowczas:

(1) grupa A(n) jest generowana przez zbior wszystkich permutacji bedgcych iloczynem dwéch trans-
POZYCIi;

(2) grupa A(n) jest generowana przez zbior wszystkich cykli o diugosci 3;

(3) grupa A(n) jest generowana przez zbidr:

{(1,2,3),(1,2,4),...,(1,2,n) };

(4) grupa A(n) jest generowana przez zbior:
{(1,4,5) : 4,5 €{2,...,n}i # j}.
Dowad. (1) Oczywiste.
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(2) Wystarczy zauwazy¢, ze dla parami réznych 4, j, k, 1 € {1,...,n}:
(4,9) o (1,5) = (1),
(4,9) 0 (1, k) = (i,k,j),
(2,7) o (k,1) (k1) o (2,1, 7).

(3) Oczywiste wobec (1) i (2).
(4) Oczywiste wobec (1) i (2).

O

4.2. Normalizator, centralizator, komutant.
Definicja 4.4. Niech (G, ) bedzie grupg, niech H < G oraz M C G. Normalizatorem zbioru M w
podgrupie H nazywamy zbior
Ny(M)={a€ H :i,(M)=M}."
Jezeli H = G to normalizator zbioru M w podgrupie G nazywamy normalizatorem zbioru M 1
oznaczamy N(M):
N(M)= Ng(M)={a€G:i,(M)= M}.

Uwaga 4.9. Niech (G,-) bedzie grupg, niech H < G oraz M C G. Wéwczas:

(1) Ng(M) < H oraz N(M) < G;

(2) jezeli M < G, to wowczas M < H wtedy i tylko wtedy, gdy Ny(M) = H oraz M < G wtedy i

tylko wtedy, gdy N(M) = G.
Dowdd. Dla dowodu czeséei (1) ustalmy a,b € Ng(M). Wowcezas i,(M) = M oraz i,(M) = M. Wobec
tego
Z‘abfl(]\j) =iq 0 i1 (M) = Z.a(ib_l(]w)) = Za(M) = M,

a zatem ab~! € Ny(M).

Dla dowodu czesci (2) zatézmy najpierw, ze M <1 H. Oczywiscie Ny (M) C H, pozostaje wiec wykazaé
druga inkluzje. Ustalmy a € H. Wéwcezas aM = Ma, czyli aMa™ = M, a wiec a € Ny (M).

Na odwrét, zalézmy, ze Ny(M) = H. Zauwazmy najpierw, ze M C H: istotnie, przypu$émy, ze dla
pewnego a € M zachodzi a ¢ H = Ny(M). Wowczas aMa™ # M, co jest niemozliwe wobec tego, ze
a € M oraz M jest podgrupa. Dalej, skoro H = Ng (M), dla wszystkich @ € H mamy aMa™! = M, a
zatem M < H. 0

Twierdzenie 4.7. Niech (G,-) bedzie grupg, niech H < G oraz M C G. Wéwczas

Hio(M):a€ H}| = (H : Ny(M)).
Dowdd. Zdefiniujmy odwzorowanie ¢ : {i,(M):a € H} — WH(Ng(M)) ? wzorem

é(ia(M)) =a-Ny(M), dlai,(M) € {i,(M) : a € H}.
Jest jasne, ze dla ustalonej warstwy a - Ng(M), a - Ng(M) = ¢(i,(M)), pozostaje wiec wykazaé, ze
odwzorowanie ¢ jest dobrze okreslone i réznowartosciowe. Istotnie, dla a,b € H mamy:
io(M)=i,(M) & aMa ' =bMb~"' < b 'aMa b= M
& b laM(bla) ' =M < b ta€ Ny(M)
& b laNg(M) = Ny(M) < aNg(M) = bNy(M).
IPrzypomnijmy, ze i, : G — G oznacza automorfizm wewnetrzny dany wzorem i, (9) = aga™!

Przypomnijmy, ze symbolem WLG(H ) oznaczamy zbiér wszystkich warstw lewostronnych podgrupy H w grupie G.
Podobnie symbolem WS (H) oznaczamy zbiér warstw prawostronnych.
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Whiosek 4.6. Niech (G,-) bedzie grupg oraz niech x € G. Wowczas
|K(z)| = (G: N({z})).*
Uwaga 4.10. Niech (G,-) bedzie grupg, niech H < G oraz M < G. Wéwczas
M < Ny (M) oraz M < N(M).
Grupe N(M)/M nazywamy grupa Weyla * podgrupy M w grupie G i oznaczamy W (M).
Dowéd. Zauwazmy, ze poniewaz M jest grupa, dla dowolnego a € M mamy aMa™' = M, a zatem
M C Ny(M). W szczegbdlnosci M jest podgrupa Ngy(M). Wprost z definicji Ngy(M) otrzymujemy, ze
jest to podgrupa normalna. 0
Definicja 4.5. Niech (G, ) bedzie grupq, niech H < G oraz M C G. Centralizatorem zbioru M w
podgrupie H nazywamy zbior
Zy(M)={a € H:Vm € M(i,(m) =m)}.
Jezeli H = G, to normalizator zbioru M w G nazywamy po prostu centralizatorem zbioru M 1
oznaczamy
Z(M) =Zg(M) ={a € GVYm € M(i,(m) =m)}.
Jezeli ponadto M = G, to centralizator G nazywamy centrum grupy G.
Uwaga 4.11. Niech (G,-) bedzie grupg, niech H < G oraz M C G. Wéwczas:
(1) Zy(M) < H oraz Z(M) < G oraz Z(G) < G;
(2) Zy(M) < Ng(M) oraz Z(M) < N(M) oraz Z(G) < G.
Dowdd. Dowdd czesci (1) pozostawiamy jako proste éwiczenie. Jest oczywiste, ze Zy (M) C Nyg(M) i
skoro Zy (M) jest grupa, wiec w szczegdlnosci jest podgrupa Ny (M ). Pozostaje sprawdzié, ze jest to
podgrupa normalna. Ustalmy a € Ng(M) iz € Zg(M). Woéwcezas i,(m) = m, dlam € M, a zatem
laza—1 (M) = 1a(ia(iy " (M) = ia(ig ' (M) = m,
jako ze (i, '(m) € M. Wobec tego axa™ € Zg(M) i wobec dowolnosci wyboru x € Zg (M) otrzymujemy
Uwaga 4.12. Niech (G,-) bedzie grupg. Wowczas
G/Z(G) = InnG. °®
Dowdd. Zdefiniujmy odwzorowanie ¢ : G — InnG wzorem
o(a) = iq.

Bez trudu sprawdzamy, ze ¢ jest dobrze okreslonym surjektywnym homomorfizmem. Pozostaje spraw-
dzié, ze ker ¢ = Z(G) i skorzystaé z twierdzenia o izomorfizmie:

ackerg & i,=idg e Vg€ Glaga™ = g)
& VgeGlag =ga) < ac Z(G).
U

3Przypomnijmy, ze symbolem K () oznaczamy klase elementéw sprzezonych z x: K (z) = {y € G : 3g € G(y = gzg~)}.
“Hermann Weyl (1885-1955) — matematyk niemiecki.
5P1rzypomnijmy, ze symbol InnG oznacza grupe automorfizméw wewnetrznych grupy G.
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Przyklady:
(1) Rozwazmy D(3). Wowezas Z(D(3)) = {id}.
(2) Rozwazmy D(4). Wéwczas Z(D(4)) = {id, O1500 }
(3) Rozwazmy S(n), n > 3. Wowczas Z(S(n)) = {id}.
(4) Rozwazmy GL(n, K). Wowczas Z(GL(n,K)) = {al : a € K*}, gdzie I oznacza macierz jednost-
kowa.

Definicja 4.6. Niech (G,-) bedzie grupg oraz niech a,b € G. Element
[a,b] = aba™'b™"
nazywamy komutatorem elementéw a i b.

Uwaga 4.13. Niech (G,-) bedzie grupg oraz niech a,b € G. Wowczas:

(1) [a,a] = 1;
(2) la,b] =1 wtedy i tylko wtedy, gdy ab = ba;
(3) (a) [a,b]7" = [b,a;

(b) [a=, 0] = [b, a] o

(C % ab, ] [a,c]’[b, ], [a,bc] = [a,d][a, b]¢;

)
()
d) [la, b1, P [[b, ¢, alle, a1], B = 1;
(e) ]ezelz ce Z({la,bl}), to [a,bc] = [a,c]la,b] oraz [ac,b] = |a, b][c, b];
(4) jezeli F jest grupg oraz ¢ : G — F jest homomorfizmem grup, to
¢(la, b]) = [¢(a), 9(b)].

Dowad. Proste dowody powyzszych wlasnosci pozostawiamy jako ¢wiczenie. 0

Definicja 4.7. Niech (G, -) bedzie grupg, niech My, My C G. Wzajemnym komutantem zbioréw
My 1 My nazywamy grupe

[My, M) = ({[a,b] : a € My,b € My}).
Jesli My = My = G, to wzajemny komutant grupy G z samg sobg nazywamy komutantem grupy G ¢
oznaczamy [G,G].

Whniosek 4.7. Niech (G, +) bedzie grupg, niech My, My C G. Wowczas:
[Ml,Mg} = {[(ll, bl]kl L [an,bn]k" n e N, k?z € Z,CLZ‘ S Ml,bi € Mg}

Uwaga 4.14. Niech (G,-) bedzie grupg. Komutant grupy G nie pokrywa sie na ogot ze zbiorem wszyst-
kich komutatorow. Istniejg grupy skonczone, w ktorych iloczyn dwoch komutatorow moze nie byé rowny
zZadnemu komutatorow.

Lemat 4.3. Niech G i F' bedg grupami, ¢ : G — F homomorfizmem grup, a My, My C G. Wowczas:
O([My, My]) = [o(My), 6(My)] oraz ¢([G, G]) = [9(G), 6(G)].
Dowdd. (C) : Ustalmy y € ¢([My, Ms]). Wowezas y = ¢(x), gdzie
= [ay, b )™ ... [an, bp)™
dla pewnych n € N, k; € Z, a; € M, b; € M,. Wobec tego:
y = o(lar,ba]" - an, b)) = d(lar, b)) - .- d([an, b))
= [#(ar), o))" - ... - [B(an), $(bn)]* € [6(M), p(Mz)].

6Przypomnijmy, ze symbolem a® oznaczamy element sprzezony z a poprzez x, tj. zaz .
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(D) : Ustalmy ¢ € ¢(M), d € ¢p(Msy). Woéwezas ¢ = ¢(a), d = ¢(b) dla pewnych a € My, b € M.
Mamy:
[c,d] = [¢(a), p(b)] = &([a,b]) € G([M1, Ms])
i skoro ¢([My, My)) < F oraz [¢(My), (Ms)] jest najmniejsza podgrupa zawierajaca komutatory [c, d],
cE Cb(Ml)v de ¢(M2)7 to [¢(M1)7¢(M2)] C ¢([M1’ MQ]) [

Twierdzenie 4.8. Niech (G, -) bedzie grupg, niech My < G, My < G. Wéwczas
(M, Ms] < G oraz [G,G] < G.
Dowdd. Ustalmy a € G. Mamy:
alMi, Myla™" = io([My, Ma]) = [ia(M), ia(Mz)] =
= [aMia™t, aMya™ '] = [My, Ms).
0]

Twierdzenie 4.9. Niech G i F bedg grupami, a ¢ : G — F surjektywnym homomorfizmem grup.
Wowczas
F jest abelowa wtedy i tylko wtedy, gdy |G, G| < ker ¢.

Dowdéd. Zalézmy, ze F' jest abelowa i ustalmy a,b € G. Wtedy
¢([a,0]) = [¢(a), 9(b)] = 1,

a zatem [a,b] € ker ¢ 1 skoro ker ¢ < G oraz |G, G] jest najmniejsza podgrupa zawierajaca komutatory
[a,b], a,b € G, to [G,G] < ker ¢.

Na odwrdét, zatézmy, ze |G, G| < ker ¢ i ustalmy ¢, d € F. Wobec surjektywnosci ¢, ¢ = ¢(a) id = ¢(b),
dla pewnych a,b € G. Ponadto

[e,d] = [é(a), (b)] = ¢([a,b]) = 1,

a wiec cd = dc. O
Whiosek 4.8. Niech (G,-) bedzie grupg, niech H < G. Wowczas

G/H jest abelowa wtedy i tylko wtedy, gdy |G,G] < H.
Innymi stowy, komutant jest nagmiejszq podgrupg normalng wzgledem ktorej grupa ilorazowa jest abelowa.
Whniosek 4.9. Niech (G, +) bedzie grupg. Wowczas

G/|G, G] jest abelowa.

Whniosek 4.10. Niech (G, -) bedzie grupg. Wowczas

G jest abelowa wtedy i tylko wtedy, gdy |G, G] = {1}.

Definicja 4.8. Niech (G,-) bedzie grupg. Homomorfizm kanoniczny  : G — G/[G, G] nazywamy abe-
lianizacja grupy G.

Lemat 4.4. Niech G i F bedg grupami, ¢ : G — F homomorfizmem grup. Niech My, My C G, H < G,
Lqi,Ly C F. Wowczas

(1) [97H(La), 0™ (L2)] C ¢7([L1, Lo]) oraz [67H(F), ¢~ (F)] C ¢7([F, F]);
(2) [MlﬂH,MQOH] C [MhMQ] NH.
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Dowéd. (1): Ustalmy a € ¢~1(Ly), b € ¢ (Ly). Wowcezas ¢(a) € Ly, ¢(b) € Lo i tym samym

¢([a,b]) = [¢(a), p(b)] € [L1, La].
Zatem [a,b] € ¢ ([Ly, Ls]) i skoro ¢~ ([Ly, Ls]) < G oraz [¢p~ (L), ¢~ (Ly)] jest najmniejsza podgrupa
zawierajaca komutatory [a,b], a € ¢~ (L1), b € ¢~ (La), to [¢7 (L), o~ (La)] C ¢~ ([Ly, Ls)).
(2): Ustalmy a € My N H, b € Myn H. Wowczas
[CL, b] € [Ml, MQ]
oraz
[a,b] = aba™ b € H.

Zatem |[a, b] € [My, Ms] N H iskoro [My, Ms] N H < G oraz [M; N H, My HJ jest najmniejsza podgrupa
zawierajaca komutatory [a,b], a € My N H,be MyN H, to [MyNH, My H| C [My, My] N H. O

4.3. Grupy rozwiazalne.

Definicja 4.9. Niech (G, -) bedzie grupg. Wowczas cigg podgrup grupy G zdefiniowany indukcyjnie wzo-
rams

e GO =@,

o GO = [GU-1 GO-Y] diai e N

nazywamy gérnym ciggiem centralnym grupy G, a jego elementy hipercentratami;

Uwaga 4.15. Niech (G,) bedzie grupa, (GW)icn jej gérnym ciagiem centralnym, (G)ien jej dolnym
ciggiem centralnym. Wowczas

(1) G+ c GO, G < G, dlai € N;

(2) GO /G sq abelowe dla i € N,

Dowdd. (1) Pokazemy, ze jesli My < G oraz My < G, to [My, Ms] < G i [My, My] € My N Ms.
Ustalmy w tym celu My << G i My < G. Pierwsza teza wynika z Twierdzenia 4.8. Dla dowodu
drugiej tezy ustalmy [a1, b1]% . .. [an, bu)*" € [My, My), gdzie a; € My, b; € My, dlai € {1,...,n}.
Wowczas:

[a1,by]F .. [an, bu]* = (arbiay b7 L (apbpart b1 ) € M.
—— ———
€M eMo eM> €M
Podobnie [ay, b1]% ... [a,, b, € M.
Pokazemy, ze G < G, dla i € N. Dla i = 0 jest to oczywiste, zalézmy wiec, ze G® < G.
Wobec Twierdzenia 4.8:
G+l — [G(i), G(i)] <G,
co dowodzi tezy na mocy indukcji wzgledem ¢ € N.
Pokazemy, ze G/tY G, dla i € N. Ustalmy 7 € N. Poniewaz G < G, mamy
G+ — [G(i)7 G(i)] cGYnGgH =g,
(2) Pokazemy, ze G /GU+Y) s abelowe, dla i € N. Ustalmy i € N. Poniewaz GU+Y < G, wiec
G <4 GO, Ponadto [G?, GW] < G+ | wiec wobec Wniosku 4.8 G /GUFD jest abelowa.
0

Definicja 4.10. Niech (G, -) bedzie grupg. Wéwczas jezeli (GW)en jest jej gérnym ciggiem centralnym

oraz G = {1} dla pewnego i € N, to G nazywamy grupa rozwiazalna, a najmniejszq liczbe i € N,

dla ktérej G = {1} stopniem rozwigzalnoéci.
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Przyklady:
(1) Rozwazmy grupe D(3). Ciag
D<3) > {I, 0120, 0240} > {I}
jest gbérnym ciagiem centralnym i tym samym D(3) jest rozwiazalna.
Definicja 4.11. Niech (G, -) bedzie grupg. Wowczas skoticzony cigg podgrup grupy G, (G = Go, Gy, ..., G, =
{1}), taki, ze
e Giy1 <Gy, dlar e {0,...,71—1},
nazywamy ciggiem podnormalnym (lub subnormalnym) grupy G. Liczbe n nazywamy dltugoécia

cLggu, a grupy
Gi/G’i+17 dla 1 € {O, e, — 1}

faktorami ciggu.

Twierdzenie 4.10. Niech (G, ) bedzie grupg skornczong. Nastepujace warunki sq réwnowazne:
(1) G jest rozwigzalna,
(2) istnieje cigg (G = Go, Gy, ...,G, = {1}) podnormalny o faktorach abelowych,
(3) istnieje cigg (G = Go, G, ..., G = {1}) podnormalny o faktorach cyklicznych.

Dowdd. (1) = (2): oczywiste wobec Uwagi 4.15 i Przyktadu (3).

(2) = (3): Pokazemy, ze skoniczona grupa abelowa ma ciag podnormalny o faktorach cyklicznych. Jest
to oczywiste, gdy |G| = 1, za§ w przypadku |G| = m zalézmy, ze dla grup rzedu |G| < m twierdzenie jest
prawdziwe. Pokazemy, ze w G istnieje ciag podnormalny o faktorach cyklicznych. Ustalmy a € G\ {1}.
Niech H = (a). Wéwczas H jest cykliczna oraz |G/H| < m i oczywiscie G/H jest abelowa. Wobec
zatozenia indukcyjnego

(G/H =Gy, GY,...,G, ={1})

jest ciggiem podnormalnym o faktorach cyklicznych. Niech

Gi=r NG, dlaie{1,... k} oraz Gy = {1},

gdzie k : G — G/H jest epimorfizmem kanonicznym. Wéwczas *

Gi—l/Gi = G;_I/G;, dlaz € {1, .. ,k} oraz Gk/Gk—H = H.

Zatem (G = Go,G4,...,Gre1 = {1}) jest ciagiem podnormalnym o faktorach cyklicznych i na mocy
zasady indukcji matematycznej teza zostata udowodniona.

Niech (G = Gy, Gy, ...,G, = {1}) bedzie ustalonym ciagiem podnormalnym o faktorach abelowych.
Grupy G,;_1/Gy, i € {1,...,k}, sa skoficzonymi grupami abelowymi. Niech

Gi—l/Gi = G;,O’ G;,lv Ceey ;’ki = {1}, dla i € {1, ceey k?},
beda ciggami podnormalnymi o faktorach cyklicznych. Niech
Gij=r;(Gy), dlaj€{0,... k}ie{l ... k},
gdzie k; : Gi_1 — G;_1/G; sa epimorfizmami kanonicznymi. Zatem:

[ ] G@ozGl’,l,Z’e{l,...,k},
° Gi,ki:Gi,Z’E{l,...,k},

"Stosujemy tu nastepujacy wniosek z twierdzenia o izomorfizmie: jesli G jest grupa, N < G oraz H < G, przy czym
N < H, to wéwczas G/H = (G/N)/(H/N).
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[ ] Gi,j < Gi,jfla dla] € {0,...,]@‘}, Z € {1,...,k}, 8
® Gi,jfl/Gi,j = G;,j—l/G;,ﬁ dla j € {O, ey kz}, 1€ {1, ey k}
Zatem (G = GL(), G171, ceey GLkl = G2 = G2707 Ggﬂl, e 7G27k2, e ,ka(), ceey Gk = {1}) jest m@glem
podnormalnym o faktorach cyklicznych.

(3) = (1): Niech (G = Gy, Gy, ...,Gr = {1}) bedzie ciagiem podnormalnym o faktorach cyklicznych.
Pokazemy, ze G C G;, dla i € {0,...,k}. Jest to oczywiste dla i = 0, zatézmy wiec, ze dla ustalonego
i > 0 zachodzi G¥ C G;. Pokazemy, ze G0t C G, ;. Istotnie:

GO = [GYD G C (G, Gy).
Poniewaz G;41 < G; oraz G;/G;41 jest cykliczna, a wiec abelowa, wiec wobec wniosku 4.8:
G, Gi] C G-
O

Definicja 4.12. Niech (G,-) bedzie grupg. Grupe G nazywamy p-grupa, jezeli |G| = p* dla pewnej
liczby prerwszej p oraz k € N.

Podamy teraz bez dowodu kilka twierdzen pozwalajacych nam poznaé¢ nietrywialne przyktady grup
rozwigzalnych.

Twierdzenie 4.11. Niech (G, -) bedzie p-grupg. Wowczas G jest rozwigzalna.

Twierdzenie 4.12. Niech (G,-) bedzie grupg, niech |G| = pq, gdzie p i q sq liczbami pierwszymi.
Wowczas G jest grupg rozwigzalng.

Przyktlady:
(2) Rozwazmy grupe D(4). Mamy
|D(4)| = 8 =27,
a wiec D(4) jest rozwiazalna jako p-grupa.
(3) Rozwazmy grupe S(3). Mamy
IS(3)|=6=2"-3,
a wiec S(3) jest rozwiazalna jako grupa rzedu pq.

Twierdzenie 4.13 (Burnside’a). * Niech (G,-) bedzie grupg, niech |G| = p*q®, gdzie p i q sq liczbami
pierwszymi oraz a,b € N. Wowczas G jest grupg rozwigzalng.

Twierdzenie 4.14 (Feit’a-Thompsona). ' Niech (G, ) bedzie grupg, niech |G| = 2k + 1, gdzie k € N.
Wowczas G jest grupg rozwigzalng.

8Stosujemy tu nastepujacy wniosek z twierdzenia o izomorfizmie: jesli G jest grupa, N < G oraz N < H, to wowczas
H < G wtedy i tylko wtedy, gdy H/N <1 G/N.

9Twierdzenie pochodzi z 1911 roku, zwiemy je tez “p®q®-theorem”.

0 wierdzenie pochodzi z 1963 roku, jego oryginalny dowéd zajmuje 254 strony: W. Feit, J. Thompson, Solvability of
groups of odd order, Pacific J. of Math. 13 (1963), 775-1029.



