Rozszerzenie ciala o pierwiastek

. wielomianu.
Cialo rozkladu wielomianu.



Twierdzenie (Kroneckera)

Niech F bedzie cialem, niech f € F|x]. Wowczas istnieje
rozszerzenie L ciala F takie, w ktorym f ma pierwiastek.



Dowad.

Niech f; bedzie czynnikiem nierozkladalnym wielomianu f.
Woéwczas (f1) < F[z] jest idealem maksymalnym w rodzinie
idealéw gléwnych F[z], a wiec idealem maksymalnym,
poniewaz F'[z] jest pierécieniem idealéw gléwnych. Wobec tego
pierscien ilorazowy F[x]/(f1) jest cialem. Tym samym zlozenie
homomorfizméw kanonicznych u : F' — F[z]/(f1) dane wzorem

u(a) = a+ (f1)

jest zanurzeniem, jako nietrywialny homomorfizm ciat. Tym
samym cialo L = F[x]/(f1) jest rozszerzeniem ciala F'.
Powiedzmy, ze fi(x) = ap + a1z + ... + a,a™ i niech

a =z + (f1) € L. Wowczas

fila) = ap+ar(z+(f1)+.. . +an(z+(f1)" = fi+(f1) =0r. O



Definicja

Niech F bedzie cialem, niech fi € F|x]. Rozszerzenie L ciala F

nazywamy rozszerzeniem o pierwiastek a wielomianu f
gdy L = F(a)!.

!Przypomnijmy, ze symbolem F(a) oznaczamy najmniejsze ciato
zawierajace ciatlo F' i element a.



Przyktady:

1. Rozwazmy ciato R i wielomian z2 + 1 € R[z]. Wéwczas
ciato C jest rozszerzeniem ciala R o pierwiastek i
wielomianu 22 + 1, C = R(3).



Twierdzenie

Niech F i L bedq ciatami, niech ¢ : F' — L bedzie izomorfizmem.
Niech ¢ : F[x] — L[z] bedzie izomorfizmem indukowanym przez
¢. Niech f € F[x] bedzie wielomianem nierozkladalnym, niech o
bedzie pierwiastkiem f, a B pierwiastkiem ¢(f). Wowczas ¢(f)
jest wielomianem nierozkladalnym oraz istnieje izomorfizm

Y F(a) > L(B) taki, ze Y|p = ¢ oraz ¢¥(a) = B.



Dowdd:

Bez trudu sprawdzamy, ze ¢(f) jest wielomianem
nierozkladalnym. Zdefiniujmy odwzorowanie ¢; : F[x] — F(«)
wzorem ¢1(g) = g(a). Jak latwo zauwazy¢, jest to
homomorfizm. Ponadto (f) < ker ¢; i poniewaz f jest
nierozkladalny, wiec (f) jest maksymalny i stad (f) = ker ¢;.
Wobec twierdzenia o izomorfizmie F[z]/(f) = Im¢,. Ponadto
F c Imgy oraz a € Im¢y, wiec Im¢p; = F(a). W szczegblnosci
udowodniliSmy, ze istnieje izomorfizm ¢ : Flx]/(f) — F(a).



Podobnie pokazujemy, ze istnieje izomorfizm
o L[z]/(¢(f)) — L(B), Zdefiniujmy ponadto odwzorowanie

Yo : Flx]/(f) — L[z]/(¢(f)) wzorem
Polg + (f)) = olg) + (6(f)).

Rowniez bezposrednio sprawdzamy, ze 1)y jest izomorfizmem.
Otrzymujemy nastepujacy diagram:

Flz]/(f) —= Ll/(6(f))
¢1l wzl
Fla)- - — = = L(B)

w ktérym odwzorowanie ¢ : F(a) — L(B) dane jest wzorem
) =Py oo Q,Z)fl. Wéwezas 1 jest izomorfizmem, ¢|p = ¢ oraz

¥(a) = 6.



Whniosek

Niech F bedzie cialem, niech f € F|z] i niech a bedzie
pierwiastkiem wielomianu f. Dowolne dwa rozszerzenia ciata F
o pierwiastek a wielomianu f sq izomorficzne.



Twierdzenie

Niech F bedzie wielomianem, niech f € F|x]|. Wowczas istnieje
rozszerzenie L ciala F takie, w ktorym f rozklada sie na
czynniky lintowe.



Dowaod.

Niech n = deg f. Dowdd prowadzimy przez indukcje wzgledem
n. Gdy n = 1 nie ma czego dowodzi¢. Ustalmy zatem n > 1 i
zalézmy, ze twierdzenie jest prawdziwe dla wszystkich
wielomianéw stopnia k, gdzie £ < n. Wobec twierdzenia
Kroneckera istnieje rozszerzenie M ciata F', w ktérym f ma
pierwiastek a. Wowezas f(x) = (z — a) f1(x), dla pewnego

f1 € M[z]. Ponadto deg f; < n, wiec istnieje rozszerzenie L
ciata M, w ktérym f1 rozktada sie na czynniki liniowe. Zatem
Fc Mc Li frozklada sie w L na czynniki liniowe.



Definicja

Niech F bedzie cialem, niech f € F|x]. Rozszerzenie L ciala F
nazywamy cialem rozktadu wielomianu f, gdy

L =F(ay,...,ay) oraz f(x) = a(lx —a1)(z —ag) ...  (x — ay)
jest rozkiadem wielomianu f na czynniki liniowe.



Przyktady:

2. Rozwazmy cialo Q i wielomian x? — 5 € Q[z]. Wéwczas
cialo R jest cialem, w ktérym x2 — 5 = (z — v/5)(z + 1/5)
rozklada si¢ na czynniki liniowe oraz Q(+/5, —v/5) = Q(+/5)
jest cialem rozkladu wielomianu z? — 5.



Twierdzenie

Niech F i L bedg cialami, niech ¢ : F' — L bedzie
izomorfizmem. Niech ¢ : Flx] — L[z] bedzie izomorfizmem
indukowanym przez ¢. Niech f € F[x] i niech M bedzie cialem
rozktadu wielomianu f, a N ciatem rozktadu wielomianu ¢(f).
Wéwczas istnieje izomorfizm v : M — N taki, Ze Y|p = ¢.



Dowdd:

Niech M = F(ay,...,ay), gdzie f(z) =a(z —ay1) - ...  (x — ay).

Niech N = L(by,...,bn), gdzie ¢(f) = b(x —by) ... (x — by).
Zmieniajac ewentualnie numeracje pierwiastkow aq, ..., an,,
zalézmy, ze a1, ...,a ¢ F oraz ag,q,...,a, € F. Dowdd

prowadzimy przez indukcje wzgledem k.



Jezeli k =0, to ay,...,a, € I, a wiec by, ..., b, € L. Wobec
tego '=M, L = N iskoro F ~ L, to M =~ N i izomorfizm
ustala ¢ : ' — L.



Ustalmy teraz k > 0 i zalézmy prawdziwosé twierdzenia dla
liczb mniejszych od k. Niech f; € F[z] bedzie czynnikiem
nierozkladalnym f i niech fi(ay) = 0. Woéwczas f = fig, dla
pewnego g € F[x], wiec ¢(f) = ¢(f1)o(g). Wobec Twierdzenia
0.2 wielomian ¢(f1) jest nierozkladalny w L[z]. Poniewaz N[x]
jest pierécieniem z jednoznacznym rozktadem, wiec kazdy
czynnik nierozkladalny wielomianu ¢(f) w N[z] jest
stowarzyszony z pewnym x — b;. Zatem ¢(f) ma pierwiastek b;
dla pewnego i € {1,...,m}. Wobec Twierdzenia 0.2 istnieje
izomorfizm o : F(ar) — L(b;) taki, ze o|p = ¢ oraz o(ag) = b;.
Wobec zatozenia indukcyjnego istnieje izomorfizm v : M — N
taki, ze ¥|p(q,) = 0. W szczegblnosci o|p = ¢.



Whiosek
Niech F bedzie cialem, niech f € F|x]. Wowczas dowolne dwa
ciata rozktadu wielomianu f sq izomorficzne.



Cialo algebraicznie domkniete.



Definicja

Niech F bedzie ciatem. Ciato F nazywamy algebraicznie
domknietym, gdy kazdy wielomian nierozkladalny f € F|x]
jest lintowy.



Twierdzenie
Niech F bedzie ciatem. Nastepujgce warunki sq rownowazne:

1. F jest algebraicznie domkniete;

2. kazdy wielomian f € F|x]| stopnia dodatniego ma w F co
najmniej jeden pierwiastek.



Twierdzenie
Niech F bedzie ciatem. Wowczas istnieje rozszerzenie L ciala
F, ktore jest ciatem algebraicznie domknietym.



Dowdd:

Niech A = {f € F|[z] : deg f > 0} bedzie zbiorem wszystkich
wielomianéw dodatnich stopni o wspétczynnikach z ciata F,
niech R = F[{xf}ea] bedzie piericieniem wielomianéw o
wspotczynnikach z ciata F' i zmiennych indeksowanych
wielomianami ze zbioru A, niech ponadto

I ={f(xf): f(x) € A}) bedzie ideatem piercienia R
generowanym przez wszystkie wielomiany ze zbioru A, w
ktorych, dla danego wielomianu f € A, zmienna x zastgpiono
zmienng .



Pokazemy najpierw, ze I < R. Istotnie, przypusémy, ze 1 € I.
Woéwezas istnieje n € N, wielomiany f1,..., f, € A oraz
wielomiany g1,..., g, € R takie, ze

1=gifi(xy)+ ...+ gnfu(xy,). Niech L bedzie cialem rozkladu
wielomianu f -...- f, € F[z]. Wéwczas kazdy wielomian f;,

i€ {l,...,n}, ma pierwiastek a; € L, i € {1,...,n}. Wobec tego
w ciele L zachodzi réwnos¢ 1 = g1 fi(a1) + ... + gnfn(an) =0,
co jest sprzecznoscia.



Ideal I mozemy wiec rozszerzy¢ do ideatu maksymalnego m.
Niech F} = R/m. Wéwczas F} jest cialem i rozpatrujac zlozenie
kanonicznych homomorfizméw otrzymujemy homomorfizm

u: F — F; dany wzorem u(a) = a + m, ktéry tym samym jest
zanurzeniem, a w rezultacie Fj jest rozszerzeniem ciala F. Poza
tym dowolny wielomian f € F[x] stopnia niezerowego ma w F}
pierwiastek z; + m.



Postepujac indukcyjnie konstruujemy ciag rozszerzen ciat

F c Fy c F; c ... o tej wlasnosci, ze kazdy wielomian f € F;[x]
ma pierwiastek w ciele Fj1. Niech Fi, = | J:2 F;. Fiy, jest
cialem jako suma tancucha cial. Jest tez cialem algebraicznie
domknietym, gdyz jesli f € F[z] jest wielomianem dodatniego
stopnia, to wowczas f € F;[x] dla pewnego i € N. Wobec tego f
ma pierwiastek w ciele F;, ale F; < Fi.



“Najstynniejszym” cialem algebraicznie domknietym jest ciato
liczb zespolonych. Twierdzenie orzekajace o tym, ze C jest
cialem algebraicznie domknietym nosi nazwe zasadniczego
twierdzenia algebry. Po raz pierwszy zostalo ono
sformutowane przez Girarda w 1629 roku, a pelny dowdd jako
pierwszy podal Gauss w 1799. Zasadnicze twierdzenie algebry
jest “zasadnicze” tylko z historycznego punktu widzenia i
obecnie przyjeta nazwa wydaje sie dzi$ nieco przesadzona,
pochodzi jednak z czaséw, gdy problem rozwigzalnosci réwnan
algebraicznych byl jednym z gtéwnych tematéw zainteresowan
matematykow. Istnieje cale mnéstwo dowoddéw zasadniczego
twierdzenia — my podamy jeden z nich, korzystajacy z
twierdzenia Weierstrassa.? Dowdd zasadniczego twierdzenia
algebry opiera si¢ na dwoch lematach:

2Funkcja ciagla na zbiorze zwartym o wartosciach rzeczywistych
przyjmuje wartosci najwigksza i najmniejszg.



Lemat

Niech P(z) = apz" + ...+ a1z + ag € C[z], |an| = 1, niech

p: C — R bedzie dana wzorem p(z) = |P(z)|. Wowczas p osigga
kres dolny na zbiorze C.



Dowdd.

Wobec nieréwnoséci tréjkata dla modutu:

p(z) = |P(2)| = |anz" + ...+ a1z + ao|

= " lan+ 2+ 2
zn
)
- I 11

n - max{|a;| : 1 € {0,...,n —1}}

> "1 — )

217 - )

dla |z| = R > 1. Niech R = 2(1 + max{|a;| : i € {0,...,n — 1}}).
Wéwezas p(z) = 2R™ > |ag| = p(0) dla |z| > R. Zatem
wewnatrz kota {z : |z| < R} istnieje punkt, w ktérym wartosé p
jest mniejsza od warto$ci w dowolnym punkcie poza kotem

{z : |z] < R}. Wobec tego inf{p(z) : z € C} = inf{p(z) : |2| < R}.
Poniewaz kolo {z € C : |z] < 1} jest zbiorem zwartym, wiec
wobec twierdzenia Weierstrassa funckcja p osiagga na nim kres
dolny. O



Lemat

Niech P(z) = ap2" + ...+ a1z + ag € C[z], |an| = 1, niech
p: C — R bedzie dana wzorem p(z) = |P(z)|. Niech ponadto
p(20) = inf{p(z) : z € C}. Wowczas P(zy) = 0.



Dowdd:

Przypu$émy, ze P(zy) # 0, P(z9) = m, m € R;. Niech

p € (0,min{l, m}). Niech z € 0K (zp, p) (w ten sposéb
oznaczamy brzeg kota o érodku zg i promieniu p). Wéwczas
2 = 29 + pe'?. Mamy:

n
P(zp + pe Z ag(zo + pe
k=0
n_ind

= P(z) +wi(20)pe® + ... + wn(z0)p"e™,

gdzie wi(zp),. .., wn(z0) sa pewnymi wspdlczynnikami.



Pokazemy, ze dla pewnej liczby j € {1,...,n}, w;(20) # 0.
Istotnie, przypusémy ze wi(zp) = ... = wp(z0) = 0. Wéwczas P
jest staly na 0K (zo, p), a wiec wielomian Q(z) = P(z) — P(z0)
stopnia dodatniego ma nieskonczenie wiele pierwiastkéw, co jest
Sprzecznoscia.



Niech zatem & = min{j € {1,...,n} : wj(20) # 0}. Mamy wiec:

|P(20 + pe)| < | P(20) + wi(20)p"e™|

+ (1 +n-max{w;(z)] : j € {1,...,n}})p".

m—Arg(wg(20))
k

Potézmy 6 = . Wowczas:

7r Arg( wk(zo))
|P (20 + pe’ )| < [P(20)| = |wi(20)|p*
+ (14 n-max{w;(20)| : 5 € {1,...,n}})p".

|wi (20)|

T+n-max{|w; (z0)|:j€{L,..,n}} " Wowezas:

Niech teraz p <

|P(20)] — [w(=0)]p*
+ (1 +n-max{jw;(20)|: j € {1,...,n}})p"™
< |P(20)| = P(20) = m = inf{p(2) : z € C},

7= ATg(wk(Zo)) . L,
wiec p(zg + pe’ k ) < inf{p(z) : z € C} - sprzecznos¢.



Oczywiscie z Lematu 0.2 wynika natychmiast zasadnicze
twierdzenie algebry.



