Podciata,

podciala generowane przez zbior,
rozszerzenia cial.



Definicja

Niech F' bedzie ciatem. Podzbior L # (J zbioru F nazywamy
podciatem ciala F (piszemy L < F), gdy (L, + <L, |LxL)
jest ciatem.

Jezeli L < F' to mowimy, zZe F jest rozszerzeniem ciala L.



Przyktady:

1. Q <R,
2. R<C.



Twierdzenie
Niech F bedzie ciatem i niech 5 # L < F. Nastepujgce warunksi
sq rownowazne:
1. L<F,
2. L ma nastepujgce wlasnosci:
» 1lel,
» Ve,ye L(x —ye L),
» Vz,ye L(xz -y tel).



Twierdzenie
Niech R = {L; : i € I} bedzie rodzing podcial ciala F';
1. Nyes Li jest podcialem ciala F,
2. U;er Li jest podciatem ciala F', o ile R jest laricuchem.



Definicja

Niech F bedzie ciatem oraz A < F pewnym zbiorem. Niech
ponadto L < F. Najmniejsze w sensie inkluzji podcialo ciata F
zawierajgce zbior L u A (tj. przekrdj wszystkich podcial ciala F
zawierajgeych L U A) nazywamy podcialem generowanym
przez A nad L (rozszerzeniem ciala L o zbiér A,
rozszerzeniem ciala L o elementy zbioru A) i oznaczamy
L(A).

Jezeli A = {aq,...,an}, to cialo L({a1,...,an}) nazywamy
podcialem skonczenie generowanym przez A nad L
(rozszerzeniem skonczenie generowanym ciata L o zbiér
A) i oznaczamy L(ay, ..., ay).

Jezeli A = {a} to skoriczenie generowane rozszerzenie L(a) ciala
L o element a nazywamy rozszerzeniem prostym.



Twierdzenie (o postaci elementéw rozszerzenia ciata o
zbibr)

Niech F bedzie cialem oraz A < F pewnym zbiorem. Niech
L < F. Woéwczas

L(A) = {M : f)geL[ml)"'7xn]7g(a17"'7an) 750,(11,-..,6
glat,...,an)



Whniosek

1. Niech F bedzie ciatem oraz niech a € F'. Niech L < F'.
Wowczas

ot Tiat ...+ xpa”
Yo +y1a + ...+ ypa®

L(a)

tYot+yrat. . 4ypa™ # 0,n € NU{0

2. Niech F' bedzie cialem oraz niech {ay,...,an} < F. Niech
K < F. Wowczas

flay,...,an)

L(al,--wCLN) :{g(al,...,an)

: fyge L[z, ..., xn],9(a1, ..., ay)

(to znaczy elementy rozszerzenia ciala o zbidr skoriczony sq
warto$ciami funkcji wymiernych o wspdlczynnikach z danego
ciala).



Przyktady:

3. Niech F = C, v/2€C, L = Q < C. Wowczas:

f(V2)
9(v2)

Q(V2) = { : f,9 € Q[x], g(v2) # 0}.



Definicja

Niech F' bedzie ciatem oraz niech L1 < F, Lo < F,..., L, < F.
Podcialo generowane przez Lo U ... U Ly nad Ly nazywamy
kompozytem (lub iloczynem) cial Ly, Lo, ..., Ly i
oznaczamy Ly - Lo - ...  Ly.



Uwaga

1. Niech F bedzie cialem oraz niech Ly < F, Ly < F. Niech
{a1,...,an} < F oraz {b,..., by} € F. Wowczas:

Ll(al, e ,an)-Lg(bl, - .,bm) = L1~L2(a1, ve ,an,bl, cee ,bm).

2. Niech F bedzie ciatem oraz niech L < F. Niech
{ar,...,an} < F oraz {b,..., by} © F. Wowczas

L(al,...,an)-L(bl,...,bm) =L(a1,...,an,bl,...,bm).

3. Niech F' bedzie ciatem oraz niech Ly < F, Lo < F. Niech
Ky < Ly oraz niech Ko < Lo. Wowczas

Kl-K2<L1'L2.



Uwaga
Niech F, L bedq ciatami, niech ¢ : F' — L bedzie
homomorfizmem. Wowczas ¢ jest réznowartosciowy.



Dowdd.

Poniewaz ¢ jest homomorfizmem, wiec ker ¢ <« F'. Poniewaz
jednak F jest cialem, wiec ker ¢ € {{0}, F'}. Gdyby ker¢ = F', to
w szczegblnosei ¢(1) = 0, a wige ¢ nie bylby homomorfizmem.
Zatem ker ¢ = {0}. O



Definicja

Niech F bedzie ciatem, niech F' < K 1 F' < L bedg jego
rozszerzeniami. Niech ponadto ¢ : K — L bedzie
homomorfizmem. JeSli ¢l p = idp, to ¢ nazywamy
F-zanurzeniem.



Twierdzenie
Niech F, L bedq ciatami, niech Fy < F', Ly < L, niech
qﬁ F— L b@dzz'e homomorfizmem. Wowczas:

L ¢(F1) <

2. 97 (L ) < F



Charakterystyka pierscienia i ciata,
ciala proste i klasyfikacja cial
prostych.



Definicja
Niech R bedzie pierScieniem. Liczbe:

harR 0, gdyr(1) =00 w grupie addytywnej (R, +),
charR =
n, gdyr(1) =n w grupie addytywnej (R, +),

nazywamy charakterystyka pierscienia R.



Przyktady:

charZ = 0, charQ = 0;
charZ, = 4, charZ; = T,
charR[z] = 0;
charZs[z] = 5.

Ll



Uwaga

Niech R bedzie pierscieniem. Odwzorowanie ¢ : Z — R dane
wzorem

o(m) =m-1

jest homomorfizmem pierscieni. Jesli charR = 0, to ker ¢ = {0}.
Jesli charR = n, to ker ¢ = (n).



Dowadd.
Bez trudu pokazujemy, ze ¢ jest homomorfizmem. Zalézmy, ze
charR = 0. Pokazemy, ze ker ¢ = {0}. Ustalmy m € ker ¢.
Woéwcezas

mekeroem-1=0<-m=0.

Zal6zmy, ze charR = n. Pokazemy, ze ker ¢ = (n). Ustalmy
m € ker ¢. Wowczas

mekerp<m-1=0<nm<me(n).



Whiosek
Niech R bedzie pierscieniem.
1. Jesli charR = 0, to R zawiera podpierscien izomorficzny z
Z.
2. Jesli charR = n, to R zawiera podpiericiern izomorficzny z
L.



Dowdd.

1. Zdefiniujmy odwzorowanie ¢ : Z — R wzorem
op(m) =m- 1.
Oznaczmy R; = im ¢. Wobec twierdzenia o izomorfizmie
Z/ker ¢ = R;.

Poniewaz ker ¢ = {0}, wiec R = Z/{0} =~ Z.

2. Analogicznie.



Whiosek
Niech R bedzie pierscieniem.
1. Jesli R jest pierscieniem catkowitym, to charR = 0 lub
charR = p dla pewnej liczby pierwszej p.
2. Jesli R jest ciatem, to charR = 0 lub charR = p dla pewnej
liczby pierwszej p.



Dowdd.

1. Przypusémy, ze charR = pq, dla pewnych liczb pierwszych
p,q. Wowcezas R zawiera pierscien izomorficzny z Zy,, a
wiec p,q € D(Zp,) < D(R), co daje sprzecznosé.

2. Oczywiste.



Przyktady:

5. charR = 0;
6. charZ, = p, gdzie p jest dowolng liczbg pierwszg.



Uwaga

Niech R bedzie pierScieniem i niech Ry < R. Wowczas
charR; = charR.



Uwaga

Niech R bedzie pierScieniem i niech charR = p. Wowczas
1. Va,be R(a+ b)P = aP + bP;
2. Ya,be R(a+b)P" =a?" +bP".



Dowdd.

1. Poniewaz »
(a+0b)P = 2 <z>akbp_k
k=0
oraz
p
Vk e {1,...,p—1}p|(k>
wiec
Vk e {1,...,p—1}<z>akbpk —0.

2. Indukcja.



Definicja i uwaga

Niech F' bedzie cialem i niech charF = p. Wowczas
odwzorowanie ¢ : F — F dane wzorem

jest homomorfizmem cial. Obraz im ¢ oznaczamy przez FP i
nazywamy p-potega ciala F.



Definicja
Cialo F nazywamy cialem prostym gdy nie zawiera podciat
wiadciwych.



Twierdzenie
Niech F bedzie ciatem. Wowczas F zawiera podciato proste.



Dowaod.
Zdefiniujmy
K=(){L:L<F}

Wéwcezas K jest podciatem ciata F'. Pokazemy, ze K jest cialem
prostym. Ustalmy M < K. Wéowczas M < F', wiec K < M i
tym samym K = M. O



Twierdzenie (o klasyfikacji ciat prostych)
Niech F bedzie ciatem prostym. Wowczas
1. Jesli charF' =0, to F' =~ Q.
2. Jesli charF' = n, to F = Zj,.



Dowdd:

1. Odwzorowanie ¢ : Z — F dane wzorem
o(m) =m-1

jest réznowartosciowym homomorfizmem. Wobec wlasnosci
uniwersalnej ciata utamkéw, istnieje doktadnie jeden
homomorfizm réznowartoéciowy ¢ : (Z) — F' taki, ze

YoA=9,

gdzie \ : Z — (Z) jest homomorfizmem kanonicznym. Ponadto
im1 < F'iskoro F' jest proste, wigc im = F. Wobec tego
Qx(Z)x=F.



2. Odwzorowanie ¢ : Z — F dane wzorem
dp(m)=m-1

jest homomorfizmem takim, ze ker ¢ = (p). Wobec twierdzenia o
homomorfizmie istnieje doktadnie jeden homomorfizm
Y Z/(p) — F taki, ze

Yok =1,

gdzie k : Z — Z/(p) jest epimorfizmem kanonicznym. Ponadto
Z/(p) jest cialem, wiec 1 jest réznowartosciowy. Ponadto
imy < F' iskoro F' jest cialem prostym, to im ¢ = F. Wobec
tego Zy = F.



Whniosek

Niech F' bedzie ciatem. Wowczas
1. Jes$li charF = 0, to F' zawiera podcialo izomorficzne z Q.

2. Jesli charF' = p, to F' zawiera podcialo izomorficzne z Zy.



Whniosek
Niech F bedzie cialem o p elementach, gdzie p jest liczbg
pierwszq. Wowczas F = 7Z,,.



Dowadd.

Charakterystyka ciata F' jest r6zna od 0, a zatem roéwna pewnej
liczbie pierwszej q. Tym samym F' zawiera podciato
izomorficzne z Z,;. W szczegélnosci grupa addytywna (F, +)
ciata F' zawiera jako podgrupe grupe izomorficzng z grupa
addytywna (Z4, +) ciala Z,. Stad, wobec twierdzenia
Lagrange’a, ¢|p i w konsekwencji ¢ = p. 0J



Definicja
Niech F bedzie ciatem. PierScieniem prostym zawartym w
ciele F' nazywamy

» 7, jezeli charF = 0,

> Ly, jezeli charF' = p, dla pewnej liczby pierwszej p.



Uwaga

Niech F bedzie ciatem prostym, niech F' < K i F' < L bedq jego
rozszerzeniami. Niech ponadto ¢ : K — L bedzie
homomorfizmem. Wowczas ¢ jest F-zanurzeniem.



Dowdd.

Z definicji ¢(1) = 1 i skoro ¢ jest homomorfizmem, to

pll+...+1)=1+...+1.

m m

Jedli charF' = p, to dowdd jest zakonczony. Jedli charF' = 0, to,
dalej z definicji homomorfizmu, mamy:

1+...+1 ol1+...4+1 14+...4+1
A > - /

¢ m — ;r: — m
1+...4+1 1+...+1°
M ol1+...+1 M



