Podstawowe pojecia teorii
podzielnosci.



Definicja
Niech (R, +,-) bedzie pierscieniem! catkowitym. Mdwimy, ze
element a dzieli b, a,b € R, (lub ze a jest dzielnikiem b, lub

Ze b jest wielokrotno$cia a) jeZeli istnieje element c € R taki,
ze ac = b. Oznaczamy alb.

10d teraz “pierciert” bedzie zawsze oznaczal “pierciefi przemienny z
jedynka”.



Przyktady:

1. W pierécieniu Z zachodzi 2|10 oraz 3 1 5.
2. W pierécieniu R[z] zachodzi = — 1|z% — 1.
3. W pierscieniu Z[i] zachodzi 2 + i|5.



Uwaga

Niech (R, +,-) bedzie pierscieniem calkowitym. Woéwczas:
1. 1la dla a € R,

al0 dla a € R\{0},

ala dla a € R\{0},

alb A blec = ale dla a,be R\{0}, c€ R,

ula dlawe U(R), a€ R,

jesli dla a € R\{0}, ue U(R) zachodzi alu, to a € U(R),

alby,...,alb, = alz1by + ... + x,b, dla

a,bi,...,bp,x1,...,2, € R\{0},

alb A c|d = aclbd dla a,b,c,d € R\{0},
9. alb = albc dla a,b,c € R\{0},

10. aclbe = alb dla a,b,c e R\{0}.

A i

®



Definicja

Niech (R, +,-) bedzie pierscieniem calkowitym. Mdéwimy, Ze
elementy a,b € R sq stowarzyszone, gdy alb oraz bla.
Oznaczamy a ~ b.



Przyktady:

4. W pierscieniu Z zachodzi 2 ~ —2.
5. W pierécieniu R[]z zachodzi 222 + 2 ~ 22 + 1.
6. W pierscieniu Z[i] zachodzi 1 ~ —i.



Uwaga
Niech (R, +,-) bedzie pierscieniem calkowitym, niech a,b € R.
Wowczas

a ~ b wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje u € U(R) takie, Ze a = bu.



Dowdd.

(=) : Zalézmy, ze alb i bla. Zatem istnieja ¢, d takie, ze ac = b i
bd = a. Wobec tego bdc = ac = b, wiec dc = 1, a zatem

de U(R).

(<) : Zalézmy, ze a = bu oraz u € U(R). W szczegdlnosci bla.
Ponadto au™! = b, wiec alb. O

ZKorzystamy tu z faktu, ze w pierscieniu catkowitym zachodzi prawo
skracania.



Przyktady:

7. W pierScieniu Z mamy U(Z) = {+1}. Zatem a ~ b wtedy i
tylko wtedy, gdy a = +b.

8. W pierscieniu F[z], gdzie F jest dowolnym cialem, mamy
U(F[x]) = F*. Zatem f ~ g wtedy i tylko wtedy, gdy
f = ag, dla pewnego elementu a € F*.

9. W pierscieniu Z[i] mamy U(Z[i]) = {+1, +i}. Zatem a ~ b
wtedy i tylko wtedy, gdy a = +b lub a = +1b.



Uwaga
Niech (R, +,-) bedzie pierscieniem calkowitym. Wowczas relacja
~ jest relacjq réwnowaznosci w zbiorze R\{0}.



Definicja
Niech (R, +,-) bedzie pierscieniem calkowitym.
1. Element nieodwracalny i niezerowy a € R nazywamy

nierozkladalnym, jezeli dla wszelkich b,c € R jesli a = b,
tobe U(R) lubce U(R).

2. Element nieodwracalny i niezerowy a € R nazywamy
rozkladalnym, jezeli istniejg niezerowe i nieodwracalne
elementy b,c € R takie, zZe a = bc.



Przyktady:

10. Rozwazmy pierécien Z. Wéwczas a jest nierozkladalny
wtedy i tylko wtedy, gdy a lub —a jest liczba pierwsza.
11. Rozwazmy F[xz], gdzie F jest dowolnym cialem.
» Jezeli deg f = 1, to f jest nierozkladalny.

Dowod.
Zalézmy, ze f = gh. Wéwczas 1 = deg f = deg g + deg h, zatem
degg = 01ub degh = 0, wiec g € U(F[z]) lub h € U(F[z]). O

» Jezeli deg f = 2 lub deg f = 3 1 f nie ma pierwiastkéw w
ciele F', to f jest nierozkladalny.

Dowaod.
Zalézmy, ze f = gh dla g,h ¢ U(F[z]). W szczegblnosci
deg g,deg h # 0. Wowczas {2,3} 2 deg f = deg g + degh, a zatem
degg =1 1ub degh = 1, wiec g lub h ma pierwiastek w F', co daje
sprzecznosc. O
12. Rozwazmy Z[z]. Wéwczas 2z + 2 jest rozkladalny, bo

20 +2=2(x+1),2¢ U(Z[z]), v + 1 ¢ U(Z|x]), ale

deg(2z +2) = 1.
13. Rozwazmy Z[i]. Woéwczas 3 jest nierozkladalny, ale 5 jest

B I R R P



Definicja

Niech (R, +,-) bedzie pierscieniem calkowitym. Element
nieodwracalny i niezerowy a € R nazywamy pierwszym, jeZeli
dla wszelkich b,c € R jezeli albc, to alb lub alc.



Przyktady:

14. Rozwazmy pierécien Z. Woéwczas a jest pierwszy wtedy i
tylko wtedy, gdy a lub —a jest liczba pierwsza.

15. Rozwazmy F[z], gdzie F jest dowolnym ciatem. Woéwczas x
jest elementem pierwszym.

Dowaod.

Zal6zmy, ze x|fg, dla pewnych f,g € F|z]. Wéwczas x - h = fg,
dla pewnego h € F[x]. W szczegdlnosci fg(0) = 0, wiec f(0) =0
lub ¢(0) = 0. Wobec twierdzenia Bezout z|f lub xz|g. O



Uwaga
Niech (R, +,-) bedzie pierscieniem calkowitym, niech a € R.
Jesli a jest pierwszy, to jest nierozkladalny.



Dowaod.

Zal6zmy, ze a = be. Wéwezas albe, a wiec alb lub ale. Jedli a|b,
to dla pewnego d € R zachodzi ad = b. Zatem b = bed, czyli

cd =1, a wiec ¢ € U(R). Jedli ale to, podobnie, b € U(R). O



Przyktad:

16. Rozwazmy Z[+/—5]. Wéwczas 3 jest nierozkladalny, ale nie
pierwszy.



Uwaga
Niech (R, +,-) bedzie pierscieniem calkowitym, niech a ~ b.
Wowczas:

1. a jest nierozkladalny wtedy @ tylko wtedy, gdy b jest
nierozktadalny,

2. a jest pierwszy wtedy i tylko wtedy, gdy b jest pierwszy,
3. alc wtedy i tylko wtedy, gdy blc,
4. cla wtedy i tylko wtedy, gdy clb.



Definicja

Niech (R, +,-) bedzie pierscieniem calkowitym, niech
a1,...,0n,d € R. Element d nazywamy najwiekszym
wsp6lnym dzielnikiem elementéw aq, ..., a,, gdy

1. d|a1, e ,d|an,
2. jesli, dla dowolnego c € R, clay,. .., cla,, to wéwczas c|d.
Oznaczamy d ~ NWD(aq,...,a,).



Uwaga

Niech (R, +,-) bedzie pierscieniem calkowitym, niech
ai,...,an,d1,ds € R. Niech dy ~ NWD(ay,...,a,) oraz
dy ~ NWD(aq,...,a,). Wowczas di ~ ds.



Dowdd.
Wobec definicji dq|aq, ..., di|a, 1 dalay, ..., ds|ay,, wiec di|ds
oraz da|d;. O



Przyktady:

17. Rozwazmy Z. Wéwczas 4 ~ NWD(8,12).
18. Rozwazmy Z[+/—6]. Wowczas nie istnieje najwiekszy
wspolny dzielnik elementéw 6 oraz 2+4/—6.



Uwaga
Niech (R, +,-) bedzie pierscieniem calkowitym. Zaldzimy, Ze we
wszystkich poprzednikach ponizszych implikacji istniejg stosowne
najwieksze wspolne dzielniki. Wowczas istniejg tez najwieksze
wspolne dzielniki w nastepnikach implikacji © ponadto:

1. jeslid ~ NWD(a1,...,ay) i ay =day,...,a, =dal, to

1~NWD(d,...,al,);
2. jesli alay,...,ala,, toa ~ NWD(a,ai,...,a,);
3. jesli a jest nierozkladalny, to

NWD(a, a1, ... an) ~ {1, gdy ata; dla pewnego i € {1,...

4. NWD(cay,...,can) ~cNWD(ai,...,an);

5. jesli 1 ~ NWD(a,a;), dlaie{l,...,n}, to
1 ~NWD(a,a1,...,a,);

6. NWD(ai,...,an) ~ NWD(NWD(ay,...,an-1),an);
7. jesli 1 ~ NWD(a,b, to 1 ~ NWD(a*,b), dla k,l e N;

a, gdyala; dla wszelkichie {1,...



Definicja

Niech (R, +,-) bedzie pierscieniem calkowitym, niech
a1,...,0n,w € R. Element w nazywamy najmniejsza wspolng
wielokrotnoscia elementow ay,...,an, gdy

1. ai|w,...,an|w,
2. jesli, dla dowolnego c € R, aj|w, ..., an|w, to wéwczas wlc.
Oznaczamy d ~ NWW (aq,...,ay).



Uwaga

Niech (R, +,-) bedzie pierscieniem calkowitym, niech
a,...,an,d1,ds € R. Niech wy ~ NWW(ay,...,a,) oraz
we ~ NWW(ay,...,a,). Wowczas wy ~ ws.



Przyktady:

19. Rozwazmy Z. Wéwczas 24 ~ NWW (6, 8).

20. Rozwazmy Z[+/—3]. Wowczas nie istnieje najmniejsza
wspolna wielokrotnosé elementow 2 i 1 + 4/—3, ale
1~ NWD(2,1+ v=3).



Uwaga

Niech (R, +,-) bedzie pierscieniem calkowitym, niech a,b € R.
Jesli istnieje NWW (a,b), to istnieje NW D(a,b) oraz

ab ~ NWD(a, ) NWW (a, b).



Dowdd.

Niech w ~ NWW (a,b). Wéwczas a|ab oraz b|ab, istnieje zatem
d € R takie, ze dw = ab. Pokazemy, ze d ~ NW D(a,b).
Pokazemy, ze d|a i d|b. Istotnie, niech o’ i b" beda takimi
elementami, ze w = aa’ oraz w = bb'. Woéwczas ab = dw = dad’
oraz ab = dbb', a wiec b = da’ oraz a = dV/, czyli d|b oraz d|a.
Ustalmy d' € R i zalézmy, ze d'|a oraz d'|b. Pozostaje pokazad,
ze d'|d. Istotnie, niech a” i b” beda takimi elementami, ze
a=a"d oraz b =b"d. Wéwczas ala”b’d' oraz bla”b’d' i skoro
w~ NWW(a,b), to wla’b”d'. Zatem ab = wd|a’b”d'd i skoro
ab = a”d'b’d', wiec d'|d. O



Uwaga

Niech (R, +,-) bedzie pierscieniem calkowitym. Zaldzmy, Ze we
wszystkich poprzednikach ponizszych implikacji istniejq stosowne
najwieksze wspdlne dzielniki i najmniejsze wspdlne
wielokrotnosci. Wowczas istniejg tez najwieksze wspdlne
dzielniki © najmniejsze wspolne wielokrotnosci w nastepnikach
implikacyi © ponadto:

1.

Ll

Ut

alb wtedy i tylko wtedy, gdy a ~ NW D(a,b) wtedy i tylko
wtedy, gdy b ~ NWW (a,b);

NWW(aq,...,an) ~ NWW(NWW(aq,...,an-1),0n);
NWD(a, NWW (b, ¢)) ~ NWW (NW D(a,b), NW D(a, c));
NWW (a, NWD(b,c)) ~ NWD(NWW (a,b), NWW (a, c));
NWD(a+ b, NWW (a,b)) ~ NWD(a,b).



Uwaga
Niech (R, +,-) bedzie pierscieniem calkowitym, niech
a,b,c € R\{0}. Wowczas:
1. a|b wtedy i tylko wtedy, gdy (a) > (b);
2. a ~ b wtedy 1 tylko wtedy, gdy (a) = (b);
3. a € U(R) wtedy i tylko wtedy, gdy (a) = R;
4. a jest elementem pierwszym wtedy i tylko witedy, gdy (a)
jest ideatem pierwszym;

5. a jest elementem mierozkladalnym wtedy i tylko wtedy, gdy
(a) jest elementem maksymalnym w rodzinie idealdw
glownych pierscienia R;

6. a jest elementem rozkladalnym wtedy i tylko wtedy, gdy (a)
nie jest elementem maksymalnym w rodzinie ideatow
gtownych pierscienia R.



Dowdd.

1.

(=) : Zalézmy, ze a|b. Woéwcezas ac = b dla pewnego ¢ € R,
wiec b € (a), wiec (b) < (a).

(<) : Zalézmy, ze (a) D (b). Wéwczas b € (a), czyli b = ac
dla pewnego c € R, czyli alb.

2. Wynika wprost z (1).

3. Oczywiste.

4. (=) : Zalézmy, ze a jest elementem pierwszym. Niech

xy € (a). Woéwezas xy = as, dla pewnego s € R, wiec a|xy,
a zatem alx lub aly. Wobec tego aa; = x lub aas = y, dla
pewnych ai,as € R, czyli x € (a) lub y € (a).

(<) : Zalézmy, ze (a) jest idealem pierwszym. Niech al|zy.
Wéwezas zy = as, dla pewnego s € R, wiec zy € (a), a
zatem x € (a) lub y € (a). Wobec tego aa; = x lub aas =y,
dla pewnych aj,as € R, czyli a|zx lub aly.

(=) : Zalézmy, zZe a jest nierozkladalny. Niech

(a) < (¢) € R, dla pewnego c € R. Wéwczas c|a, czyli

cx = a, dla pewnego x € R. Wobec tego ¢ € U(R) lub



Pierscienie z jednoznacznym
rozkladem.



Definicja
Niech (R, +,-) bedzie pierscieniem calkowitym.

1. Pierscien R nazywamy pierScieniem z rozkladem gdy
kazdy niezerowy v nieodwracalny element tego pierscienia
mozna przedstawié w postaci iloczynu elementow
nierozktadalnych.

2. Pierscien R nazywamy pierScieniem z jednoznacznym
rozkladem (lub pierScieniem gaussowskim, lub
UFD?) gdy kazdy niezerowy i nieodwracalny element tego
pierscienia mozna przedstawié w postact iloczynu
elementow nierozkladalnych w sposob jednoznaczny z
dokladnoscig do stowarzyszenia.

3Unique factorization domain.



Przyktady:
1. Zdefiniujmy

oy — 1+T\/‘7, gdy d=1 mod 4,
d = .
Vd, w przeciwnym przypadku

i rozwazmy pierscien Z[wq].
Twierdzenie. Jezeli d < 0, to Z[wg] jest pierscieniem z
jednoznacznym rozktadem wtedy i tylko wtedy, gdy
de{-1,-2,-3,-7,—11,-19, —43, 67, —163}.
Uwaga. Jezeli d > 0, to wéréd d € {1,...,100} jest 38
takich, ze Z|wq| jest pierscieniem z jednoznacznym
rozktadem. Ogdlnie nie wiadomo, czy pierscieni Z|wq] o tej
wiasnosct jest nieskonczenie wiele.

2. Rozwazmy Z[+/—5]. Istotnie, Z[y/—5] nie jest pierscieniem
z jednoznacznym rozkladem, albowiem

3:3=(2++/-5)(2—V-5).



Uwaga

Niech (R, +,-) bedzie pierscieniem calkowitym z jednoznacznym
rozkiadem. Niech a € R i niech

A=D1y e Pl P2y P2, Pry - Py, bedzie rozkladem
elementu a na iloczyn elementow nierozkladalnych, przy czym
Dis, ~ Pir,» 1€ 41, n}, s, te {1, k} oraz i, # Py, dla
i#j, s, te{l,...,k}. Wowczas

k n
a = upy; -...-pf“,ue U(R).
Ponadto, jezeli a = upll€1 coephe = vpll1 ..o pln sq dwoma
rozkliadami takiej postaci oraz pi,...,Pn SQ parami

niestowarzyszone, to
ki=l1,....ky =1ln.

Tak wiec jezeli oznaczymy przez P(R) zbior reprezentantow klas
abstrakcyi wzgledem relacji stowarzyszenia wyznaczonych przez
elementy nierozkladalne, to kazdy element a ma jednoznaczne
nrzedstawienie postaci



Dowdd.

Niech py,,...,p1,, beda elementami nierozkladalnymi,

p1,, ~ D1, St €{l,..., k}. Pokazemy, Ze py, - ... p1y, = uplﬂ
dla pewnego u € U(R). Istotnie, poniewaz p1, ~ p1,, dla
s€{2,...,k}, wiec istnieja ua, ..., ur, € U(R) takie, ze

p1, = usp1,,, S €{2,...,k}. Zatem:

K
P1y *--o Pl = DP1,U2P1, 0 Uk Py, = UPY, -
Niech upi' - ... -pyr =wvpi' -...-pir dlap; # pj, i # j.
Pokazemy, ze k1 = l1,...,k, = l,,. Istotnie, przypusémy, ze
k1 > 1. Wéwczas uplfl_l1 o ephe = vplg2 -...-pln oraz

k1 — 13 > 0. Wobec jednoznacznosci rozktadu p; ~ p;,, dla
ip € {2,...,n}, co jest sprzeczne z przyjetymi zalozeniami.

O



Uwaga

Niech (R, +,-) bedzie pierscieniem calkowitym z jednoznacznym
rozkladem. Niech a,b e R\{0} i niech a = upt* - ... - pin, gdzie
ue U(R), p1,...,pn € P(R) sq parami rézne, bedzie rozkladem
kanonicznym. Wowczas bla wtedy i tylko wtedy, gdy

b= vpll1 ...opln, gdzieve U(R) orazl; < k;,ie{l,...,n}.



Dowaod.

(<) : Oczywiste. (=) : Zalézmy, ze a = be, dla pewnego c € R.
Wéwczas uplf1 -...-pkn = be i wobec jednoznacznoéci rozktadu,
w rozkltadzie b i ¢ wystepuja elementy nierozkladalne
stowarzyszone z p1, ..., pr. Niech wiec b = vpll1 L ~p£{l,

c=vp" - ..oopp. Zatem ky =1, +m; =1, e {1,... k}. O



Twierdzenie

Niech (R, +,-) bedzie pierscieniem calkowitym z rozkladem.
Nastepujgce warunki sg réwnowazne:

1. R jest pierscieniem z jednoznacznym rozkladem;
2. kazdy element nierozkliadalny w R jest pierwszy;

3. dla kazdych dwdch elementéw niezerowych istnieje ich
najwiekszy wspdlny dzielnik.



Dowdd:

(1) = (3) : Zalézmy, ze R jest pierScieniem z jednoznacznym
rozkladem. Niech a = up’f1 o epkn b= vplll ceple
(dopuszczamy k;, l; = 0). Niech m; = min{k;, ;} i niech
d=p"-...-ppn.

Pokazemy, ze d ~ NW D(a,b). Oczywiscie d|a i d|b. Niech c|a i
c|b. Wobec Uwagi 0.13 ¢ = wpi' - ... p*n, gdzie w € U(R),

si < ki, s;<1;,1¢€ {1, ce ,n}. Zatem s; < m; = mln{k‘z,ll},
ie{l,...,n}, wiec c|d.



(3) = (2) : Zalézmy, ze dla kazdych dwoch elementéw
niezerowych istnieje ich NWD. Niech p bedzie elementem
nierozkladalnym. Niech p|ab.

Pokazemy, ze p|a lub pl|b. Istotnie, przypusémy, ze pfa ip1b.
Wowczas 1 ~ NWD(p,a) il ~ NWD(p,b). Zatem

1 ~ NWD(p,ab), co jest sprzecznoscia, bo plab i p jest
nierozktadalny.



(2) = (1) : Zal6ézmy, ze kazdy element nierozkladalny w R jest
pierwszy. Niech p1 - ... pp =q1 - ...  @m, gdzie n,m € N oraz
Dly--sPnsqls- - -, Gm S8 nierozkladalne. Pokazemy, ze n = m
oraz, po ewentualnej zmianie numeracji, p1 ~ q1,..-,Pn ~ Qn.
Dowéd przeprowadzimy indukcyjnie wzgledem n.
Jedlin=1,topr =q1-...  Gm- Skoro p1,q1,...,qm sa
nierozkladalne, to m =11 p; = q1, wiec i p1 ~ q1.



Jesli n > 1, to zalézmy prawdziwosé twierdzenia dla k < n.
Poniewaz p1 ... pp=q1" ... Gm, Wiec p1|q1 - ... Gm. Poniewaz
p1 jest nierozktadalny, wiec p; jest pierwszy. Zatem dla pewnego
ip € {1,...,m} zachodzi p1|¢;,, przy czym mozemy zalozy¢, ze
iop = 1 1 tym samym p1|q;. Poniewaz ¢; jest nierozkladalny, wiec
p1 ~ q1. Zatem q; = up;, dla pewnego u € U(R). Mamy wiec

Pr:... Pn=UuUp1qz - ...  qm,
a stad
P2 Pn=Uuq2 ... Qm.

Oczywiscie ugy jest nierozkladalny. Zatem wobec zalozenia
indukcyjnego n — 1 =m — 1 oraz ps ~ uqa ~ q2,...,Pn ~ Gn-



Definicja

Niech (R, +,-) bedzie pierscieniem calkowitym z jednoznacznym
rozktadem. Niech p € P(R). Funkcje vy : R — Z U {0}
zdefiniowang wzorem

ki7 jegllp:p’u
Up(a) = 07 ]es/hp¢ {pla"'vpn}a
o, jeslia =0,
gdzie a = uplf1 -...-pkn jest rozkladem kanonicznym elementu

a, nazywamy waluacja p-adyczng.



Uwaga

Niech (R, +,-) bedzie pierscieniem calkowitym z jednoznacznym
rozktadem. Niech p € P(R) © niech v, : R — Z v {00} bedzie jego
waluacjg p-adyczng. Wowczas:

1.

S otk N

jesli a # 0, to vp(a) = 0;

vp(a) = 0 dla prawie wszystkich p € P(R);

jesliae R, to a = unpeP(R) p?(@) | dla pewnego u € U(R);
vp(ab) = vp(a) + vp(b), dla a,be R;

vp(a + b) = min{v,(a),vy(b)}, dla a,be R;

jesli a,b e R, to alb wtedy i tylko wtedy, gdy vp(a) < vp(b),
dla wszystkich p € P(R).



Uwaga
Niech (R, +,-) bedzie pierscieniem calkowitym z jednoznacznym
rozktadem. Niech a,b e R. Wéwczas:

1. istnieje najwiekszy wspolny dzielnik elementow a i b oraz
zachodzi wzor

NW D(a,b) H prin{vp(a).up(0)},
peP(R)

2. istnieje najmniejsza wspolna wielokrotnosé elementow a i b
oraz zachodzi wzor

NWW (a,b) H pmax{vp )op(0)}
peP(R)



Dowdd.
1. Poréwnaj dowdd implikacji (1) = (3) w Twierdzeniu 0.1.

2. Cwiczenie.



Dziedziny ideatéw gléwnych.



Twierdzenie
Kazdy catkowity pierécien ideatéw glownych jest pierscieniem z
jednoznacznym rozkladem.



Dowdd:

Niech (R, +, ) bedzie pierécieniem catkowitym (dziedzina)
ideatéw gléwnych. Pokazemy najpierw, ze kazdy wstepujacy
tancuch idealéw jest skonczony. Istotnie, niech Iy ¢ I ...
bedzie wstepujacym laiicuchem ideatéw. Niech J = [ Ji2 | I;.
Wéwcezas J < R, ale poniewaz R jest pierScieniem idealéw
gléwnych, wiec J = (a), dla pewnego a € R. W szczegdlnosci
a € I;,, dla pewnego ip € N, a zatem J = (a) < I;, i poniewaz
I;, < J, wigc J = I;,. Ponadto:

0
JZIZ'OCIZ'O+1CIZ'O+2C...CUIiZJ,
i=1

wiec dla j > ig zachodzi I; = I;, = J.



Pokazemy, ze R jest pierécieniem z rozkladem. Przypusémy nie
wprost, ze R nie jest pierscieniem z rozktadem. Wéwczas istnieje
niezerowy i nieodwracalny element a € R taki, ze a nie jest
iloczynem elementéw nierozktadalnych. W szczegdlnosci a nie
jest elementem nierozkladalnym, a wiec a = a1b; dla pewnych
niezerowych i nieodwracalnych a1, b; € R. Zauwazmy, ze a1 lub
b1 nie jest iloczynem elementéw nierozktadalnych: istotnie,

gdyby a; =p1 ... -pg oraz by = q1 - ... q, dla pewnych
nierozktadalnych elementow pi, ..., pk,q1,-- -, q;, t0 wOwczas
a=aiby =p1-... prq1- ... q wbrew zalozeniom. Zaldézmy, ze

to a1 nie jest iloczynem elementéw nierozkladalnych. W
szczegblnosci ap nie jest nierozkladalny, a wiec a; = agb2 dla
pewnych niezerowych i nieodwracalnych elementéw ag,be € R, 2
ktorych przynajmniej jeden — powiedzmy ao — nie jest
iloczynem elementow nierozktadalnych. Postepujac indukcyjnie
otrzymujemy nieskoniczone ciagi a1, a2, as, ... oraz by, ba, bs, ...
elementéw niezerowych i nieodwracalnych takich, ze

a; = aj+1bi+1, 1 € N. W szczegdlnosdci a;q1]a;, dla i e N,
otrzymujemy wiec nieskonczony ciag wstepujacy idealtow

({ N — (N — f _ O\ —



Ustalmy a € R i zalézmy, ze a jest elementem nierozktadalnym.
Wobec Uwagi 0.11 (5) oraz tego, ze R jest pierscieniem idealéw
gléwnych, (a) jest idealem maksymalnym w R. Wobec tego jest
tez ideatem pierwszym. A zatem wobec Uwagi 0.11 (4) a jest
elementem pierwszym. Tym samym, wobec Twierdzenie 0.1, R
jest pierécieniem z jednoznacznym rozkladem.



Przyktady:

1. (Zasadnicze twierdzenie arytmetyki) Z jest pierScieniem z
jednoznacznym rozktadem.

2. Niech F bedzie dowolnym cialem. Wowczas F[x] jest
pierscieniem z jednoznacznym rozktadem.



Uwaga
Niech (R, +,-) bedzie dziedzing idealéw gléwnych, niech
ai,...,an,d € R. Wowczas

d~ NWD(ay,...,a,) wtedy i tylko wtedy, gdy (d) = (a1,...,a,).



Dowdd.

(=) : Zalézmy, ze (d) = (aq,...,ay). Pokazemy, ze
d~ NWD(ay,...,a,). Oczywiscie d|a; dla i € {1,...,n}. Niech
zatem cla;, i € {1,...,n}. Wtedy a; € (¢), i € {1,...,n}, a wiec

(a1,...,an) < (). Zatem (d) < (c), wiec c|d.

(<) : Zalézmy teraz, ze d ~ NWD(ay,...,ay). Poniewaz R jest
pierscieniem idealéw gléwnych, wiec (aq,...,a,) = (d1), dla
pewnego d; € R. Wobec juz udowodnionej czesci twierdzenia,

dy ~ NWD(ay,...,an), a wiec d ~ dj. O



Whiosek
Niech (R, +,-) bedzie dziedzing idealow gléwnych, niech
ai,...,an,d € R. Wowczas:

1. 1~ NWD(ay,...,a,) wtedy i tylko wtedy, gdy istniejqg

T1,....Tn € P takie, Ze 1 = x1a1 + ... + Tpan;

2. d~NWD(ay,...,a,) wtedy i tylko wtedy, gdy istniejq
T1,....Tn € P takie, Ze d = x1a1 + ... + Tpan;

3. jesli istniejq x1,....x, € P takie, Ze d = x1a1 + ... + Tpap,

to NWD(ay,...,a,)|d.



Pierscienie euklidesowe.



Definicja
Niech (R, +,-) bedzie pierscieniem calkowitym.
1. Funkcje N : R — N u {0} nazywamy norma
euklidesowa, jezeli
» N(a) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy a = 0,
» Va,be R\{0}(N(a) < N(ab)),
» Ya,be R\{0}3q,7 € R(a = bg+ 1) oraz N(r) < N(b).
2. Punkcje N : R — N U {00} nazywamy multyplikatywna
norma3 euklidesowa, jezeli jest normg euklidesowq oraz
» Va,be R\{0}(N(ab) = N(a)N(b)).
3. Pierscieni R nazywamy pierScieniem euklidesowym,
jezeli istnieje w nim norma euklidesowa.

4. Pierscien R nazywamy pierScieniem euklidesowym z
norma multyplikatywna, jezeli istnieje w nim
multyplikatywna norma euklidesowa.



Uwaga

Niech (R, +,-) bedzie pierscieniem euklidesowym,

N : R — N u {®} normg euklidesowq, niech a,b € R\{0}.
Wowczas:

1. jezeli alb, to N(a) < N(b);

2. jezelia ~ b, to N(a) = N(b);

3. a € U(R) wtedy i tylko wtedy, gdy N(a) = N(1);
4. jezeli N(a) = N(b) i alb, to a ~b.

Ponadto, gdy N : R — N U {00} jest multyplikatywng normg
euklidesowq, to:

5. jezeli alb, to N(a)|N(b);
6. a € U(R) wtedy i tylko wtedy, gdy N(a) = 1;

7. jezeli N(a) jest liczbg pierwszq, to a jest elementem
nierozktadalnym.



Przyktady:

1. Rozwazmy Z. Jest to pierscien euklidesowy z norma
multyplikatywna N : Z — N u {0}, N(a) = |al.
2. Rozwazmy F[z], gdzie F jest dowolnym cialem. Jest to

pierscien euklidesowy z norma multyplikatywna
N : Flz] - Nu {0},

N(f) = 0, jesli f =0,
2degf  jedli f # 0.

3. Rozwazmy Z[wg].
Twierdzenie. Z[w,] jest pierscieniem euklidesowym wtedy
1 tylko wtedy, gdy

de{-11,-7,-3,-1,2,3,6,7,11,13,17,19, 21, 29, 33,37,41, 57, 73



Twierdzenie
Kazdy pierscien euklidesowy jest dziedzing ideatow glownych.



Dowdd.

Niech (R, +, ) bedzie pierécieniem euklidesowym,

N : R — N u {0} norma euklidesowa, Niech {0} # I < P.
Pokazemy, ze I jest gtowny. Istotnie, niech

n =min{N(a) : a € I,a # 0} i niech n = N(c). Wystarczy
pokazaé, ze I = (c¢). Inkluzja (D) jest oczywista, a dla dowodu
inkluzji (c) ustalmy x € I. Wéwczas istnieja ¢, r € R takie, ze

T =gqc+r,

oraz N(r) < N(c). Zatem r = x — qc € I oraz N(r) < N(c).
Wobec wyboru elementu ¢, r = 0, a wigc z = gc € (¢).



Whiosek
Kazdy pierscien euklidesowy jest pierScieniem z jednoznacznym
rozktadem.



Przyktad:

4. Rozwazmy Z[w_19]. Jest to pierscien z jednoznacznym
rozkladem, ale nie jest euklidesowy.



Twierdzenie (algorytm Euklidesa)

Niech (R, +,-) bedzie pierscieniem euklidesowym,

N : R — Nu {0} normg euklidesowq, niech a,b e R\{0}.
Wowczas istniejg ciggi

(QIa oo 7qn>
oraz
(riy...,7n)
elementow pierécienia R takie, Ze
a=b-q +r i N(ri) < N(b),
b=1r1-q + 7o iN(TQ) <N(T1)7

rL="T9-q3+ T3 iN(T3)<N(T2),

Th—3 =Th—2 " Qn—-1+ Th—1 l N(Tn—l) < N(Tn—Q)y



Dowod.

Istnienie stosownych ciagéw (q1,qo,...) 1 (r1,79,...) wynika z
definicji normy. Pokazemy, ze ciagi te sa skonczone.
Przypus$émy, ze (r1,72,...) jest ciagiem nieskonczonym.
Woéwcezas (N(r1), N(rz2),...) jest nieskoniczonym malejacym
ciagiem liczb naturalnych, co jest niemozliwe.

Pokazemy, ze 1,1 ~ NW D(a,b). Zauwazmy najpierw, ze
Tn—t1la 1 ry—1]b. Mamy 7,9 = 7,1 * @n, & zatem r,_1|rp_o.
Mamy tez 7,3 = T2 -1 + Tn—1, & Wiec 71| 3.
Postepujac indukcyjnie otrzymujemy, ze r,—1|a i 7,—1/b.
Zal6zmy, ze cla i c|b. Poniewaz a = b- q1 + 1, wiec c|ry. Dalej,
poniewaz b = 11 - g2 + 12, wiec c|ry. Postepujac indukcyjnie
otrzymujemy, ze c|r,_i. O



