Wielomiany wielu zmiennych.



Definicja i uwaga:

Niech R bedzie dowolnym pierécieniem. Wielomianem
zmiennych x1, ..., %, o wspolczynnikach z pierécienia R
bedziemy nazywali wyrazenie postaci

i1 7
Z iy ..in Ty -+ Ty

1] 4eeey iy, <M

gdzie m € N, wskazniki i1, ...,1, € N przebiegajg wszystkie
liczby nie wieksze niz m oraz a;, ;, € R.

Dwa wielomiany uwazamy za réwne, gdy réznig sie jedynie o
sktadniki postaci 0 - z*t ...z, gdzie i1,...,%, € N.



Bedziemy méwili, ze wielomian f = Zih...,z‘ngm ailminxill .. z%"
jest stopnia r, gdy istnieje taki rézny od zera wspdlczynnik
Qiy.ipy 2€ 01 + .o F i =1 iaj. 4, =0o0ile ji +... 4+ j, > 1.
Umowa ta nie okresla stopnia wielomianu 0, przyjmujemy wiec
dodatkowo, ze stopniem wielomianu 0 jest —oco. Stopien
wielomianu f bedziemy oznaczaé przez deg(f).

Wielomiany stopnia 1 bedziemy nazywali liniowymi, a
wielomiany stopnia 2 kwadratowymi.

Wielomian postaci a - x’f ...z gdzie a € R oraz iq,...,i, € N

nazywamy jednomianem.



W zbiorze wszystkich wielomianéw zmiennych z1,...,x, 0
wspblczynnikach z pierscienia R definiujemy dodawanie + i
mnozenie -, ktadac dla dowolnych wielomianéw

- L el {
f= Z”anm @iy .in Ty ... Xy oraz
9= 2j1rjnr Vingn @1 -

k kn
f+g = Z Ckl...k:nxll B

k1,....,kn<max{m,r}

gdzie

Aky . o + Oy ks €AY K1, ...,k < max{m,r},
Chyoky = 3 Qky. k> 8dy, dla pewnego wskaznika k;, 7€ {1,...,n}, k;

bk, .k, gdy, dla pewnego wskaznika k;, i€ {1,...,n}, k;
oraz

f-g= Z cklmknx’fl ...z
ki,....,kn<m+r

gdzie

Chy..kn = > Ay 11, o~ Dby Ly
0<li<k,...,0<ln<kn



Uwaga

Niech R bedzie dowolnym pierscieniem, (R[z1, ..., %n], +,")
piercieniem wielomiandw n zmiennych o wspélczynnikach z
pierscienia R. Niech ponadto

_ i1 7 _
f= Z @iy in®y .2 € Rlxy, ..., 2, oraz g = Z
11500 in <M J1s-ms Jn<T
Wowczas:

1. deg(f + g) < max{deg(f),deg(g)};

2. deg(fg) < deg(f) + deg(g);
3. jesli

f#0Ag+#0 A R jest pierscieniem catkowitym,

to
deg(fg) = deg(f) + deg(g)-



Whiosek

Niech R bedzie dowolnym pierscieniem, (R[x1,...,zn], +,")
piercieniem wielomiandw n zmiennych o wspdlczynnikach z
pierscienia R. Wowczas jesli R jest pierscieniem catkowitym, to
Rlzy,...,zy] tez.



Definicja

Niech R i P bedg dowolnymi pierscieniami, niech R < P 1 niech
S < P bedzie pewnym zbiorem. Zbior S nazywamy
algebraicznie niezaleznym nad R, jezeli zbior

{feR[s1,...,8n] :neN,s1,...,8, €8, [ jest jednomianem}

jest lintowo niezaleiny nad pierscieniem R.



Twierdzenie (wlasno$é uniwersalna pierécienia wielomianéw
wielu zmiennych)

Niech R bedzie dowolnym pierscieniem, (R[z1,...,%n], +,")
pierscieniem wielomianow n zmiennych o wspélczynnikach z
pierscienia R.

1. Pierscien R ma nastepujgcq wiasnosé:
VP — pierécieni Vry,...,1m € PV¢: R — P — homomorfizm 31 : I

[V(zi) =riyie{l,...,n} AYlR = @]

2. Dla dowolnego rozszerzenia R < S oraz elementow
S1,...,5n € S\R algebraicznie niezaleznych nad R i takich,
ze S = R[s1,...,sn], jezeli

VP — pierscien N¥ry,...,r, € PV¢: R — P — homomorfizm I : S

[¢(si) =risief{l,....,n} AYIR = @]

to S = R[x1,...,x,] i izomorfizm « : R[xy,...,x,] > S
jest jednoznacznie wyznaczony przez warunki



Definicja
Niech R bedzie dowolnym pierscieniem, (R[z1,...,%n], +,")
pier$cieniem wielomiandow n zmiennych o wspélczynnikach z
pierscienia R.
1. Dla dowolnego pierscienia P i jego elementu r € P oraz
homomorfizmu ¢ : R — P, jedyne przedtuzenie
Y R[z1,...,2,] — P homomorfizmu ¢ takie, Ze

W(wz) :Tivie{lv"'vn} /\er:¢]

nazwamy wartosciag wielomianéw, a jego wartosé dla
wielomianu f € Rlxy,...,zy], ¥(f), wartoscig
wielomianu f w punkcie (r1,...,r,) € R". JeZeli
wartosé wielomianu f w punkcie (r1,...,r,) € R™ jest
réwna 0, to punkt (r1,...,m,) € R" nazywamy miejscem
zerowym (lub pierwiastkiem) f. Najczesciej rozwazamy
przypadek, gdy R = P oraz ¢ = idp. Wowczas

P(f) =1 ( Nyt 96%"\ = Y ay it



Definicja i uwaga

Niech R, P bedg pierscieniami, a ¢ : P — R homomorfizmem
pierscieni. Wowczas istnieje doktadnie jeden homomorfizm
Y R[z1,...,xn] — Plyi,...,yn] taki, Ze

Y(xi) = yi,i € {1,...,n} oraz Yl g = ¢.

Ponadto jesli ¢ jest roznowartosciowy, to ¢ jest
roznowarto$ciowy, a jesli ¢ jest surjektywny, to v jest
surjektywny. Homomorfizm 1 nazywamy homomorfizmem
pierscieni wielomianéw n zmiennych indukowanym
przez homomorfizm wspoélczynnikéow.



Whniosek
Niech R bedzie dowolnym pierscieniem, (R[z1,...,%n], +,")
pierscieniem wielomiandow n zmiennych o wspélczynnikach z
pierscienia R. Niech ponadto 0 # f € R[x1,...,2,]. Wowczas:
1. jesli R jest nieskoriczony, to dla pewnego (ri,...,r,) € R",
flri,...,mp) #0;
2. jesli R jest nieskorniczony, to jedyny homomorfizm
Y R[xy,...,2,] — RE" definiujgcy pierscien funkcji
wielomianowych jest réozZnowartosciowy.



Definicja

Niech (I, <) bedzie zbiorem czeSciowo uporzgdkowanym. Jezeli
Vi,jeI3keI[i <k nj <Kkl

to wowczas (I, <) nazywamy zbiorem skierowanym.



Uwaga

Niech (I, <) bedzie zbiorem skierowanym, niech {R; :i € I}

bedzie rodzing pierscieni indeksowang elementami zbioru I takg,
ze

Vi,jeI[(i <j)= (Ri < Rj)].
W zbiorze | J;o; Ri definiujemy dzialania + oraz - nastepujgco:

» jeSli a,be | J,c; Ri, to a€ R;, be Rj, dla pewnych i,j € I;
pontewaz I jest skierowany, wiec dla pewnego k € I

zachodzit < k oraz j <k, a zatem R; < Ry oraz Rj < Ry,
wiec a,b € Ry, i mozemy zdefiniowad

a+b=a+g, boraza-b=a-g,b.

Wowczas ((J;e; Ri, +, ) jest pierscieniem.



Definicja i uwaga

Niech R bedzie pierscieniem, S pewnym zbiorem, a {xs: s € S}
rodzing zmiennych indeksowang elementami zbioru S. Dla
dowolnego skoriczonego zbioru T = {s1,...,s,} < S definiujemy

RT = R[{L‘sl, e ,l’sn].

Wowczas (I,<), gdzie I = {T < S : cardT < oo} jest zbiorem
indeksowanym, za$ {Ry : T € I} rodzing pierscieni indeksowang
elementami zbioru I takq, Ze

VTl,TQ S I[(Tl C TQ) = (RT1 < RTz)]'

Wobec poprzedniej uvwagi \ Jpo; Rr jest pierscieniem. Nazywamy
go pierScieniem wielomianéw nieskonczonej liczby
zmiennych ze zbioru {z; : s € S} o wspélczynnikach z R i
oznaczamy R[{zxs : s € S}].



Uwaga

Niech R bedzie dowolnym pierscieniem, S pewnym zbiorem,
R[{zs : s € S}] pierscieniem wielomiandw nieskoriczonej liczby
zmiennych ze zbioru {xs : s € S} o wspélczynnikach z
pierscienia R. Niech ponadto

feR[{zs:se S} oraz ge R[{zs:s€ S}

Wowczas:

1. deg(f + g) < max{deg(f),deg(g)};

2. deg(fg) < deg(f) + deg(g);
3. gesli

f#0Ag+#0 A R jest pierscieniem catkowitym,

to
deg(fg) = deg(f) + deg(g)-



Whiosek

Niech R bedzie dowolnym pierscieniem, S pewnym zbiorem,
R[{zs : s € S}] pierscieniem wielomianow nieskoriczonej liczby
zmiennych ze zbioru {xs : s € S} o wspélczynnikach z
pierscienia R. Wowczas jesli R jest piericieniem catkowitym, to

R[{zs: s e S}] tez



Twierdzenie (wlasno$é uniwersalna pierécienia wielomianéw
nieskonczenie wielu zmiennych)

Niech R bedzie dowolnym pierscieniem, S pewnym zbiorem,
R[{zs : s € S}] pierscieniem wielomianow nieskoriczonej liczby
zmiennych ze zbioru {zs : s € S} o wspdlczynnikach z
pierscienia R.

1. Pierscien R ma nastepujgcq wlasno$c:
VP — pierscien Y\ : {xs: s€ S} —> P — odwzorowanie V¢ : R — P

[wr{:cs:seS} =AANYIr= gb]

2. Dla dowolnego rozszerzenia R < R’ 1 zbioru T < R’
algebraicznie niezaleznego nad R i takiego, Ze

R = R[{x;: t € T}], jezeli
VP — pierscien VA : {z;: t € T} — P — odwzorowanie V¢ : R — P

["gb r{zt:teT} =AANYIr = ¢]
to R’ =~ R[{x; : t € T}] i izomorfizm



Definicja

Niech R bedzie dowolnym pierscieniem, S pewnym zbiorem,
R[{zs : s € S}] pierscieniem wielomianow nieskoriczonej liczby
zmiennych ze zbioru {zs : s € S} o wspdlczynnikach z
pierscienia R. Dla dowolnego pierscienia P i odwzorowanie
A:{xs:s€ S} > P oraz homomorfizmu ¢ : R — P, jedyne
przediuzenie v : R[{zs: s € S}| = P homomorfizmu ¢ takie, ze

[wr{mszseS} =AANYIR= ¢]

nazwamy wartosciag wielomianéw, a jego wartosé dla
wielomianu f € R[{zs: s € S}], ¥(f), warto$cia wielomianu
f na zbiorze \({zs: s € S}) c P. Jezeli wartos¢ wielomianu f
na zbiorze A({zs : s € S}) < P jest réwna 0, to zbidr

A{zs : s € S}) € P nazywamy miejscem zerowym (lub
pierwiastkiem) f. Najczesciej rozwazamy przypadek, gdy

R =P oraz ¢ =1idp.



Definicja i uwaga

Niech R, P bedq pierscieniami, S pewnym zbiorem, a ¢ : P - R
homomorfizmem pierScieni. Wowczas istnieje dokladnie jeden
homomorfizm v : R[{zs:se S}| — P[{ys : s € S}] taki, zZe

P(xg) =ys, €S oraz Pl g = .

Ponadto jesli ¢ jest roznowartosciowy, to ¢ jest
roznowarto$ciowy, a jesli ¢ jest surjektywny, to v jest
surjektywny. Homomorfizm 1 nazywamy homomorfizmem
pierscieni wielomianéw n zmiennych indukowanym
przez homomorfizm wspoélczynnikéow.



Definicja

Niech R bedzie dowolnym pierscieniem, (R[z1, ..., %n], +,")
pierscieniem wielomianow n zmiennych o wspélczynnikach z
pierscienia R. Wielomian

0#f= 2 ail...inx?'--fﬁiz"GR[ﬂﬁb-“?xn]

Ulseeyin <M

nazywamy wielomianem jednorodnym stopnia d (lub
forma stopnia d) jezeli

Vig,. .. in < m[deg(ail,,.Z-nxi1 cexr) =d.

Formy stopnia 1 nazywamy formami liniowymi, formy
stopnia 2 formami kwadratowymi, formy stopnia 3
formami kubicznymi itd.



Uwaga

Niech R bedzie dowolnym pierscieniem, (R[z1,...,%n], +,")
piericieniem wielomiandw n zmiennych o wspélczynnikach z
pierscienia R. Wielomian

0#f= > ay.i,2.. .27 € Rlay,... 2]

1] 4eeeyin <M

jest wielomianem jednorodnym stopnia d wtedy i tylko wtedy,
gdy dla kazdego pierscienia P, R < P i dla kazdego zbiorun + 1
algebraicznie niezaleznych nad R elementow a,by,...,b, € P
zachodzi rownosé

flabi, ... aby) =a®f(by,... bn).



Wielomiany symetryczne.



Definicja
Niech n € N, niech R bedzie piericieniem.

1. Wielomian f € R[z1,...,x,] nazywamy wielomianem
polsymetrycznym, jezeli

Vo e A(n)[f(xla L2y .- 7x7’b) = f(xa(l)a Lo(2)y - - 7$a(n))]'

2. Wielomian f € R[z1,...,x,] nazywamy wielomianem
symetrycznym, jezeli

Vo e S(n)[f(xl,:m, e l’n) = f(xa(l)vxo(Q)v . 7$0(n))]'

Zbior wszystkich wielomiandéw symetrycznych oznaczamy
Roymlz1, ..., 2n].



Przyktady:

1. Rozwazmy f(z1, 79, 23) = 23 + 25 +  + 3%. Jest to
wielomian symetryczny.

2. Rozwazmy f(x1,x9,23) = x12923. Jest to wielomian
symetryczny.

3. Rozwazmy V (21, ... ,2n) = [ [1<;cjcn(Ti — 25). Jest to
wielomian poélsymetryczny, nazywamy go wielomianem
Vandermonde’a.

4. Rozwazmy V?2(x1,...,2,). Jest to wielomian symetryczny.



Uwaga
Niech n € N, niech R bedzie pier$cieniem. Wowczas
Roym|x1, ..., zp] jest pierscieniem.



Definicja

Niech n € N, niech R bedzie piericieniem. Wielomiany:

Si(z1, .. yxn) =21+ ...+ T

So(x1, ... xy) =122 + ... + T1Ty + T2X3 + ...+ ToTy + ... + Tpo1T,

Sk(xl,...,a:n) = 2 Ljy Lig - - - Ty,
1<t <i2<...<ip <n
Sn(x1, ..oy Tp) =T1 ... Zn.

nazywamy wielomianami symetrycznymi podstawowymi
zmiennych x1,...,Ty.



Twierdzenie

Niech n € N, niech F' bedzie cialem. Wowczas wielomiany
symetryczne podstawowe S1, ..., Sy € Foym|21,..., 2] sq
algebraicznie niezalezne nad F'.



Dowdd:

Dowdd prowadzimy przez indukcje wzgledem n. Dla n = 1 teza
jest oczywista, zalézmy wiec, ze n > 1 1 ze wielomiany
symetryczne podstawowe n — 1 zmiennych

St,...,Sh_1 € Fym|z1,...,2),_] sa algebraicznie niezalezne.
Przypu$émy nie wprost, ze istnieje wielomian A € Flyi,...,yn]
taki, ze

A(St,...,S8,) = 0.

Niech ponadto A bedzie wielomianem mozliwie najnizszego
stopnia.



Oczywiscie S;(z1, ..
je{l,...,n—1}. Ponadto Sy (z1,..

ayn) = ¢0(y17' .

Ay

Wobec tego:

0 = A
= A
= Po(S
+ Pn(S
= 1%(5

o Tp—1,0) = Sj(21, ..

S (1‘1,...,1‘”,1,0),..

i(Il, e ,$n,1),. ..
Tlyeo- ,CL‘nfl), .. .,Sqll_l(l‘l, ..

ey 1)y Sh_q (1, -

s Yn—1)Yn+1(y1, - ..

: 7xn—1)7 dla
.y Tn—1,0) = 0. Niech

.,Sn(xl,. . .,J}nfl,O))

1
Si(l’l,. . .,IEn,l), .. .,Sn,y(l‘l, ..

,S;,L_l(ﬂfl, ..

. a:Enfl)a Sn(l‘l, ..
. ,$n,1))0n +

. 7$n71)

. ,CCn_l)

)
).

S Un—1)Yr A (y1, -

-y Tp—1, O):



Poniewaz S7,...,S],_; sa algebraicznie niezalezne, wigc 9, = 0.
Wobec tego:

MWL - Yn) = Yn(WoW1s -+ s Yn1)Y 01 (Y1 - - oy Yno 1) YR 2 A,

a zatem

Yo (S1,. . Sne1)S™  ap (S1, . ., Sne1)ST 24 b 1(S1, ..., 1)

i stopien wielomianu 1o (y1, - .., Yn_1)y" + +
VL1, Yn-1)Yn 2+ o+ Uno1 (Y1, - Yno1) jest mniejszy od
stopnia wielomianu A, zatem g =0,...,%,—1 = 01 tym samym

A jest wielomianem zerowym, co daje sprzecznosc.



Twierdzenie (zasadnicze twierdzenie teorii wielomianow
symetrycznych)
Niech n € N, niech F' bedzie cialem. Wowczas wielomiany

symetryczne podstawowe Sy, ..., Sy € Feym[21,...,2,] generujg
pierscien Fsym|T1, ..., 2n].



Dowdd:

Wystarczy pokazaé, ze dla ustalonego wielomianu
symetrycznego f € Fyym[®1,...,2,] istnieje wielomian
G € Flyi,...,yn] taki, ze:

F=G(Sh,...,5n).

Dowdéd prowadzimy przez indukcje wzgledem n. Dla n = 1 teza
jest oczywista, ustalmy wiec n > 1 i zalézmy, ze twierdzenie jest
prawdziwe dla wszelkich k < n. Niech m = deg f. Konstrukcje
wielomianu G prowadzimy indukcyjnie wzgledem m. Znowu, dla
m = 1 nie ma co robi¢, zalézmy wiec, ze m > 1 i ze stosowne
wielomiany G zostaly juz skonstruowane dla f o stopniu Il < m.



Wielomian f(z1,...,2n-1,0) € Flx1,...,zy,] jest wielomianem
symetrycznym n — 1 zmiennych. Wobec zalozenia indukcyjnego
istnieje wielomian G € F[y1,...,yn—1] taki, ze

f(xh s 75[;71,—1)0) = Gl(Si(xla s 7xn—1)7 . an—l’(xlv s 7xn—1>)7

gdzie Si(z1,...,xn-1)s..-,Sh_1(x1,. . xn_1) € Flz1,...,2n_1]
sg wielomianami symetrycznymi podstawowymi n — 1
zmiennych.



Niech

filzy, . .,zn) = f(z1, .oy 20)—G1(S1(x1, .oy 2p)y o ooy Sp(T, -

Woéwcezas fi jest wielomianem symetrycznym. Ponadto
fi(xy, ..., 2n-1,0) = 0, wiec z,|f1. Istnieje zatem
h € Flx1,...,x,] taki, ze

fi(zy, ... xp) = xph(ze, ..., 20).

) Tn)).



Ustalmy k € {1,...,n} i niech o = (k,n) € S(n). Woéwczas:

fizi,zn) = fi(To), -5 Tom) = T(To1)s -+ To(n))-

Wobec tego x| fi(x1,...,x,), dla ke {1,...,n}.



Poniewaz wielomiany x1,...,x, sa parami wzglednie pierwsze,

wiec w rezultacie 1 ... x| f1(x1, ..., z,), czyli
Sn(x1, ... zp)|fi(z1, ..., zy). Istnieje zatem g € Flx1,...,zy]
taki, ze

filxy, ... zn) = Sp(x1, ..y xn)g(z1, ..oy xy).

Oczywiscie g(x1,...,zy) jest wielomianem symetrycznym.
Ponadto deg g = deg fi — deg S, = deg fi —n < m.



Wobec zatozenia indukcyjnego istnieje wielomian
Go € Fly1,...,yn] taki, ze

g(.ﬁlﬁ‘l, e ,l’n) = Gg(Sl(:pl, e ,.%'n), .. .,Sn<$1, . ,I‘n))

Zatem fi(x1,...,xy) =
Sp(x1, ..y 2n)G2(S1(x1, .oy xp)y oo, Sn(x1, ..., x,)), skad

f(l'l, - ,a:n) = Gl(Sl(l'l, . ,xn), .. .,Snfl(l'l, .. .,IEn))—FSn(l'l,. X

czyli G = G1 + y,Go.



Zauwazmy przy okazji, ze wielomian G jest wyznaczony w
powyzszym dowodzie jednoznacznie: gdyby bowiem istniaty
dwa wielomiany G, G’ € Flyi,...,y,] takie, ze:

G(S1,...,Sp) = G'(S,...,Sn),

to wowezas (G — G')(S1, ..., Sn) =0, co, wobec algebraicznej
niezaleznosci S1,...,S,, daje G — G' =0, czyli G = G'.



Przyktad:

5. Rozwazmy f(z1,22,23) = (x1 + x2) (21 + z3) (22 + x3).
Odwotujac sie do notacji z dowodu zasadniczego
twierdzenia teorii wielomianéw symetrycznych, mamy:
f(@1,22,0) = (z1+22) 122 = S1(21, 2) S5 (21, 72) = G1(51, 8),
gdzie G1(y1,y2) = y1y2. Wowczas

fi(z1, 22, 23) = f(x1, 22, 23) — S152 = —w12273,

czyli fi(x1,x9,x3) = S3(x1, w2, x3), g(x1, 22, 23) = 1 oraz
G2(y1,92,y3) = 1. Reasumujac:

f =515 — Ss.



Konstrukcja pierscienia

ulamkow wzgledem
zbioru multyplikatywnego.



Definicja
Niech R bedzie pierscieniem. Podzbior S < R nazywamy
podzbiorem multyplikatywnym, jezeli

1. 1e5,0¢ 85,
2. VYa,be S(abe S).



Przyktady:

1. Niech R bedzie pierscieniem. Wéwcezas S = U(R) jest
podzbiorem multyplikatywnym.

2. Niech R bedzie pierscieniem caltkowitym. Wéwczas
S = R\{0} jest podzbiorem multyplikatywnym.

3. Niech R bedzie pierscieniem, I <« R ideatem pierwszym.
Woéwczas S = R\I jest podzbiorem multyplikatywnym.

4. Niech R = Z. Wéwcezas S = {28 : ke N U {0}} jest
podzbiorem multyplikatywnym.



Twierdzenie
Niech R = {S; : i € I} bedzie rodzing podzbioréw
multyplikatywnych pierscienia R;
L. (e Si jest podzbiorem multyplikatywnym pierscienia R,
2. U;er Si jest podzbiorem multyplikatywnym pierscienia R, o
ile R jest {tancuchem.



Definicja

Niech R bedzie pierscieniem oraz A < U(R) pewnym zbiorem.
Najmmniejszy w sensie inkluzji podzbior multyplikatywny
pierscienia R zawierajgcy zbior A (tj. przekrdj wszystkich
podzbioréw multyplikatywnych pierscienia R zawierajgcych A)
nazywamy podzbiorem multyplikatywnym generowanym
przez A.



Definicja i uwaga

Niech R bedzie pierscieniem oraz S < R podzbiorem
multyplikatywym. W zbiorze R x S definiujemy relacje ~
warunkiem

(a1,81) ~ (az, s2) wtw. Isg € S[sp(a1s2 — azs1) = 0].

Wowczas relacja ~ jest relacjg rownowazno$ciowg. Klase
abstrakcji [(a, s)]~ nazywamy utamkiem o liczniku « i
mianowniku s i oznaczamy 5. Zbidr klas abstrakcji relacgi ~
oznaczamy przez ST'R. W zbiorze ST'R definiujemy

» element zerowy
» jedynke

» dodawanie
a1 n a2 a189 + assy

S92 592 5152



Definicja i uwaga

Niech R bedzie pierscieniem oraz S < R podzbiorem
multyplikatywym. Odwzorowanie \ : R — S™'R dane wzorem

NOEE

jest homomorfizmem. Nazywamy go homomorfizmem
kanonicznym. Ponadto

AS) c U(STIR).



Twierdzenie

Niech R bedzie pierscieniem oraz S < R podzbiorem
multyplikatywym. Homomorfizm kanoniczny X : R — S™'R jest
réznowarto$ciowy wtedy 1 tylko wtedy, gdy

S < R\D(R).



Dowdd.

(<) : Ustalmy a,b e R i zalézmy, ze

Wéwezas § = %, a zatem dla pewnego sg € S:
so(a—0b) = 0.

Poniewaz sg nie jest dzielnikiem zera, wiec a —b = 0, czyli a = b.
(=) : Zalézmy, ze sp € S jest dzielnikiem zera, czyli spa = 0 dla

pewnego a € R\{0}. Wéwczas so(a—0) = 0, czyli ¢ = Y, a zatem

wiec A nie jest réznowartosciowe. O



Whniosek

Niech R bedzie pierscieniem catkowitym oraz S < R podzbiorem
multyplikatywym. Wowczas homomorfizm kanoniczny
A : R — STIR jest réznowartosciowy.



Definicja i uwaga

Niech R bedzie pierscieniem catkowitym oraz S = R\{0}.
Woéwczas homomorfizm kanoniczny A : R — S™'R jest
réznowartosciowy, a piersciers STIR jest ciatem (to znaczy
kazdy pierscien catkowity mozna zanurzyé w cialo). Ciato ST'R
nazywamy ciatlem utamkoéw pierscienia catkowitego R i
oznaczamy (R).



Dowdd.
Wystarczy pokazaé, ze S'R jest cialem. Ustalmy
¢ e STIR\{Y}. Pokazemy, ze ¢ € U(S™'R). Zauwazmy, ze

. - Y . . a_0_0
a # 0: istotnie, przypusémy, ze a = 0. Wowcezas ¢ = = 7, co
daje sprzecznos¢. Wobec tego = € S~ IR. Ponadto 2= %

O



Przyktady:

5. Niech R = Z. Woéwczas Q = (Z) jest cialem utamkow Z.

6. Niech R = F[xy,...,xy] bedzie pierScieniem wielomianéw
n zmiennych nad ciatem F'. Wowczas ciato utamkéw
pierscienia R oznaczamy F(x1,...,x,) 1 nazywamy cialem
funkcji wymiernych a jego elementy funkcjami
wymiernymi n zmiennych.



Twierdzenie (wlasno$¢ uniwersalna pierscienia utamkéw)

Niech P, R bedq pierscieniami, S € P zbiorem
multyplikatywnym, niech ¢ : P — R bedzie homomorfizmem
takim, ze

#(S) c U(R).

Wowczas istnieje dokladnie jeden homomorfizm
Y :S7'P — STIR taki, Ze

YoA=9,

gdzie X : P — ST'P jest homomorfizmem kanonicznym.
Ponadto jesli ¢ jest roznowartosciowy, to ¥ jest
roznowarto$ciowy. Inaczej: diagram

¢

P R

noot maayorna oo



Dowdd:

Zdefiniujmy odwzorowanie v : S™'P — R wzorem

a

() = 6(a)((s)) " dla % €SP,



Pokazemy, ze 1 jest dobrze okreslone. Istotnie, ustalmy
Se S~1P i niech ¢ = %: Wobec tego istnieje element sg € S
taki, ze

so(as’ —a's) = 0.

Zatem

d(so(as’ —d's)) = ¢(s0)(¢(a)d(s') — d(a’)d(s)) = 0.
Poniewaz ¢(sg) € U(R), wiec ¢(a)p(s’) — ¢(a’)p(s) = 0, a stad



Bez trudu sprawdzamy, ze 1 jest homomorfizmem oraz ze jesli
¢ jest réznowartosciowy, to 1 jest réznowartosciowy. Pokazemy,
ze P o A = ¢. Ustalmy w tym celu a € P. Mamy:

Yo Aa) =P(Aa)) = (



Pozostaje wykazaé, ze ¢ jest wyznaczone jednoznacznie. Niech
bowiem 1,45 : ST'P — ST R bedg takimi homomorfizmami,
z€e

Y10\ = ¢ oraz Yy o\ = .

Ustalmy < € S~1P. Mamy:

o) = ni§ D =) hC) =) ()
(@) <<>>>1 b10A@) - (202 @)
( @

= (@) ()" = ()



Whiosek

Niech P bedzie piericieniem catkowitym, niech R bedzie
dowolnym pierscieniem, S < P zbiorem multyplikatywnym,
niech ¢ : P — R bedzie homomorfizmem takim, Ze

#(S) c U(R).

Wowczas istnieje dokladnie jeden homomorfizm

Y :STIP — STIR taki, ze

YoA=9,

gdzie X : P — ST'P jest homomorfizmem kanonicznym.
Ponadto jesli ¢ jest réznowartosciowy, to ¢ jest
roznowarto$ciowy. Inaczej: diagram

¢

P R




Whiosek

Niech P bedzie pierscieniem catkowitym, niech F bedzie
dowolnym ciatem, niech ¢ : P — F bedzie homomorfizmem
réznowartosciowym. Wowczas istnieje dokladnie jeden
homomorfizm réznowarto$ciowy ¢ : (P) — F taki, ze

Yod=o,

gdzie \ : P — (P) jest homomorfizmem kanonicznym. Ponadto
jesli ¢ jest rozZnowarto$ciowy, to 1 jest roznowartosciowy.
Inaczej: diagram

P .F

|

(P)

jest przemienny (to znaczy dla kaZdego pierscienia calkowitego
jego cialo utamkow jest nagmniejszym cialem, w jaki pierscien
ten mozna zanurzyc).



