
Konstrukcja pierścienia
wielomianów jednej zmiennej.



Definicja i uwaga:

Niech R będzie dowolnym pierścieniem. Wielomianem
zmiennej x o współczynnikach w pierścieniu R będziemy
nazywali wyrażenie o postaci

a0 ` a1x` . . .` anx
n,

gdzie n P N oraz a0, . . . , an P R.
Dwa wielomiany uważamy za równe wtedy i tylko wtedy, gdy
różnią się tylko o składniki postaci 0 ¨ xi, gdzie i P N.



Będziemy mówili, że wielomian f “ a0 ` a1x` . . .` anx
n jest

stopnia n, gdy an ‰ 0. Umowa ta nie określa stopnia
wielomianu 0, przyjmiemy więc dodatkowo, że stopniem
wielomianu 0 jest ´8. Stopień wielomianu f będziemy
oznaczać przez degpfq.
Wielomiany stopnia 1 będziemy nazywać liniowymi, a
wielomiany stopnia 2 kwadratowymi.
Dla wielomianu f “ a0 ` a1x` . . .` anx

n współczynnik an
nazywamy najstarszym (lub największym)
współczynnikiem. Jeżeli najstarszy współczynnik równy jest 1,
to wielomian f nazywamy unormowanym.



W zbiorze wszystkich wielomianów zmiennej x o
współczynnikach z pierścienia R definiujemy dodawanie ` i
mnożenie ¨, kładąc dla dowolnych wielomianów
f “ a0 ` a1x` . . .` anx

n oraz g “ b0 ` b1x` . . .` bmx
m:

f`g “

$

’

&

’

%

pa0 ` b0q ` pa1 ` b1qx` . . .` pan ` bnqx
n ` bn`1x

n`1 ` . . .` bmx
m, gdy m ą n,

pa0 ` b0q ` pa1 ` b1qx` . . .` pan ` bnqx
n, gdy m “ n,

pa0 ` b0q ` pa1 ` b1qx` . . .` pam ` bmqx
m ` bm`1x

m`1 ` . . .` bnx
n, gdy m ă n.

f ¨ g “ c0 ` c1x` . . .` cn`mx
n`m,

gdzie

ci “
i
ÿ

k“0

ai´kbk,

dla i P t0, . . . , n`mu. Ponadto wyróżniamy wielomian 0 jako
element neutralny dodawania oraz wielomian1 jako element
neutralny mnożenia.



Wówczas zbiór wszystkich wielomianów zmiennej x o
współczynnikach z pierścienia R z tak określonymi działaniami i
wyróżnionymi elementami jest pierścieniem przemiennym z
jedynką. Pierścień ten będziemy nazywali pierścieniem
wielomianów zmiennej x o współczynnikach z pierścienia R i
będziemy oznaczali przez Rrxs.



Uwaga
Przy liczeniu stopni wielomianów przyjmujemy następujaca
umowę notacyjna:

§ @n P Npn ą ´8,
§ p´8q ` p´8q “ ´8,
§ @n P Np´8` n “ ´8q.



Uwaga:

Niech R będzie dowolnym pierścieniem, pRrxs,`, ¨q pierścieniem
wielomianów zmiennej x o współczynnikach z pierścienia R.
Niech ponadto

f “ a0`a1x`. . .`anx
n P Rrxs oraz g “ b0`b1x`. . .`bmx

m P Rrxs.

Wówczas:

1. degpf ` gq ď maxtdegpfq, degpgqu;

2. jeśli
degpfq ‰ degpgq,

to
degpf ` gq “ maxtdegpfq, degpgqu;

3. degpfgq ď degpfq ` degpgq;



4. jeśli

f ‰ 0^ g ‰ 0^ pan jest regularny _ bm jest regularnyq,

to
degpfgq “ degpfq ` degpgq;

5. jeśli

f ‰ 0^ g ‰ 0^R jest pierścieniem całkowitym,

to
degpfgq “ degpfq ` degpgq.



Dowód:

1. Niech h “ f ` g “
ř8

k“0 ckx
k, przy czym ck “ 0 dla prawie

wszystkich k P N. Ustalmy
k ą maxtn,mu “ maxtdegpfq,degpgqu. Wówczas:

ck “ ak ` bk “ 0` 0 “ 0.

Wobec tego degpf ` gq ď maxtdegpfq, degpgqu.

2. Oczywiste.

3. Niech h “ f ` g “
ř8

k“0 ckx
k, przy czym ck “ 0 dla prawie

wszystkich k P N. Ustalmy k ą n`m “ degpfq ` degpgq.
Mamy

ck “
k
ÿ

i“0

ak´ib
i.

Jeżeli i P t0, . . . ,mu, to k ´ i P tn` 1, . . . , ku, wiec
ak´i “ 0. Podobnie, jeżeli i P tm` 1, . . . , ku, to bi “ 0.
Zatem ck “ 0, a więc degpfgq ď degpfq ` degpgq.



4. Niech h “ f ` g “
ř8

k“0 ckx
k, przy czym ck “ 0 dla prawie

wszystkich k P N. Mamy

cn`m “

n`m
ÿ

i“0

an`m´ib
i

“ an`m
loomoon

“0

b0 ` an`m´1
looomooon

“0

b1 ` . . .` anbm ` an´1 bm`1
loomoon

“0

` . . .` a0 bm`n
loomoon

“0

“ anbm

Poniewaz an lub bm jest regularny, wiec cn`m ‰ 0.

5. Wynika wprost z (4).



Wniosek
Niech R będzie dowolnym pierścieniem, pRrxs,`, ¨q
pierścieniem wielomianów zmiennej x o współczynnikach z
pierścienia R. Niech ponadto

f “ a0 ` a1x` . . .` anx
n P Rrxs.

Wówczas:

1. jeśli an jest regularny w R, to f jest regularny w Rrxs;

2. każdy wielomian unormowany jest elementem regularnym w
Rrxs;

3. jeśli R jest całkowity, to Rrxs jest całkowity.



Twierdzenie (o dzieleniu wielomianów z resztą)
Niech R będzie dowolnym pierścieniem, pRrxs,`, ¨q
pierścieniem wielomianów zmiennej x o współczynnikach z
pierścienia R. Niech ponadto

f “ a0`a1x`. . .`anx
n P Rrxs oraz g “ b0`b1x`. . .`bmx

m P Rrxs.

Wówczas istnieją liczba l P NY t0u oraz wielomiany q, r P Rrxs
takie, że

aln ¨ g “ q ¨ f ` r

oraz degprq ă degpfq.



Dowód:

Jeżeli degpgq “ m ă n “ degpfq, to kładziemy l “ 0, q “ 0,
r “ g.
Jeżeli degpgq “ m “ n “ degpfq, to l “ 1, q “ bm,
r “ ang ´ bmf . Istotnie, zauważmy że wówczas
degprq ă n “ degpfq.



Jeżeli degpgq “ m ą n “ degpgq, to dowód prowadzimy metodą
indukcji względem degpgq “ m. Załóżmy, że dla
m1 P tn` 1, . . . ,m´ 1u i dla wielomianów postaci

g1 “ b10 ` b
1
1x` . . .` b

1
m1x

m1 P Rrxs

istnieją liczba l1 P NYt0u oraz wielomiany q1, r1 P Rrxs takie, że

al1n ¨ g1 “ q1 ¨ f ` r1

oraz degpr1q ă degpfq.



Połóżmy
g1 “ ang ´ bmx

m´nf.

Wówczas
degpg1q P tn` 1, . . . ,m´ 1u,

istnieją liczba l1 P NYt0u oraz wielomiany q1, r1 P Rrxs takie, że

al1n ¨ g1 “ q1 ¨ f ` r1 oraz degpr1q ă degpfq

czyli

al1n ¨ pang ´ bmx
m´nfq “ q1 ¨ f ` r1 oraz degpr1q ă degpfq

lub równoważnie

al1`1n g “ pq1 ` bmx
m´nq ¨ f ` r1 oraz degpr1q ă degpfq.

Tym samym kładąc l “ l1 ` 1, q “ q1 ` a
l1
n bmx

m´n oraz r “ r1
otrzymujemy tezę.



Wniosek
Niech R będzie dowolnym pierścieniem, pRrxs,`, ¨q
pierścieniem wielomianów zmiennej x o współczynnikach z
pierścienia R. Niech ponadto

f “ a0`a1x`. . .`anx
n P Rrxs oraz g “ b0`b1x`. . .`bmx

m P Rrxs.

Wówczas:

1. jeśli an “ 1, to istnieją wielomiany q, r P Rrxs takie, że

g “ q ¨ f ` r

oraz degprq ă degpfq;

2. jeśli R jest ciałem, to istnieją wielomiany q, r P Rrxs takie,
że

g “ q ¨ f ` r

oraz degprq ă degpfq.



Dowód.

1. Oczywiste.

2. Jeżeli R jest ciałem, to istnieje element a´1n P R, a więc
taki, że a´1n an “ 1. Wobec tego istnieją wielomiany
q1, r1 P Rrxs takie, że

g “ q1 ¨ a
´1
n f ` r1

oraz degpr1q ă degpa´1n fq “ degpfq. Zatem kładąc
q “ q1a

´1
n oraz r “ r1 otrzymujemy tezę



Twierdzenie (o jednoznaczności dzielenia z resztą)
Niech R będzie dowolnym pierścieniem, pRrxs,`, ¨q
pierścieniem wielomianów zmiennej x o współczynnikach z
pierścienia R. Niech ponadto

f “ a0`a1x`. . .`anx
n P Rrxs oraz g “ b0`b1x`. . .`bmx

m P Rrxs.

Jeśli an jest regularny, to istnieje co najwyżej jedna para takich
wielomianów q, r P Rrxs, że

g “ q ¨ f ` r

oraz degprq ă degpfq.



Dowód.
Niech

g “ q1 ¨ f ` r1,degpr1q ă deg f, q1, r1 P Rrxs,

g “ q2 ¨ f ` r2,degpr2q ă deg f, q2, r2 P Rrxs.

Stąd
0 “ pq1 ´ q2qf ` pr1 ´ r2q,

lub równowaznie
r2 ´ r1 “ pq1 ´ q2qf.

Wobec Uwagi ??

degpfq ą maxtdegpr1q,degpr2qu´degpr2´r1q “ degppq1´q2qfq “ degpq1´q2q`degpfq.

Tym samym degpq1 ´ q2q “ ´8, a więc q1 ´ q2 “ 0, skąd też
r2 “ r1.



Wniosek
Niech R będzie dowolnym pierścieniem, pRrxs,`, ¨q
pierścieniem wielomianów zmiennej x o współczynnikach z
pierścienia R. Niech ponadto

f “ a0`a1x`. . .`anx
n P Rrxs oraz g “ b0`b1x`. . .`bmx

m P Rrxs.

1. Jeżeli R jest całkowity, to istnieje co najwyżej jedna para
takich wielomianów q, r P Rrxs, że

g “ q ¨ f ` r

oraz degprq ă degpfq.

2. Jeżeli an “ 1, to istnieje dokładnie jedna para takich
wielomianów q, r P Rrxs, że

g “ q ¨ f ` r

oraz degprq ă degpfq.

3. Jeżeli R jest ciałem, to istnieje dokładnie jedna para takich
wielomianów q, r P Rrxs, że

g “ q ¨ f ` r

oraz degprq ă degpfq.



Definicja
Niech R będzie dowolnym pierścieniem, pRrxs,`, ¨q
pierścieniem wielomianów zmiennej x o współczynnikach z
pierścienia R. Niech ponadto

f “ a0`a1x`. . .`anx
n P Rrxs oraz g “ b0`b1x`. . .`bmx

m P Rrxs.

Jeżeli istnieje dokładnie jedna para takich wielomianów
q, r P Rrxs, że

g “ q ¨ f ` r

oraz degprq ă degpfq to mówimy, ze w pierścieniu Rrxs
wykonalne jest dzielenie z resztą wielomianu g przez f .
Wielomian q nazywamy wówczas niepełnym ilorazem, a
wielomian r resztą z dzielenia.



Wartość wielomianu,
pierwiastki wielomianu,
funkcja wielomianowa.



Twierdzenie (własność uniwersalna pierścienia
wielomianów)
Niech R będzie dowolnym pierścieniem, pRrxs,`, ¨q pierścieniem
wielomianów zmiennej x o współczynnikach z pierścienia R.

1. Pierścień R ma następującą własność:

@P – pierścień @r P P@φ : RÑ P – homomorfizm D!ψ : Rrxs Ñ P rψpxq “ r^ψæR “ φs.

2. Dla dowolnego rozszerzenia R Ă S oraz elementu s P SzR
takiego, że S “ Rrss, jeżeli

@P – pierścień @r P P@φ : RÑ P – homomorfizm D!ψ : S Ñ P rψpxq “ r^ψæR “ φs.

to S – Rrxs i izomorfizm α : Rrxs Ñ S jest jednoznacznie
wyznaczony przez warunki

αpxq “ s oraz αæR “ idR.



Dowód:

(1) Ustalmy pierścień P , element r P P i homomorfizm
φ : RÑ P . Zdefiniujmy odwzorowanie ψ : Rrxs Ñ P wzorem

ψ

˜

n
ÿ

k“0

akx
k

¸

“

n
ÿ

k“0

φpakqr
k.

Bez trudu sprawdzamy, że ψ jest homomorfizmem. Ponadto
ψpxq “ r oraz ψpaq “ φpaq, dla a P R.



Pokażemy, że ψ jest wyznaczony jednoznacznie. Istotnie,
załóżmy, że ψ1 : Rrxs Ñ P oraz ψ2 : Rrxs Ñ P są dwoma
homomorfizmami spełniającymi warunki

ψ1pxq “ r ^ ψ1æR “ φ

oraz
ψ2pxq “ r ^ ψ2æR “ φ.

Wówczas dla
řn

k“0 akx
k P Rrxs:

ψ1

˜

n
ÿ

k“0

akx
k

¸

“

n
ÿ

k“0

ψ1pakqpψ1pxqq
k “

n
ÿ

k“0

ψ1pakqr
k

“

n
ÿ

k“0

ψ2pakqr
k “

n
ÿ

k“0

ψ2pakqpψ1pxqq
k

“ ψ2

˜

n
ÿ

k“0

akx
k

¸

.



(2) Ustalmy pierścień S, R Ă S i niech s P SzR. Załóżmy, że

@P – pierścień @r P P@φ : RÑ P – homomorfizm D!ψ : S Ñ P rψpxq “ r^ψæR “ φs.

Wobec udowodnionej już części twierdzenia istnieje dokładnie
jeden homomorfizm ψ1 : Rrxs Ñ S taki, że

ψ1pxq “ s^ ψ1æR “ idR.

Wobec założenia istnieje dokładnie jeden homomorfizm
ψ2 : S Ñ Rrxs taki, że

ψ1psq “ x^ ψ1æR “ idR.

Pokażemy, że ψ2 ˝ ψ1 “ idRrxs. Istotnie, dla
řn

k“0 akx
k P Rrxs:

ψ2 ˝ ψ1

˜

n
ÿ

k“0

akx
k

¸

“ ψ2

˜

n
ÿ

k“0

ψ1pakqpψ1pxqq
k

¸

“ ψ2

˜

n
ÿ

k“0

aks
k

¸

“

n
ÿ

k“0

ψ2pakqpψ2psqq
k “

n
ÿ

k“0

akx
k.

Analogicznie pokazujemy, że ψ1 ˝ ψ2 “ idS .



Definicja:
Niech R będzie dowolnym pierścieniem, pRrxs,`, ¨q pierścieniem
wielomianów zmiennej x o współczynnikach z pierścienia R.

1. Dla dowolnego pierścienia P i jego elementu r P P oraz
homomorfizmu φ : RÑ P , jedyne przedłużenie
ψ : Rrxs Ñ P homomorfizmu φ takie, że

ψpxq “ r oraz ψæR “ φ

nazwamy wartością wielomianów, a jego wartość dla
wielomianu f P Rrxs, ψpfq, wartością wielomianu f w
punkcie r P R. Jeżeli wartość wielomianu f w punkcie
r P R jest równa 0, to punkt r P R nazywamy miejscem
zerowym (lub pierwiastkiem) f . Najczęściej rozważamy
przypadek, gdy R “ P oraz φ “ idP . Wówczas

ψpfq “ ψ

˜

n
ÿ

k“0

akx
k

¸

“

n
ÿ

k“0

akr
k.



2. Dla pierścienia RR i jego elementu idR P R
R oraz

homomorfizmu φ : RÑ RR danego wzorem

φpaq “ const.a, dla a P R,

obraz ψpRrxsq poprzez jedyne przedłużenie ψ : Rrxs Ñ RR

homomorfizmu φ takie, że

ψpxq “ idR oraz ψæR “ φ

nazwamy pierścieniem funkcji wielomianowych o
współczynnikach z R, a jego elementy funkcjami
wielomianowymi.



Definicja i uwaga
Niech R,P będą pierścieniami, a φ : P Ñ R homomorfizmem
pierścieni. Wówczas istnieje dokładnie jeden homomorfizm
ψ : Rrxs Ñ P rys taki, że

ψpxq “ y oraz ψæR “ φ.

Ponadto jeśli φ jest różnowartościowy, to ψ jest
różnowartościowy, a jeśli φ jest surjektywny, to ψ jest
surjektywny. Homomorfizm ψ nazywamy homomorfizmem
pierścieni wielomianów indukowanym przez
homomorfizm współczynników.



Dowód:

Pokażemy, że istnieje dokładnie jeden homomorfizm
ψ : Rrxs Ñ P rys taki, że

ψpxq “ y oraz ψæR “ φ.

Istotnie, wobec Twierdzenia 0.3 wystarczy wziąć P “ P rys oraz
r “ y.



Załóżmy, że φ jest różnowartościowy. Pokażemy, że ψ jest
różnowartościowy. Istotnie, ustalmy f “

řn
k“0 akx

k P kerψ.
Wówczas

0 “ ψpfq “ ψ

˜

n
ÿ

k“0

akx
k

¸

“

n
ÿ

k“0

ψpakqpψpxqq
k “

n
ÿ

k“0

φpakqy
k,

a zatem φpakq “ 0, k P t0, . . . , nu, czyli ak P kerφ,
k P t0, . . . , nu. Ponieważ φ jest różnowartościowy, więc ak “ 0,
k P t0, . . . , nu, a zatem f “ 0.



Załóżmy, że φ jest surjektywny. Pokażemy, że ψ jest
surjektywny. Istotnie, ustalmy g “

řn
k“0 bky

k P P rxs. Ponieważ
φ jest surjektywny, więc bk “ φpakq, dla pewnego ak P R,
k P t0, . . . , nu. Wówczas

g “

n
ÿ

k“0

bky
k “

n
ÿ

k“0

φpakqy
k

“

n
ÿ

k“0

ψpakqpψpxqq
k “ ψ

˜

n
ÿ

k“0

akx
k

¸

.



Twierdzenie (Bézout1)
Niech R będzie dowolnym pierścieniem, pRrxs,`, ¨q
pierścieniem wielomianów zmiennej x o współczynnikach z
pierścienia R. Niech ponadto f P Rrxs oraz a P R. Wówczas a
jest pierwiastkiem wielomianu f wtedy i tylko wtedy, gdy x´ a
dzieli f .

1E. Bézout (1730-1780) – matematyk francuski.



Dowód.
pñq: Załóżmy, że fpaq “ 0. Dzieląc z resztą f przez x´ a
otrzymujemy

fpxq “ qpxq¨px´aq`rpxq gdzie q, r P Rrxs oraz deg r ă degpx´aq “ 1.

Tym samym deg r P t´8, 0u, więc r jest wielomianem stałym.
Ponadto

0 “ fpaq “ qpaq ¨ pa´ aq ` rpaq,

skąd rpaq “ 0. Zatem x´ a dzieli f .
pðq: Załóżmy, że fpxq “ qpxq ¨ px´ aq, dla pewnego q P Rrxs.
Wówczas

0 “ qpaq ¨ pa´ aq “ fpaq.



Wniosek
Niech R będzie dowolnym pierścieniem, pRrxs,`, ¨q
pierścieniem wielomianów zmiennej x o współczynnikach z
pierścienia R. Niech ponadto f P Rrxs oraz a P R. Wówczas:

1. fpxq “ qpxq ¨ px´ aq ` fpaq, dla pewnego q P Rrxs;

2. (schemat Hornera) jeżeli f “
řn

k“0 akx
k, to

fpxq “

˜

n´1
ÿ

k“0

bkx
k

¸

¨ px´ aq ` pa0 ` ab0q,

gdzie

bn´1 “ an oraz bk “ ak`1 ` abk`1 dla k P tn´ 2, . . . , 0u.



Dowód:
(1) Porównaj dowód twierdzenia Bézout.
(2) Wobec udowodnionej już części twierdzenia:

n
ÿ

k“0

akx
k “ qpxq ¨ px´ aq `

n
ÿ

k“0

aka
k.

Niech q “
řn´1

k“0 bkx
k. Wówczas:

n
ÿ

k“0

akx
k “

˜

n´1
ÿ

k“0

bkx
k

¸

¨ px´ aq `
n
ÿ

k“0

aka
k

“ b0x` b1x
2 ` . . .` bn´1x

n

´ b0a´ b1xa´ . . .´ bn´1x
n´1a`

n
ÿ

k“0

aka
k

“

˜

n
ÿ

k“0

aka
k ´ b0a

¸

` pb0 ´ b1aqx` . . .` pbn´2 ´ bn´1aqx
n´1 ` bn´1x

n.



Stąd:

a0 “
řn

k“0 aka
k ´ b0a ñ fpaq “

řn
k“0 aka

k “ a0 ` ab0
a1 “ b0 ´ b1a ñ b0 “ a1 ` ab1

...
...

...
an´1 “ bn´2 ´ bn´1a ñ bn´2 “ an´1 ` abn´1
an “ bn´1 ñ bn´1 “ an.



Definicja
Niech R będzie dowolnym pierścieniem, pRrxs,`, ¨q pierścieniem
wielomianów zmiennej x o współczynnikach z pierścienia R.
Niech ponadto f P Rrxs oraz a P R. Element a P R nazywamy
pierwiastkiem k-krotnym wielomianu f , gdy f jest podzielny
przez px´ aqk, ale nie jest podzielny przez px´ aqk`1.



Lemat
Niech R będzie dowolnym pierścieniem, pRrxs,`, ¨q
pierścieniem wielomianów zmiennej x o współczynnikach z
pierścienia R. Niech ponadto f P Rrxs oraz a P R. Wówczas a
jest pierwiastkiem k-krotnym wielomianu f wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieje wielomian q P Rrxs taki, że fpxq “ px´ aqk ¨ qpxq
oraz qpaq ‰ 0.



Dowód:

pñq: Załóżmy, że istnieją wielomiany q1, q2, r2 P Rrxs takie, że

fpxq “ q1pxq ¨ px´ aq
k

oraz

fpxq “ q2pxq ¨ px´ aq
k`1 ` r2pxq gdzie r2paq ‰ 0.

Przypuśćmy, że q1paq “ 0. Wówczas, wobec twierdzenia Bézout:

q1pxq “ q3pxq ¨ px´ aq.

Zatem
fpxq “ q3pxq ¨ px´ aq

k`1

co jest sprzecznością wobec jednoznaczności dzielenia z resztą.



pðq: Załóżmy, że istnieje wielomian q P Rrxs taki, że
f “ px´ aqk ¨ qpxq oraz qpaq ‰ 0. Niech a będzie pierwiastkiem
l-krotnym wielomianu f . Oczywiście l ě k. Przypuśćmy, że
l ą k. Wówczas

fpxq “ q2pxq ¨ px´ aq
k`1

dla pewnego q2 P Rrxs. Stąd

q2pxq ¨ px´ aq
k`1 “ px´ aqk ¨ qpxq

a zatem qpxq “ q2pxq ¨ px´ aq, czyli wobec twierdzenia Bézout a
jest pierwiastkiem q, czyli qpaq “ 0, co daje sprzeczność.



Twierdzenie (o rozkładzie wielomianu na czynniki liniowe)
Niech R będzie pierścieniem całkowitym, pRrxs,`, ¨q
pierścieniem wielomianów zmiennej x o współczynnikach z
pierścienia R. Niech ponadto 0 ‰ f P Rrxs oraz a1, . . . , am P R
będą pierwiastkami wielomianu f o krotnościach k1, . . . , km,
odpowiednio. Wówczas istnieje wielomian q P Rrxs taki, że

fpxq “ px´a1q
k1 ¨. . .¨px´amq

km ¨qpxq oraz qpaiq ‰ 0, i P t1, . . . ,mu.



Dowód:

Dowód prowadzimy przez indukcję względem m. Dla m “ 1
teza wynika wprost z poprzedniego lematu. Dla m ą 1 załóżmy,
że jeśli a1, . . . , am´1 P R są pierwiastkami wielomianu f o
krotnościach k1, . . . , km´1, odpowiednio, to istnieje wielomian
q1 P Rrxs taki, że

fpxq “ px´a1q
k1 ¨. . .¨px´am´1q

km´1 ¨q1pxq oraz q1paiq ‰ 0, i P t1, . . . ,m´1u.

Będziemy chcieli pokazać, że istnieje wielomian q P Rrxs taki, że

fpxq “ px´a1q
k1 ¨. . .¨px´amq

km ¨qpxq oraz qpaiq ‰ 0, i P t1, . . . ,mu.



W tym celu pokażemy najpierw, że am jest pierwiastkiem
wielomianu q1. Istotnie, ponieważ am jest pierwiastkiem
wielomianu f , więc

0 “ fpamq “ pam ´ a1q
k1 ¨ . . . ¨ pam ´ am´1q

km´1 ¨ q1pamq

i skoro am ´ ai ‰ 0, i P t1, . . . ,m´ 1u i pierścień R jest
całkowity, to

q1pamq “ 0.



Załóżmy, że am jest pierwiastkiem q1 o krotności l. Wobec
poprzedniego lematu istnieje wielomian q P Rrxs taki, że

q1pxq “ px´ amq
lqpxq oraz qpamq ‰ 0,

a zatem

fpxq “ px´a1q
k1 ¨. . .¨px´am´1q

km´1 ¨px´amq
l¨qpxq oraz qpaiq ‰ 0, i P t1, . . . ,mu.



Pozostaje pokazać, że l “ km. Istotnie, oznaczmy

q2pxq “ px´ a1q
k1 ¨ . . . ¨ px´ am´1q

km´1 ¨ qpxq.

Wówczas
fpxq “ px´ amq

lq2pxq

i ponadto

q2pamq “ pam ´ a1q
k1 ¨ . . . ¨ pam ´ am´1q

km´1 ¨ qpamq ‰ 0,

skoro am ´ ai ‰ 0, i P t1, . . . ,m´ 1u, qpamq ‰ 0 i pierścień R
jest całkowity. Tym samym wobec poprzedniego lematu am jest
l-krotnym pierwiastkiem wielomianu f , a więc l “ km.



Wniosek
Niech R będzie pierścieniem całkowitym, pRrxs,`, ¨q
pierścieniem wielomianów zmiennej x o współczynnikach z
pierścienia R. Niech ponadto 0 ‰ f P Rrxs. Wówczas:

1. jeśli a1, . . . , am P R będą pierwiastkami wielomianu f o
krotnościach k1, . . . , km, odpowiednio, to

m
ÿ

i“1

ki ď degpfq;

2. jeśli f jest wielomianem stopnia n, to f ma co najwyżej n
pierwiastków;

3. jeśli R jest nieskończony, to dla pewnego r P R, fpaq ‰ 0;

4. jeśli R jest nieskończony, to jedyny homomorfizm
ψ : Rrxs Ñ RR definiujący pierścień funkcji
wielomianowych jest różnowartościowy.



Dowód:

(1) Wobec Uwagi ?? i Twierdzenia o rozkładzie wielomianu na
czynniki liniowe, ponieważ istnieje wielomian q P Rrxs taki, że

fpxq “ px´a1q
k1 ¨. . .¨px´amq

km ¨qpxq oraz qpaiq ‰ 0, i P t1, . . . ,mu,

więc

degpfq “
m
ÿ

i“1

ki ` degpqq ě
m
ÿ

i“1

ki.

(2) Oczywiste.



(3) Wobec (2) wielomian f ma co najwyżej degpfq pierwiastków,
zaś pierścień R jest nieskończony, więc dla pewnego a P R

fpaq ‰ 0.

(4) Niech ψ : Rrxs Ñ RR będzie jedynym przedłużeniem
homomorfizmu φ : RÑ RR danego wzorem

φpaq “ const.a, dla a P R,

takim, że
ψpxq “ idR oraz ψæR “ φ.

Ustalmy f “
řn

k“0 akx
k P kerψ. Wówczas

0 “ ψpfq “ ψp
n
ÿ

k“0

akx
kq “

n
ÿ

k“0

const.ak ¨ pidRq
k.

Ponieważ dla a P R:

fpaq “
n
ÿ

k“0

const.akpaq ¨ pidRpaqq
k “ 0,

więc f ” 0.



Wielokrotne pierwiastki
wielomianów.

Rózniczkowanie wielomianów.



Definicja
Niech F będzie ciałem. Wielomian f P F rxs nazywamy
rozdzielczym, gdy w każdym rozszerzeniu L ciała F ma on
wyłącznie pierwiastki jednokrotne.



Twierdzenie (o wzorach Viete’y2)
Niech R będzie pierścieniem całkowitym, niech
fpxq “ xn ` an´1x

n´1 ` . . .` a1x` a0 P Rrxs będzie
wielomianem unormowanym. Niech x1, . . . , xn P R będą
wszystkimi (uwzględniając krotności) pierwiastkami f w
pierścieniu R. Wówczas:

an´1 “ ´px1 ` . . .` xnq,

...

an´k “ p´1qk
ÿ

i1,...,ik

xi1 ¨ . . . ¨ xik ,

...

a0 “ p´1qnx1 ¨ . . . ¨ xn.

2F. Viete (1540-1603) – matematyk i prawnik francuski.



Dowód.
Dowód otrzymujemy porównując współczynniki przy kolejnych
potęgach x’a w równości:

xn`an´1x
n´1` . . .`a1x`a0 “ px´x1q ¨ px´x2q ¨ . . . ¨ px´xnq.



Definicja
Niech R będzie pierścieniem, niech
fpxq “ anx

n ` an´1x
n´1 ` . . .` a1x` a0 P Rrxs będzie

wielomianem. Wielomian

f 1pxq “ nanx
n´1 ` pn´ 1qan´1x

n´2 ` . . .` 2a2x` a1 P Rrxs

nazywamy pochodną wielomianu f . Wielomian
f pkqpxq “ f 1pf pk´1qpxqq, gdzie f p1qpxq “ f 1pxq, nazywamy k-tą
pochodną wielomianu f .



Definicja
Niech R będzie pierścieniem, niech f1, f2, . . . , fn P Rrxs.
Wielomian

det

»

—

—

—

–

f1 f2 f3 . . . fn
f 11 f 12 f 13 . . . f 1n
...

...
...

. . .
...

f
pn´1q
1 f

pn´1q
2 f

pn´1q
3 . . . f

pn´1q
n

fi

ffi

ffi

ffi

fl

nazywamy wrońskianem3 wielomianów f1, f2, . . . , fn P Rrxs.

3J. Hoene-Wroński (1776-1853) – matematyk, filozof, fizyk, prawnik i
ekonomista polski, autor prac z zakresu analizy zespolonej.



Uwaga
Niech R będzie pierścieniem, niech f, g P Rrxs, niech a P R.
Wówczas:

1. pf ` gq1 “ f 1 ` g1,

2. pafq1 “ af 1,

3. pfgq1 “ f 1g ` fg1,

4. pfnq1 “ nfn´1f 1.



Twierdzenie (wzór Leibniza)
Niech R będzie pierścieniem, niech f, g P Rrxs. Wówczas

pfgqpkq “
k
ÿ

i“0

ˆ

k

i

˙

f pk´iqgpiq.



Twierdzenie (wzór Maclaurina)
Niech R będzie pierścieniem, niech f P Rrxs. Wówczas

fpxq “ fp0q `
f 1p0q

1!
x`

f2p0q

2!
x2 ` . . .`

f pnqp0q

n!
xn,

gdzie n “ deg f .



Twierdzenie (wzór Taylora)
Niech R będzie pierścieniem, niech f P Rrxs, c P R. Wówczas

fpx` cq “ fpcq `
f 1pcq

1!
x`

f2pcq

2!
x2 ` . . .`

f pnqpcq

n!
xn,

gdzie n “ deg f .



Twierdzenie
Niech R będzie pierścieniem, niech f P Rrxs, a P R. Wówczas

a jest pierwiastkiem k-krotnym f wtedy i tylko wtedy, gdy
fpaq “ f 1paq “ . . . “ f pk´1qpaq “ 0, f pkqpaq ‰ 0.



Dowód:
pñq : Załóżmy, że a jest k-krotnym pierwiastkiem f . Wobec
tego istnieje wielomian g P Rrxs taki, że

fpxq “ px´ aqkgpxq oraz gpaq ‰ 0.

Tym samym

f 1pxq “ px´ aqk´1rkgpxq ` px´ aqg1pxqs “ px´ aqk´1hpxq,

gdzie hpaq ‰ 0. Jeżeli k ´ 1 ą 0, to

f2pxq “ px´ aqk´2h1pxq,

gdzie h1paq ‰ 0. Postępując indukcyjnie po k ´ 1 krokach
otrzymujemy

f pk´1qpxq “ px´ aqhk´2pxq oraz hk´2pxq ‰ 0,

f pkqpxq “ hk´2pxq ` px´ aqh
1
k´2pxq,

a więc f pkqpaq ‰ 0 oraz fpaq “ f 1paq “ . . . “ f pk´1qpaq “ 0,
f pkqpaq ‰ 0.



pðq : Załóżmy, że fpaq “ f 1paq “ . . . “ f pk´1qpaq “ 0,
f pkqpaq ‰ 0. Niech l będzie krotnością pierwiastka a. Gdyby
l ă k lub l ą k, to otrzymujemy sprzeczność z udowodnioną już
częścią twierdzenia.



Wniosek
Niech F będzie ciałem, niech f P F rxs i niech g „ NWDpf, f 1q.
Wówczas jeśli a P F jest pierwiastkiem wielokrotnym
wielomianu f , to a jest też pierwiastkiem wielomianu g.



Dowód.
Załóżmy, że gpxq „ NWDpfpxq, f 1pxqq. Wówczas istnieją
wielomiany u, v P F rxs takie, że

uf ` vf 1 “ g.

Wobec Twierdzenia 0.10 fpaq “ 0 oraz f 1paq “ 0, a zatem
gpaq “ 0.



Wniosek
Niech F będzie ciałem, niech f P F rxs. Wówczas każdy
pierwiastek f (w dowolnym ciele) jest jednokrotny wtedy i tylko
wtedy, gdy NWDpf, f 1q „ 1.



Dowód.
pðq : Przypuśćmy, że a P F jest pierwiastkiem wielokrotnym.
Wobec Twierdzenia 0.10 fpaq “ 0 oraz f 1paq “ 0, a zatem
x´ a|fpxq oraz x´ a|f 1pxq, co daje sprzeczność.
pñq : Przypuśćmy, że NWDpf, f 1q „ g ‰ 1. Wówczas deg g ą 0
oraz istnieje element a P F taki, że gpaq “ 0. Zatem fpaq “ 0
oraz f 1paq “ 0, więc a jest pierwiastkiem wielokrotnym f , co
znów daje sprzeczność.



Wniosek
Niech F będzie ciałem, niech f P F rxs, niech ponadto
charF “ 0. Wówczas jeżeli f jest nierozkładalny w F rxs, to ma
wyłącznie pierwiastki jednokrotne (w dowolnym ciele).



Dowód.
Niech fpxq “ anx

n ` an´1x
n´1 ` . . .` a1x` a0 P F rxs, gdzie

an ‰ 0. Wówczas
f 1pxq “ nanx

n´1 ` pn´ 1qan´1x
n´2 ` . . .` 2a2x` a1 ‰ 0.

Ponadto deg f 1 “ n´ 1, więc f - f 1. Ponieważ f jest
nierozkładalny, więc NWDpf, f 1q „ 1 i wobec udowodnionego
powyżej wniosku każdy pierwiastek f w dowolnym ciele jest
jednokrotny.


