Konstrukcja pierscienia
wielomianéw jednej zmiennej.



Definicja i uwaga:

Niech R bedzie dowolnym pierécieniem. Wielomianem
zmiennej x o wspotezynnikach w pierécieniu R bedziemy
nazywali wyrazenie o postaci

ap+a1r + ...+ az",

gdzie n € N oraz ag,...,a, € R.
Dwa wielomiany uwazamy za réwne wtedy i tylko wtedy, gdy
réznia sie tylko o skladniki postaci O - z;, gdzie ¢ € N.



Bedziemy moéwili, ze wielomian f = ag + a1z + ... + a,z" jest
stopnia n, gdy a, # 0. Umowa ta nie okresla stopnia
wielomianu 0, przyjmiemy wiec dodatkowo, ze stopniem
wielomianu 0 jest —oo0. Stopien wielomianu f bedziemy
oznaczaé przez deg(f).

Wielomiany stopnia 1 bedziemy nazywadé liniowymi, a
wielomiany stopnia 2 kwadratowymi.

Dla wielomianu f = ag + a1x + ... + apx™ wspdlczynnik a,,
nazywamy najstarszym (lub najwiekszym)
wspoélczynnikiem. Jezeli najstarszy wspotczynnik réwny jest 1,
to wielomian f nazywamy unormowanym.



W zbiorze wszystkich wielomianéw zmiennej x o
wspotczynnikach z pierscienia R definiujemy dodawanie + i
mnozenie -, ktadgc dla dowolnych wielomianéw
f=ay+aix+...+apx" oraz g = by + byx + ... + bpx™:

(ap +bo) + (a1 +b1)x + ... + (an + bp)x™ + bpyra™ L 4+ ... 4
f+g =1 (ap+bo) + (a1 + b1)x + ... + (an + by)z™, gdy m = n,
(ag +bo) + (a1 +b1)x + ... + (am + bp)T™ + b1 2™H + ..

f-g=co+crx+...+cppma™t™,

gdzie
i
ci = Y aibr,
k=0

dlai e {0,...,n + m}. Ponadto wyrézniamy wielomian 0 jako
element neutralny dodawania oraz wielomianl jako element
neutralny mnozenia.



Wéwczas zbidr wszystkich wielomianéw zmiennej x o
wspoélczynnikach z pierscienia R z tak okre$lonymi dziataniami i
wyrdznionymi elementami jest pierscieniem przemiennym z
jedynka. Pierscien ten bedziemy nazywali pierScieniem
wielomianéw zmiennej x o wspoétczynnikach z pierécienia R i
bedziemy oznaczali przez R[x].



Uwaga
Przy liczeniu stopni wielomianow przyjmujemy nastepujaca
umowe notacyjna:

» VneN(n > —oo,

» (—o0) + (—o0) = —00,

» VYn e N(—ow +n = —m0).



Uwaga:

Niech R bedzie dowolnym pierécieniem, (R[x], +, ) pierscieniem
wielomianéw zmiennej x o wspotczynnikach z pierécienia R.
Niech ponadto

f=aot+arz+...+apz™ € R[z] oraz g = bp+bix+...+byna™ € R[x].

Wéwczas:
L. deg(f + g) < max{deg(f),deg(g)};
2. jedli
deg(f) # deg(y),
to

deg(f + g) = max{deg(f),deg(9)};
3. deg(fg) < deg(f) + deg(g);



4. jedli

f#0Ag#0 A (ay jest regularny v by, jest regularny),

to
deg(fg) = deg(f) + deg(g);
5. jesli
f#0Ag#0A R jest pierScieniem catkowitym,
to

deg(fg) = deg(f) + deg(g)-



Dowdd:

1. Niech h = f +g = >4, ckx¥, przy czym ¢, = 0 dla prawie
wszystkich k£ € N. Ustalmy
k > max{n, m} = max{deg(f),deg(g)}. Wowczas:

c,=ap+b,=0+0=0.

Wobec tego deg(f + g) < max{deg(f),deg(g)}.
2. Oczywiste.

3. Niechh=f+g= Z/?:o cpx®, przy czym ¢, = 0 dla prawie
wszystkich k € N. Ustalmy k£ > n + m = deg(f) + deg(g).

Mamy
k
cr = Z ap_ib'.
i=0

Jezelii € {0,...,m},tok—ie{n+1,..., k}, wiec
ax—; = 0. Podobnie, jezeli i € {m + 1,...,k}, to b; = 0.
Zatem ¢, = 0, a wiec deg(fg) < deg(f) + deg(g).



4. Niech h = f+g¢g = ZZO:O cpx®, przy czym ¢, = 0 dla prawie
wszystkich k£ € N. Mamy

n+m

%
Cn+m = Z Antm—ib
1=0

= Apim b0+ Gpnim-1b1+ ...+ by +an—1 b1 +..0
—— —_—— ——

=0 =0 =0
= anbm

Poniewaz a,, lub b,, jest regularny, wiec ¢, # 0.
5. Wynika wprost z (4).



Whiosek

Niech R bedzie dowolnym pierscieniem, (R[x], +, )
pierscieniem wielomianow zmiennej x o wspotczynnikach z
pierscienia R. Niech ponadto

f=a+arx+ ...+ apz" € R[x].

Wowczas:
1. jesli a,, jest reqularny w R, to f jest regularny w R[x];

2. kazdy wielomian unormowany jest elementem reqularnym w
R[z];

3. jesli R jest calkowity, to R[x] jest calkowity.



Twierdzenie (o dzieleniu wielomianéw z reszta)

Niech R bedzie dowolnym pierscieniem, (R[x], +,-)
pierscieniem wielomiandw zmiennej T o wspélczynnikach z
pierscienia R. Niech ponadto

f =ao+aiz+...4anx" € R[x]| oraz g = bo+bi1x+...+bpz™ € R|z].

Wowczas istniejg liczba | € N U {0} oraz wielomiany q,r € R[x]
takie, zZe

an-g=q- f+r
oraz deg(r) < deg(f).



Dowdd:

Jezeli deg(g) = m < n = deg(f), to kladziemy [ = 0, ¢ = 0,
r=g.

Jezeli deg(g) = m =n =deg(f), tol =1, ¢ = by,

r = ang — by f. Istotnie, zauwazmy ze woéwczas

deg(r) < n = deg(f).



Jezeli deg(g) = m > n = deg(g), to dowdéd prowadzimy metoda
indukcji wzgledem deg(g) = m. Zalézmy, ze dla
m' e {n+1,...,m — 1} i dla wielomianéw postaci
g1="0b)+bx+ ... + b;n/xm/ € R[z]
istnieja liczba 5 € N U {0} oraz wielomiany ¢;,r € R[x] takie, ze
al gr=q-f+n

oraz deg(ry) < deg(f).



Potézmy
g1 = ang — by " f.

Woéwezas
deg(g1) e{n+1,...,m —1},

istnieja liczba l; € N U {0} oraz wielomiany q1,71 € R[z] takie, ze
aill cq1=q1- f+mr oraz deg(r1) < deg(f)
czyli
av - (ang — bpax™ " f) = q1 - f + 71 oraz deg(ry) < deg(f)
lub réwnowaznie
a%“g = (q1 + bpx™™ ™) - f + 1 oraz deg(r1) < deg(f).

Tym samym ktadac [ =1 + 1, ¢ = ¢1 + allb, 2™ " oraz r = ry
otrzymujemy teze.



Whiosek

Niech R bedzie dowolnym pierscieniem, (R[x], +, )
pierscieniem wielomiandw zmiennej T o wspotczynnikach z
pierscienia R. Niech ponadto

f =ap+arz+...+apz" € R[z] oraz g = bp+biz+. . .+bypz™ € R[z].
Wowczas:
1. jesli a,, = 1, to istniejg wielomiany q,r € R[z] takie, Ze
g=q-f+r

oraz deg(r) < deg(f);
2. jesli R jest cialem, to istniejg wielomiany q,r € R[x] takie,
zZe
g=q-f+r
oraz deg(r) < deg(f).



Dowaod.
1. Oczywiste.

2. Jezeli R jest cialem, to istnieje element a, ' € R, a wiec
taki, ze a; 'a, = 1. Wobec tego istnieja wielomiany
q1,7r1 € R[z] takie, ze

g=q-a,' f+nr

oraz deg(r1) < deg(a,'f) = deg(f). Zatem kladac
q=qa, Loraz r =m otrzymujemy teze



Twierdzenie (o jednoznacznosci dzielenia z reszta)
Niech R bedzie dowolnym pierscieniem, (R[z], +, ")
pierscieniem wielomiandow zmiennej x o wspélczynnikach z
pierscienia R. Niech ponadto

f =ao+aiz+...4anx" € R[x]| oraz g = bo+bi1x+...+bpz™ € R|x].

Jesli a,, jest regularny, to istnieje co najwyzej jedna para takich
wielomiandw q,r € R[x], Ze

g=q-f+r

oraz deg(r) < deg(f).



Dowdd.
Niech

g=q1 - f+r,deg(r) <degf,q,m € R[z],

g =qz- f+rydeg(ry) <degf q2,72 € Rlz].
Stad
0=(q1—gq)f+(r1—r2),
lub réwnowaznie
r2 =11 = (g1 — @) f.
Wobec Uwagi 77

deg(f) > max{deg(r1), deg(rz)}—deg(r2—r1) = deg((q1—¢2)f) = deg(q

Tym samym deg(q1 — q2) = —0, a wiec q1 — g2 = 0, skad tez
ro =171, L]



Whiosek

Niech R bedzie dowolnym pierscieniem, (R[z],+, ")
pierscieniem wielomiandéw zmiennej T o wspdlczynnikach z
pierscienia R. Niech ponadto

f =ao+aiz+...4anx" € R[x]| oraz g = by+bi1x+...+bpz™ € R|x].

1. Jezeli R jest calkowity, to istnieje co najwyzej jedna para
takich wielomiandw q,r € R[z], Ze

g=q-f+r

oraz deg(r) < deg(f).

2. Jezeli a, = 1, to istnieje doktadnie jedna para takich
wielomiandow q,r € R[z], Ze

g=q-f+r

oraz deg(r) < deg(f).



Definicja

Niech R bedzie dowolnym pierscieniem, (R[x], +, )
piercieniem wielomiandw zmiennej T o wspotczynnikach z
pierscienia R. Niech ponadto

[ =ap+aiz+...+ayz" € R[z] oraz g = bp+bix+...+bpa™ € R[x].

Jezeli istnieje doktadnie jedna para takich wielomiandow
q,r € R[x], Ze

g=q-f+r
oraz deg(r) < deg(f) to mowimy, ze w pierscieniu R|x]
wykonalne jest dzielenie z reszta wielomianu g przez f.

Wielomian q nazywamy wowczas niepelnym ilorazem, a
wielomian r reszta z dzielenia.



Wartosé wielomianu,

pierwiastki wielomianu,
funkcja wielomianowa.



Twierdzenie (wlasno$¢ uniwersalna pierscienia
wielomianéw)

Niech R bedzie dowolnym pierscieniem, (R[z],+,-) pierscieniem
wielomiandw zmiennej T o wspolczynnikach z pierscienia R.

1. Pierscien R ma nastepujgcq wlasnosc:
VP — pierdcieri Vr € P¥¢ : R — P — homomorfizm 3¢ : R[x] — I

2. Dla dowolnego rozszerzenia R < S oraz elementu s € S\R
takiego, ze S = R|[s], jezeli

VP — pierscien Vr € P¥¢ : R — P — homomorfizm 3 : S — P[y

to S = R[x] i izomorfizm o : R[x] — S jest jednoznacznie
wyznaczony przez warunki

a(z) = s oraz alg = idpg.



Dowdd:

(1) Ustalmy pierscien P, element r € P i homomorfizm
¢ : R — P. Zdefiniujmy odwzorowanie ¢ : R[x] — P wzorem

(8 (i akxk> = i dlar)r.
k=0 k=0

Bez trudu sprawdzamy, ze 1 jest homomorfizmem. Ponadto
Y(x) =r oraz Y(a) = ¢(a), dla a € R.



Pokazemy, ze ¢ jest wyznaczony jednoznacznie. Istotnie,
zal6zmy, ze ¢y : R[x] — P oraz v : R[x] — P sa dwoma
homomorfizmami spelniajacymi warunki

P1(x) =r APlpr=0¢

oraz

VYa(x) =71 Ath2lR = ¢
Woéwcezas dla Y p_ arz”® € R[x]:

U1 <Z ak$k> = D ti(ar) (W (x Z Y1 (ax)r
k=0



(2) Ustalmy pierscien S, R c S i niech s € S\R. Zalézmy, ze
VP — pierscien Vr € PY¢ : R — P — homomorfizm 3¢ : S — P[y(z) =

Wobec udowodnionej juz czesci twierdzenia istnieje doktadnie
jeden homomorfizm v : R[z] — S taki, ze

VY1(z) = s A1l = idg.

Wobec zalozenia istnieje doktadnie jeden homomorfizm
P9 1 S — R[x] taki, ze

P1(s) =z A1l = idpg.
Pokazemy, ze 12 0 11 = idp[,). Istotnie, dla 37;_ apr® e R[x):

g 0y (Z ak$k> (Z (ar) (1 (z ) = 19 (Z ak5k>
k=0 k=0 k=0
Z 2(ak) (s Z apz”.

Analogicznie pokazujemy, ze 11 o 1y = idg.



Definicja:
Niech R bedzie dowolnym pierscieniem, (R|[xz], +, ) pierScieniem
wielomianéw zmiennej x o wspoétczynnikach z pierécienia R.
1. Dla dowolnego pierscienia P i jego elementu r € P oraz

homomorfizmu ¢ : R — P, jedyne przedtuzenie
¥ : R[x] — P homomorfizmu ¢ takie, ze

Y(x) = oraz Ylp = ¢

nazwamy wartos$cig wielomianéw, a jego warto$¢ dla
wielomianu f € R[z], ¥(f), warto$cig wielomianu f w
punkcie r € R. Jezeli warto$¢ wielomianu f w punkcie

r € R jest réwna 0, to punkt r € R nazywamy miejscem
zerowym (lub pierwiastkiem) f. Najczesciej rozwazamy
przypadek, gdy R = P oraz ¢ = idp. Wowczas



2. Dla pierécienia R i jego elementu idr € R oraz
homomorfizmu ¢ : R — R danego wzorem

¢(a) = const.a, dla a € R,

obraz 1 (R[z]) poprzez jedyne przedtuzenie ¢ : R[x] — RF

homomorfizmu ¢ takie, ze

Y(x) = idg oraz Plr = ¢

nazwamy pierscieniem funkcji wielomianowych o
wspoélezynnikach z R, a jego elementy funkcjami
wielomianowymi.



Definicja i uwaga
Niech R, P bedg pierscieniami, a ¢ : P — R homomorfizmem
pierscieni. Wowczas istnieje doktadnie jeden homomorfizm

Y R[x] — Ply] taki, Ze
U(x) =y oraz Plr = ¢.

Ponadto jesli ¢ jest roznowartosciowy, to ¢ jest
roznowarto$ciowy, a jesli ¢ jest surjektywny, to v jest
surjektywny. Homomorfizm 1 nazywamy homomorfizmem
pierscieni wielomian6éw indukowanym przez
homomorfizm wspoétczynnikéw.



Dowdd:

Pokazemy, ze istnieje doktadnie jeden homomorfizm
Y : R[z] — Ply] taki, ze

Y(x) =y oraz Pl r = ¢

Istotnie, wobec Twierdzenia 0.3 wystarczy wziaé P = P|y] oraz
r=uy.



Zalézmy, ze ¢ jest roznowartosciowy. Pokazemy, ze 1 jest
réznowartosciowy. Istotnie, ustalmy f = >7'_, apz® € ker .

Wéwczas
0 = (i arT )
= D vl @@)t = Y dlany”,
k=0

a zatem ¢(ax) =0, k € {0,...,n}, czyli aj € ker ¢,
k€ {0,...,n}. Poniewaz ¢ jest r6znowartosciowy, wiec ay = 0,
ke {0,...,n}, a zatem f = 0.



Zatézmy, ze ¢ jest surjektywny. Pokazemy, ze 1 jest
surjektywny. Istotnie, ustalmy g = Y.j_, byy"* € P[x]. Poniewaz
¢ jest surjektywny, wiec by = ¢(ax), dla pewnego ay € R,

ke {0,...,n}. Wowczas

>
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Twierdzenie (Bézout!)

Niech R bedzie dowolnym pierscieniem, (R[z], +, ")
pierscieniem wielomiandow zmiennej x o wspélczynnikach z
pierscienia R. Niech ponadto f € R[x] oraz a € R. Wowczas a
jest pierwiastkiem wielomianu f wtedy i tylko wtedy, gdy x — a
dzieli f.

'E. Bézout (1730-1780) — matematyk francuski.



Dowdd.
(=): Zalézmy, ze f(a) = 0. Dzielac z reszta f przez x — a
otrzymujemy

f(z) = q(z)-(x—a)+r(z) gdzie q,r € R[x] oraz degr < deg(z—a) = 1.

Tym samym degr € {—0,0}, wiec  jest wielomianem stalym.
Ponadto

0= f(a) = q(a) - (a —a) +r(a),
skad r(a) = 0. Zatem = — a dzieli f.
(<): Zalézmy, ze f(z) = q(z) - (x — a), dla pewnego g € R[x].
Woéwczas

0=q(a)-(a—a)= f(a)



Whniosek

Niech R bedzie dowolnym pierscieniem, (R[x],+, )
pierscieniem wielomianow zmiennej x o wspolczynnikach z
pierscienia R. Niech ponadto f € R[x] oraz a € R. Wéwczas:

1. f(x) =q(x) - (x —a) + f(a), dla pewnego q € R[x];
2. (schemat Hornera) jezeli f =Y _, apx®, to

n—1
flz) = (Z bkxk> “(x —a) + (ap + aby),

gdzie

bp—1 = an oraz by = ag1 + abgyq dla ke {n—2,...,0}.



Dowdd:
(1) Poréwnaj dowdd twierdzenia Bézout.
(2) Wobec udowodnionej juz czesci twierdzenia:

n
Zakxkzq( (r —a) Zaka
k=0

Niech ¢ = 22;3 brpx®. Wowcezas:

Zn]akxk (me}) x—a) +Zaka
k=0

= box—i-blm +...+bn_1a:

— bpa—biza—...—by_12" ta+ Z aga®

<Z akak — boa> + (b() — bla)x + ...+ (bn_g — bn_la)x
k=0



Stad:

n k n k
ag = Dp_oaka” —boa = fla) = >,_yara” = ag+ aby
aq = by —bia = by = a1 +ab
an-1 = byp2—by1a = byp2 = ap_1+ab,
Gnp = bp = b1 = apn.



Definicja

Niech R bedzie dowolnym pierscieniem, (R[x],+,-) pierscieniem
wielomiandw zmiennej T o wspolczynnikach z piericienia R.
Niech ponadto f € R[x]| oraz a € R. Element a € R nazywamy
pierwiastkiem k-krotnym wielomianu f, gdy f jest podzielny
przez (x — a)*, ale nie jest podzielny przez (x — a)F+1.



Lemat

Niech R bedzie dowolnym pierscieniem, (R[x], +,-)
piercieniem wielomiandw zmiennej T o wspélczynnikach z
pierscienia R. Niech ponadto f € R[x] oraz a € R. Wéwczas a
jest pierwiastkiem k-krotnym wielomianu f wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieje wielomian q € R[z] taki, Ze f(x) = (x — a)* - q(z)
oraz q(a) # 0.



Dowdd:

(=): Zalézmy, ze istnieja wielomiany ¢, g2, r2 € R[z] takie, ze
f@) = q(z) - (x—a)
oraz
f(z) = () - (x — a)* ™ + ro(z) gdzie r2(a) # 0.
Przypusémy, ze q1(a) = 0. Wéwcezas, wobec twierdzenia Bézout:

¢ (x) = g3(x) - (x —a).

Zatem
f(@) = g3() - (& — a)**!

co jest sprzecznoécia wobec jednoznacznosci dzielenia z reszta.



(<): Zalézmy, ze istnieje wielomian g € R[z] taki, ze

f = (x—a)k-q(x) oraz g(a) # 0. Niech a bedzie pierwiastkiem
[-krotnym wielomianu f. Oczywiscie [ = k. Przypusémy, ze

l > k. Wowczas

f(@) = g(2) - (z — a)*!
dla pewnego g2 € R[xz]. Stad
@) (z—a)*' = (2 —a)* - q(2)

a zatem q(z) = g2(z) - (x — a), czyli wobec twierdzenia Bézout a
jest pierwiastkiem ¢, czyli ¢(a) = 0, co daje sprzecznosé.



Twierdzenie (o rozkladzie wielomianu na czynniki liniowe)
Niech R bedzie pierscieniem calkowitym, (R[x], +, ")
pierscieniem wielomiandw zmiennej T o wspétczynnikach z
pierscienia R. Niech ponadto 0 # f € R[z] oraz ay,...,am € R
bedq pierwiastkami wielomianu f o krotnosciach ki, ..., km,
odpowiednio. Wowczas istnieje wielomian q € R|x] taki, Ze

f(z) = (z—a)®-. . (z—am)*q(z) oraz q(a;) # 0,i€ {1,...,m}.



Dowdd:

Dowdd prowadzimy przez indukcje wzgledem m. Dla m = 1
teza wynika wprost z poprzedniego lematu. Dla m > 1 zalézmy,
ze jesli ay,...,am—1 € R sa pierwiastkami wielomianu f o
krotnosciach ki, ..., k,—1, odpowiednio, to istnieje wielomian
q1 € R[] taki, ze

f(@) = (z—a)* .. (x—am—1)"""-qu(z) oraz qi(a;) # 0,i€ {1,...,m
Bedziemy chcieli pokazaé, ze istnieje wielomian ¢ € R[z] taki, ze

f(x) = (x—a))™-. . -(z—am)*-q(z) oraz q(a;) # 0,i € {1,...,m}.



W tym celu pokazemy najpierw, ze a,, jest pierwiastkiem
wielomianu g;. Istotnie, poniewaz a,, jest pierwiastkiem
wielomianu f, wiec

0= f(am) = (am — al)kl oo (am — am_l)km—1 ~q1(am)

i skoro a,, —a; #0,i€{1,...,m — 1} i pierScien R jest
catkowity, to
q1(am) = 0.



Zatézmy, ze ap, jest pierwiastkiem g; o krotnosci [. Wobec
poprzedniego lematu istnieje wielomian ¢ € R[z] taki, ze

q1(x) = (z — am)'q(z) oraz q(am) # 0,
a zatem

f(@) = (z—a)® .. (z—am_1)" 1 (z—am)"-q(z) oraz q(a;) # 0,i € {1



Pozostaje pokazaé, ze [ = ky,. Istotnie, oznaczmy

@(x) = (z — al)kl R am,l)km*1 -q(z).
Wéweczas
f@) = (& — am)'qa(x)
i ponadto
@2 (am) = (am —a)™ - ... (@ — am—1)""" - qlam) # 0,

skoro a,, —a; #0,1€{1,...,m — 1}, q(ay,) # 0 i piercieh R
jest catkowity. Tym samym wobec poprzedniego lematu a,, jest
I-krotnym pierwiastkiem wielomianu f, a wiec | = ky,.



Whiosek

Niech R bedzie pierscieniem calkowitym, (R[x], +, ")
pierscieniem wielomiandw zmiennej T o wspotczynnikach z
pierscienia R. Niech ponadto 0 # f € R[x]. Wowczas:

1. jesli ay,...,am € R bedqg pierwiastkami wielomianu f o
krotnosciach ki, ..., ky, odpowiednio, to

m
Z < deg(f

2. jesli f jest wielomianem stopnia n, to f ma co najwyzej n
pierwiastkow;

3. jesli R jest nieskoriczony, to dla pewnego r € R, f(a) # 0;

4. jesli R jest nieskonczony, to jedyny homomorfizm
Y : R[x] — R definiujgcy pierscien funkcji
wielomianowych jest rézZnowartosciowy.



Dowdd:

(1) Wobec Uwagi ?? i Twierdzenia o rozkladzie wielomianu na
czynniki liniowe, poniewaz istnieje wielomian ¢ € R[] taki, ze

f(x) = (x—a))™-. . (z—am)*q(z) oraz q(a;) # 0,i € {1,...,m},

deg(f Z k; + deg(q i

i=1 =1

(2) Oczywiste.



(3) Wobec (2) wielomian f ma co najwyzej deg(f) pierwiastkéw,
za$ pierécien R jest nieskonczony, wiec dla pewnego a € R
f(a) #0.

(4) Niech ¢ : R[z] — RF bedzie jedynym przedtuzeniem
homomorfizmu ¢ : R — R danego wzorem

¢(a) = const.a, dla a € R,
takim, ze

Y(x) = idg oraz Y| g = ¢.
Ustalmy f = Yp_, axz” € ker . Woéwcezas

n

0=1(f) = d)(Z arz’) = Z const.ay, - (idg)*.
k=0

k=0

Poniewaz dla a € R:
f(a) = Z const.ag(a) - (idr(a))* = 0,
k=0

wiec f=0.



Wielokrotne pierwiastki

. wielomianéw. |
Roézniczkowanie wielomianow.



Definicja
Niech F bedzie cialem. Wielomian f € F|x] nazywamy

rozdzielczym, gdy w kazdym rozszerzeniu L ciata F ma on
wylgcznie pierwiastki jednokrotne.



Twierdzenie (o wzorach Viete'y?)

Niech R bedzie pierScieniem calkowitym, niech
f(x)=a" + ap_12" 1 + ...+ a17 + ao € R[x] bedzie
wielomianem unormowanym. Niech x1,...,x, € R bedg
wszystkimi (vwzgledniajgc krotnosci) pierwiastkami f w
pierscieniu R. Wowczas:

an—1 = —(:Jc1+...+:vn),
Ap—L = (—1)k Z Ty = e {L‘ik,
Ulyeensll
apg = (—1)"x1-... xp.

2F. Viete (1540-1603) — matematyk i prawnik francuski.



Dowod.
Dowdéd otrzymujemy poréwnujac wspotezynniki przy kolejnych
potegach z’a w réwnosci:

"t ap 2"t tag = (r—xp) (@ —x2) - (2 — ).

O



Definicja

Niech R bedzie piersScieniem, niech

f(x) = apxz™ + an_12" ' + ...+ a1z + ag € R[x] bedzie
wielomianem. Wielomian

n—2

f'(x) = naz™ ' + (n — Dap_12" 2 + ... + 2402 + a3 € R[x]

nazywamy pochodna wielomianu f. Wielomian

F® (@) = f1(f5D(2)), gdzie D (z) = f'(x), nazywamy k-ta
pochodna wielomianu f.



Definicja
Niech R bedzie pierscieniem, niech f1, fa, ..., fn € R[z].
Wielomian

fi fo fz . fa

f1 f3 fi

det . : : . .
n—1 n—1 n—1 n—1
J I R

3

nazywamy wronskianem® wielomiandw fi, fa, ..., fn € R[x].

3J. Hoene-Wronski (1776-1853) — matematyk, filozof, fizyk, prawnik i
ekonomista polski, autor prac z zakresu analizy zespolone;j.



Uwaga
Niech R bedzie pierscieniem, niech f,g € R|zx], niech a € R.
Wowczas:

- (f+g9)=f+d,
- (af) =af’,

- (f9) =fg+fd,
(Y =nfrty

S N



Twierdzenie (wzér Leibniza)

Niech R bedzie pierscieniem, niech f,g € R|x]. Wowczas

ko /. o
go - 3 (o0

1=0



Twierdzenie (wzér Maclaurina)
Niech R bedzie pierscieniem, niech f € R[x]. Wéwczas
£ 1"0) F0©) o,

f(x)=f(0)+Tx+—2! o+ ..+ .

gdzie n = deg f.



Twierdzenie (wzér Taylora)

Niech R bedzie pierscieniem, niech f € R[x], ce R. Wéwczas

/ " )
f(fU+C)=f(C)+fl(,c):c+J62<,c)x2+...+fn'(c>x”,

gdzie n = deg f.



Twierdzenie
Niech R bedzie pierscieniem, niech f € R[z], a € R. Wéwczas

a jest pierwiastkiem k-krotnym f wtedy i tylko wtedy, gdy
fla) = f'(a) = ... = F4V(a) = 0, f(a) % 0.



Dowéd:
(=) : Zalézmy, ze a jest k-krotnym pierwiastkiem f. Wobec
tego istnieje wielomian g € R[z] taki, ze

f(z) = (z — )t g(x) oraz g(a) # 0.
Tym samym
f'(@) = (& —a)* kg(z) + (z — a)g'(2)] = (z — )" "h(x),
gdzie h(a) # 0. Jezeli k — 1 > 0, to
(@) = (2 — a)"*hy (2),

gdzie hj(a) # 0. Postepujac indukcyjnie po k — 1 krokach

otrzymujemy
fE V(@) = (2 —a)hy—o(z) oraz hy_s(z) # 0,
fP@) = hya(2) + (z = a)h_s(2),
a wice f®)(a) # 0 oraz f(a) = f'(a) = ... = f*V(a) =0,

f) (a) # 0.



(<) : Zaléamy, ze f(a) = f'(a) = ... = f*D(a) =0,
f®)(a) # 0. Niech [ bedzie krotnoécia pierwiastka a. Gdyby
Il <k lubl > k, to otrzymujemy sprzecznos¢ z udowodniong juz

czescig twierdzenia.



Whiosek

Niech F bedzie cialem, niech f € F|x] i niech g ~ NWD(f, f').
Wowczas jesli a € F jest pierwiastkiem wielokrotnym
wielomianu f, to a jest tez pierwiastkiem wielomianu g.



Dowdd.
Zalézmy, ze g(x) ~ NWD(f(z), f'(x)). Wéwczas istnieja
wielomiany u,v € F[xz] takie, ze

uf +vf =g.

Wobec Twierdzenia 0.10 f(a) = 0 oraz f'(a) = 0, a zatem
g(a) =0.



Whiosek
Niech F bedzie cialem, niech f € F|x]. Wowczas kazdy

pierwiastek f (w dowolnym ciele) jest jednokrotny wtedy i tylko
wtedy, gdy NWD(f, f') ~ 1.



Dowod.

(<) : Przypusémy, ze a € F jest pierwiastkiem wielokrotnym.
Wobec Twierdzenia 0.10 f(a) = 0 oraz f'(a) = 0, a zatem

x — alf(x) oraz x — a|f'(x), co daje sprzecznosé.

(=) : Przypusémy, ze NWD(f, f') ~ g # 1. Wéwczas degg > 0
oraz istnieje element a € F' taki, ze g(a) = 0. Zatem f(a) =0
oraz f'(a) = 0, wiec a jest pierwiastkiem wielokrotnym f, co
znow daje sprzecznosé. O



Whiosek

Niech F bedzie cialem, niech f € F|x], niech ponadto

charF' = 0. Wowczas jezeli f jest nierozkladalny w F|z], to ma
wylacznie pierwiastki jednokrotne (w dowolnym ciele).



Dowod.

Niech f(x) = apz™ + ap_12" 1 + ... + a12 + ag € F[z], gdzie
an # 0. Wowczas

() = napz™ ' + (n — Dap_12" 2 + ... + 2a9x + a3 # 0.
Ponadto deg f' = n — 1, wiec f 1 f’. Poniewaz f jest
nierozkladalny, wiec NW D(f, f') ~ 1 i wobec udowodnionego
powyzej wniosku kazdy pierwiastek f w dowolnym ciele jest
jednokrotny.

O



