Homomorfizmy pierscieni,
idealy pierscieni.



Definicja:

Niech P, R beda pierscieniami.
1. Odwzorowanie ¢ : P — R nazywamy homomorfizmem,
jesli
» ¢(1p) = 1g,
» Va,be Plg(a+b) = f(a) + f(b)],
» Va,be Plg(a-b) = f(a)- f(b)].
Zbior wszystkich homomorfizméw piersScienia P w pierscien
R oznaczamy Hom(P, R).



t

Homomorfizm ¢ : P — R nazywamy monomorfizmem,
jesli jest réznowartosciowy.

Homomorfizm ¢ : P — R nazywamy epimorfizmem, jesli
jest surjektywny.

Homomorfizm ¢ : P — R nazywamy izomorfizmem, jesli
jest bijekcja.

Homomorfizm ¢ : P — R nazywamy monomorfizmem
kategoryjnym, jesli dla kazdego pierscienia S i dla
kazdych homomorfizméw 1,19 : S — P

jesli ¢ ohy = @ ohy, to by = 1hy;
Homomorfizm ¢ : P — R nazywamy epimorfizmem
kategoryjnym, jesli dla kazdego pierscienia S i dla
kazdych homomorfizméw 1,1 : R — S

jesli o ¢ =100, toh = th.
Homomorfizm ¢ : P — P nazywamy endomorfizmem.
Zbior wszystkich endomorfizméw oznaczamy End(P).
Izomorfizm ¢ : P — P nazywamy automorfizmem. Zbior
wszystkich automorfizméw oznaczamy Aut(P).



Uwaga
Niech P, R bedq pierscieniami, niech ¢ : P — R bedzie
homomorfizmem. Wowczas:
1. ¢(0p) = Og;
¢(—a) = —¢(a), dla a € P;
#(a*) = (¢(a))* oraz ¢(ka) = k¢(a), dlaae P, ke Nu{0};
. ¢ : P — R jest homomorfizmem grup addytywnych (P, +p)
it R, +R.

w1



Twierdzenie
Niech P, R bedg pierScieniami, niech ¢ : P — R bedzie
homomorfizmem. Wowczas:
1. im¢ < R;
2. ¢ jest monomorfizmem wtedy i tylko witedy, gdy
ker ¢ = {Op};
3. ¢ jest epimorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy im ¢ = R;
4. ¢ jest izomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
homomorfizm ¢ : R — P taki, Ze

¢o =idg oraz o ¢ = idp;

t

¢ jest monomorfizmem wtedy i tylko wiedy, gdy jest
monomorfizmem kategoryjnym;

6. ¢ jest epimorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy jest
epimorfizmem kategoryjnym.



Przyktady:

—_

. ¢: P— P, ¢(x) = x jest homomorfizmem;

. ¢: PX - P, ¢(f) = f(x0) jest homomorfizmem, gdzie
X # (J oraz zg € X jest ustalonym elementem;

\V)

3. ¢: 72 — Ly, ¢(x) = reszta z dzielenia x przez n jest
homomorfizmem;

IS

. ¢:7Z— P, p(x) = x - 1p jest homomorfizmem.



Twierdzenie
Niech P, R bedqg pierscieniami, Py < P, R1 < R, niech
qﬁ :P—>R bgdzie homomorfizmem. Wéwczas:

L ¢(P1) <

2. ¢ 1R ) < R



Definicja
Niech (R, +,-) bedzie pierscieniem, niech I — R. Zbior I
nazywamy idealem pierscienia R, jezeli:

» Va,be I(a—bel);

» Vae IVx e R(za€e ).

Oznaczamy I < R.



Uwaga
Niech (R, +,-) bedzie pierscieniem, niech I < R. Wéwczas I
jest podgrupg normalng grupy (R, +).



Przyktady:

5. Rozwazmy pierécien (R, +,-). Wéwczas R < R i nazywamy
go idealem niewlasciwym.

6. Rozwazmy pierscien (R, +,-). Wowczas {0} < R i
nazywamy go idealem zerowym. Idealy niewtasciwy i
zerowy nazywamy idealami trywialnymi.

7. Rozwazmy pierscien Z. Wowczas 3Z < Z.

8. Rozwazmy pierscien RR. Wéwczas
I={feRF:f(1)=0}<RE



Twierdzenie
Niech P, R bedg pierScieniami, niech ¢ : P — R bedzie
homomorfizmem. Wowczas:
1. ker¢p < P,
2. jesli J< R, to ¢~ (J) < P oraz kerp = ¢~ 1(J),
3. jesli I < P i ¢ jest epimorfizmem, to ¢(I) < P.



Dowdd:

1. Ustalmy a, b € ker ¢, x € P. Wowczas
¢(a—0b) = ¢(a) —p(b) =0—0=0,
a zatem a — b € ker ¢. Ponadto:

p(za) = p(x)p(a) = ¢(x) -0 =0,

a zatem xa € ker ¢.



2. Ustalmy a,be ¢~ 1(J), x € P. Wéwezas
¢la—1b) = ¢(a) — p(b) € J,
a zatem a — b € ¢~ (.J). Ponadto:
p(za) = ¢(x)¢(a) € J,
a zatem za € ¢~ (J). Ustalmy ponadto c € ker ¢. Woéwczas:
¢(c) =0¢€ J,

a zatem c € ¢~ (J).

3. analogicznie. o



Twierdzenie
Niech (R, +,-) bedzie pierscieniem, niech I < R. Nastepujgce
warunki sg rownowazne:

1. I =R;

2. InU(R) #J;

3. 1el.



Dowdd.
(1) = (2): oczywiste. (2) = (3): ustalmy a € I n U(R). Niech
b € R bedzie taki, ze ab=1. Skoro ae I, be R, wiec 1 =abe I.

(3) = (1): Ustalmy a € R. Skoro 1 € I, a € R, to
a=1-a€l. O



Twierdzenie
Niech (R, +,-) bedzie pierscieniem. Wowczas:

R jest cialem wtedy i tylko wtedy, gdy R ma dokladnie dwa
idealy, {0} i R.



Dowadd.

(=): zalézmy, ze R jest cialem. Ustalmy I < R i niech I # {0}.
Pokazemy, ze I n U(R) # . Istotnie, skoro R jest cialem, to
U(R) = R\{0}. Poniewaz I # {0}, wiec dla a € I\{0} zachodzi
a€ U(R).

Wobec poprzedniego twierdzenia I = R.

(«): zalézmy, ze {0} i R sa jedynymi idealami pierScienia R.
Ustalmy a € R\{0}.

Pokazemy, ze a € U(R). Niech I, = {za : a € R}. Zauwazmy, ze
1, < R: istotnie, ustalmy xi1a,x20a € I, y € R. Wéwczas

10 — xoa = (x1 — x2)a € I,
oraz
r1ay = (x1y)a € I,.

Ponadto zauwazmy, ze a = 1-a € I, oraz a # 0. Tym samym
I, # {0}. Zatem I, = R, w szczegdlnosci istnieje b € R\{0} taki,
ze ba = 1. Ol



Twierdzenie (lemat o odpowiedniosci miedzy ideatami)

Niech P, R bedqg pierscieniami, w : P — R homomorfizmem
surjektywnym i niech N = ker . Oznaczmy

I={I:I<PorazNcI},J={J:J<R}.
Wowczas odwzorowania
¢:T—J,6(I) = n(I),
T —>Iy(J)) =7 1K)

sq wzajemnie odwrotne.



Idealy generowane przez zbiory.



Twierdzenie
Niech J = {J; : i € I} bedzie rodzing idealow pierscienia R;
1. Nies Ji jest idealem pierscienia R,

2. U;ep Ji jest idealem pierscienia R, o ile J jest laricuchem.



Definicja

Niech (R, +,-) bedzie pierscieniem oraz A € R pewnym zbiorem.
Nagmniejszy w sensie inkluzji ideal pierscienia R zawierajgcy
2bior A (tj. przekréj wszystkich idealéw pierscienia R
zawierajgcych A) nazywamy idealem generowanym przez A
i oznaczamy (A).



Uwaga

Niech (R, +,-) bedzie pierscieniem oraz P < R. Wowczas:
L. ({0}) = {0},
2. (1) =R.



Definicja

Niech (R, +,-) bedzie pierscieniem, niech I < R. Kazdy zbior A
o tej wlasnosci, zZe (A) = I nazywamy zbiorem generatoréw
ideatu I. Jesli A = {a,...,an} to oznaczamy

(at,...,an) = (A).

Mowimy, Ze ideal jest skonczenie generowany, gdy istniejg
elementy a1, ...,a, € R takie, Ze

I=(ay,...,an).

Mowimy, Ze ideal jest gtdwny, gdy istnieje element a € R taki,
ze

I = (a).
Mowimy, Ze pierscienn R jest pierScieniem idealéw
gtéwnych (PID, principal ideal domain), gdy kazdy jego ideal
jest ideatem glownym.



Twierdzenie (o postaci elementéw ideatu generowanego
przez zbibr)

Niech (R, +,-) bedzie pierscieniem oraz A < R pewnym zbiorem.
Wowczas

(A) ={a1b1 + ... + apby, : n e N,a; € A b; € R}.



Whniosek

Niech (R, +,-) bedzie pierscieniem oraz a € R. Wowczas:

1. Niech (R, +,-) bedzie pierscieniem oraz a € R. Wowczas:
(a) = {ab:be R}.

2. Niech (R, +,-) bedzie piercieniem oraz aq,...,a, € R.
Wowczas:

(a1,...,an) = {a1bi + ...+ apby : b; € R}.



Przyktady:

1. Rozwazmy pierscien Z. Wéwczas:
(5) ={kb:keZ} =57

oraz

(4,6) = {kd +16 : k,l € Z}.

2. Rozwazmy pierscien R[z]. Wowczas:

() ={f-z: feR[z]} = {g € R[z] : z|g}.



Definicja
Niech (R, +,-) bedzie pierscieniem, niech I,J < R.
1. Ideal (I U J) nazywamy suma ideatéw I i J i oznaczamy
I+J.
2. Ideal ({i-j:1€1I,je J}) nazywamy iloczynem idealéw
IiJ voznaczamy I - J.



Twierdzenie (o postaci elementow sumy i iloczynu ideatéw)
Niech (R, +,-) bedzie pierscieniem, niech I,J < R.
I.I+J={i+j:iel,jeJ};
2. 1-J={a1by +...+apb, :neNa; €l b e J}



Twierdzenie
Pierscien 7 jest piercieniem idealow giownych.



Dowdd.

Ustalmy I < Z. Jesli I = {0}, to I = (0) jest idealem gléwnym.
Jesli I # {0}, to istnieje a € I, a # 0. Oczywiscie

{—a,a} "N # &, zdefiniujmy wiec

c=min{a e N:ae€ I}
Pokazemy, ze I = (c). Inkluzja (D) jest oczywista, zas dla
dowodu inkluzji (<) ustalmy b € I. Dzielac z reszta b przez ¢
otrzymujemy

b = gc+ r dla pewnych ¢,r e NuU {0},0 <r < ¢

Zatem r = b —qc. Skorobe I, ce I, g€ Z, wiec r € I. Ponadto
r < ¢, wiec z wyboru ¢ wynika, ze r = 0. Zatem b = qc € (¢). [



Twierdzenie
Niech F bedzie cialem. Pierscieri F|x| jest pierscieniem idealéw
glownych.



Dowad.

Ustalmy I < F[x]. Jesli I = {0}, to I = (0) jest idealem
gléwnym. Jesli I # {0}, to istnieje f € I, f # 0. Zdefiniujmy
wiec

h = wielomian z I mozliwie najmniejszego stopnia.
Pokazemy, ze I = (h). Inkluzja (D) jest oczywista, zas dla
dowodu inkluzji (<) ustalmy g € I. Dzielac z reszta g przez h
otrzymujemy

g = qh + r dla pewnych ¢,r € F[z],0 < degr < degh.

Zatem r = g — gh. Skoro g€ I, he I, g€ F[z], wiec r € I.
Ponadto degr < degh, wiec z wyboru h wynika, ze r = 0.
Zatem g = qh € (h).

O



Pierscien ilorazowy,
twierdzenie o homomorfizmie.



Definicja i uwaga

Niech R bedzie piericieniem, niech I < R. Oznaczmy
a+I={a+i:iel},
R/I ={a+1:a€ R}
i w zbiorze R/I okreslmy dzialania dodowania i mnozenia:
(a+I)+(b+1I)=(a+b)+1,

(a+I)-(b+1)=(a-b)+1.

Wéwczas R/I jest pierscieniem, nazywamy go pierScieniem
ilorazowym R wzgledem I.



Przyktady:

1. Rozwazmy pierscien Z oraz (3) < Z. Wéwczas:
Z/)(3) ={0+(3),1+(3),2+ (3)}-
2. Rozwazmy pierscien R[z] oraz (22) < R[x]. Wéwczas:

R[z]/(x?) = {ao + a1z + (2?) : ap, a1 € R}.



Definicja i uwaga
Niech R bedzie piercieniem, niech I < R. Wowczas
odwzorowanie K : R — R/I dane wzorem rk(a) = a + I jest

homomorfizmem surjektywnym oraz ker k = I. Nazywamy go
epimorfizmem kanonicznym.



Whniosek
Niech R bedzie pierscieniem, niech I < R. Wowczas I << R
wtedy 1 tylko wtedy, gdy I jest jadrem pewnego homomorfizmu.



Twierdzenie (o homomorfizmie)
Niech P, R1, Ry bedg pierscieniami, ¢1: P — Ry
homomorfizmem surjektywnym, ¢o : P — Ro homomorfizmem.

1. Jesli istnieje homomorfizm v : R — Ro taki, Ze
Yo g1 = g2, o ker ¢y < ker ¢.

2. Jesli ker ¢1 < ker ¢o, to istnieje dokladnie jeden
homomorfizm ¥ : R — Ra taki, Ze 1) o ¢1 = ¢a. Ponadto
wowezas im Y = im ¢g oraz ker ) = ¢1(ker ¢2).

Inaczej: diagram

P
1 b2
Hnaﬁ
Ri------~FR

jest przemienny.



Whiosek
Niech P, R1, Ry bedqg pierscieniami, ¢1 : P — Ry
homomorfizmem surjektywnym, ¢o : P — Ro homomorfizmem.
Niech ponadto ker ¢1 < ker ¢po. Wowczas istnieje dokladnie
jeden homomorfizm ¢ : R — Ro taki, zZe 1) o ¢1 = ¢o oraz:

1. jesli ¢o jest surjektywny, to 1 jest surjektywny;

2. jesli ker ¢p1 = ker ¢2, to Y jest réznowartosciowy;

3. jesli ¢o jest surjektywny i ker ¢ = ker ¢, to Y jest

izomorfizmem.



Whiosek (twierdzenie o homomorfizmie dla pierscieni
ilorazowych)
Niech P, R bedg pierscieniami, niech I < P, niech ¢ : P — R
bedzie homomorfizmem.
1. Jesli istnieje homomorfizm v : P/I — R taki, e Y ok = ¢
(gdzie Kk : P — P/I oznacza epimorfizm kanoniczny), to
I c ker ¢.
2. Jesli I c ker ¢, to istnieje dokladnie jeden homomorfizm
Y : P/I — R taki, Ze ¢ o k = ¢. Ponadto wowczas
imvy = im ¢ oraz ker ) = r(ker ¢).
Inaczej: diagram

jest przemienny.



Whiosek
Niech P, R bedqg pierscieniami, niech I < P, niech ¢ : P — R
bedzie homomorfizmem. Niech ponadto I < ker ¢. Wowczas
istnieje dokladnie jeden homomorfizm 1 : P/I — R taki, zZe
Yok =¢ (gdzie k: P — P/I oznacza epimorfizm kanoniczny)
oraz

1. jesli ¢ jest surjektywny, to ¢ jest surjektywny;

2. jesli I = ker ¢, to ¢ jest roznowartosciowy;

3. jesli ¢ jest surjektywny i I = ker ¢, to ¢ jest izomorfizmem.



Twierdzenie (twierdzenie o izomorfizmie)
Niech P, R bedg pierScieniami, niech ¢ : P — R bedzie
homomorfizmem. Wowczas

im ¢ =~ P/ker ¢.



Przyktady:

3. Rozwazmy pierécien R oraz odwzorowanie ¢ : R — R dane
wzorem ¢(x) = . Wowczas im ¢ = R, ker ¢ = {0}, a zatem
R/{0} = R.

4. Rozwazmy pierécienie Z i Z,, oraz odwzorowanie
¢ : 7 — Z, dane wzorem
¢(x) = reszta z dzielenia x przez n. Wéwczas im ¢ = Zy,
ker ¢ = nZ, a zatem Z/nZ = L.

5. Rozwazmy pierscienie R[z] i R oraz odwzorowanie
¢ : R[x] — R dane wzorem ¢(f) = f(a), gdzie a € R jest
ustalone. Wéwczas im ¢ = R, ker ¢ = (x — a), a zatem
R[z]/(x —a) = R.

6. Rozwazmy pierécienie R[x] i C oraz odwzorowanie
¢ : R[z] — C dane wzorem ¢(f) = f(i). Wéwczas im ¢ = C,
ker ¢ = (22 + 1), a zatem R[z]/(z% + 1) = C.



Idealy pierwsze
i maksymalne.



Definicja
Niech R bedzie piericieniem, niech I < R. Ideal I nazywamy
idealem pierwszym, jesli jest wlasciwy oraz

Va,be Rlabe [ = (ae I vbel)].



Przyktady:

1. Rozwazmy pierscien Z oraz {0} <« Z. Wéwczas {0} jest
ideatem pierwszym.

2. Rozwazmy pierscien R® oraz I = {f e R : f(2) = 0} < RE,
Wéwczas I jest idealem pierwszym.



Twierdzenie
Niech R bedzie pierscieniem, niech I < R. Wowczas

R/T jest pierscieniem calkowitym wtedy i tylko wtedy, gdy I jest
PLETWSZY.



Dowod.

(«): zalézmy, ze I jest idealem pierwszym. Ustalmy
a+1,b+ 1€ R/Iizalézmy, ze (a+ I)(b+ I) =0+ I. Woéwczas
abel,azatemaellubbel, czylia+1=0+11lub
b+I1=0+1.

(=): zalézmy, ze R/I jest pierscieniem calkowitym. Ustalmy
a,be R izalézmy, ze abe I. Woéwcezas ab+ I = 0+ I, a zatem
(a+I)(b+I)=0+1.Skoroa+I=0+1lubb+1=0+1,
wieca € I lub be I. O



Whiosek

Niech P, R bedg pierscieniami, niech J < R bedzie pierwszy,
niech ¢ : P — R bedzie homomorfizmem. Wéwczas ¢~ 1(.J) jest
ideatem pierwszym.



Dowdd.
Zdefiniujmy odwzorowanie ¢ : P — R/J wzorem 1) = K o ¢,
gdzie K jest epimorfizmem kanonicznym. Zauwazmy, ze

ker v = ¢~1(J): istotnie, zachodzi

ackery < Yla)=J< k(da)=J
& Ga)+T =T da)ed
e ae¢ Y(J).

Wobec twierdzenia o izomorfizmie:

P/~ () = im .

Ponadto im ¢ < R/J i jako podpiericien pierscienia catkowitego
jest catkowity. Zatem P/¢~1(J) jest catkowity, a tym samym
¢~1(J) jest pierwszy. O



Whniosek

Niech R bedzie piericieniem. Wiowczas:

R jest pierscieniem calkowitym wtedy i tylko wtedy, gdy {0} jest
ideatem pierwszym.



Dowdd.

Wobec twierdzenia o izomorfizmie R/{0} =~ R, a zatem R jest
catkowity wtedy i tylko wtedy, gdy R/{0} jest calkowity, wtedy
i tylko wtedy, gdy {0} jest pierwszy. O



Przyktady:

3. Rozwazmy pierécien Z oraz (n) < Z. Wéwczas (n) jest
idealem pierwszym wtedy i tylko wtedy, gdy n jest liczba
pierwsza.

4. Rozwazmy pierscien Z[x] oraz (z) < Z[x]. Wowezas (x)
jest idealem pierwszym.



Definicja
Niech R bedzie piericieniem, niech I < R. Ideal I nazywamy
idealem maksymalnym, jesli jest wiasciwy oraz

VI<R[IcJ=(I=JvJ=R).



Twierdzenie
Niech R bedzie pierscieniem, niech I < R. Wowczas

R/I jest cialem wtedy i tylko wtedy, gdy I jest maksymalny.



Dowaod.
Epimorfizm kanoniczny x : R — R/I jest surjekcja oraz
ker k = I. Wobec lematu o odpowiedniosci miedzy ideatami

rodziny
I={J:J<RorazIc J}

oraz
J ={K: K< R/I}

sa rownoliczne. Wobec tego R/I jest cialem wtedy i tylko
wtedy, gdy | 7| = 2 wtedy i tylko wtedy, gdy |Z| = 2 wtedy i
tylko wtedy, gdy I jest idealem maksymalnym. O



Whiosek

Niech P, R bedq pierscieniami, niech J <1 R bedzie maksymalny,
niech ¢ : P — R bedzie epimorfizmem. Wéwczas ¢~ (J) jest
ideatem maksymalnym.



Whniosek

Niech R bedzie piericieniem. Wiowczas:

R jest cialem wtedy i tylko wtedy, gdy {0} jest idealem
maksymalnym.



Whniosek

Niech R bedzie pierscieniem, niech I < R. Wowczas

jesli I jest ideatem maksymalnym, to I jest idealem pierwszym.



Dowdd.
Jesli T jest idealem maksymalny, to R/I jest cialem, a wiec
pierscieniem catkowitym, skad I musi by¢ pierwszy. O



Whniosek

Niech R bedzie piericieniem ideatow glownych, niech
{0} # I < R. Wéwczas

jesli I jest ideatem pierwszym, to I jest ideatem maksymalnym.



Dowaod.

Ustalmy ideal pierwszy {0} # I < R. Poniewaz R jest
pierscieniem idealéw gléwnych, wiec I = (a), dla pewnego
a € R\{0}, a poniewaz I jest pierwszy, wiec:

Vb,ce R[bce (a) = (be (a) v ce (a))].

Ustalmy ideal J <« R i niech I < J. Poniewaz R jest
pierscieniem idealéw gléwnych, wiec J = (b), dla pewnego

be R\{0}. Poniewaz I c J, czyli (a) < (b), wiec a € (b), czyli
a = be, dla pewnego ¢ € R\{0}. Poniewaz R jest pierwszy, wiec
be (a) lub ce (a). Jesli b€ (a), to (b) < (a), wiec I = J. Jezeli
c€ (a), to ¢ = ad, dla pewnego d € R\{0}. Zatem:

a = bad,

skad bd = 1, a wiec b jest odwracalny i tym samym J = R. [J



Przyktady:

5. Rozwazmy pierécien R[z] oraz (z — 1) < R[x]. Wéwczas
(x — 1) jest ideatem maksymalnym.

6. Rozwazmy pierscien R[z] oraz (22 + 1) < R[z]. Wéwczas
(22 + 1) jest ideatem maksymalnym.

7. Rozwazmy pierscien R[x] oraz (22 — 1) < R[x]. Wéwczas
(2 — 1) nie jest ideatem maksymalnym, nie jest tez
idealem pierwszym.



Uwaga

Niech n > 1. Nastepujgce warunki sq rownowazne:

—_

(n) jest idealem pierwszym w Z;

o

(n) jest idealem maksymalnym w Z;
3. Z, jest pierscieniem catkowitym;
4. Z,, jest cialem;

5. n jest liczbg pierwszq.



Twierdzenie
Niech R bedzie pierscieniem, niech I < R. Wowczas

jesli I jest wlasciwy, to jest zawarty w pewnym ideale
maksymalnym.



Dowaod.
Ustalmy ideatl R # I < R i zdefiniujmy rodzine:

R={J<R:J#Roraz I c J}.

Poniewaz I € R, wiec R # . Oczywiscie (R, <) jest zbiorem
czesciowo uporzadkowanym.

Ustalmy tancuch J < R. Pokazemy, ze J ma ograniczenie
gérne. Istotnie, zdefiniujmy

K=|J{J:JeJ}

Wobec Twierdzenia 0.7 K <« R. Oczywiscie I ¢ K. Zauwazmy
tez, ze K # R, albowiem dla wszelkich J € J zachodzi 1 ¢ J, a
zatem 1 ¢ K i tym samym K jest wlasciwy. Pokazaliémy wobec
tego, ze K € J i, oczywiscie, J ¢ K, dla J € J.

Wobec lematu Kuratowskiego-Zorna w rodzinie R istnieje
element maksymalny, ktory jest poszukiwanym idealem
maksymalnym. O



Whiosek
Niech R bedzie piericieniem. Wiéwczas:
1. w R istnieje pewien ideal maksymalny;

2. w R istnieje pewien ideal pierwszy.



Definicja
Niech R bedzie pierscieniem. Wowczas:

1. zbior wszystkich idealow pierwszych pierscienia R
nazywamy spektrum pierwszym pierscienia R i
oznaczamy Spec(R);

2. zbior wszystkich ideatow maksymalnych pierscienia R

nazywamy spektrum maksymalnym pierscienia R 1
oznaczamy Specm(R).



