Grupy rozwigzalne.



Definicja

Niech (G, -) bedzie grupg. Wowczas cigg podgrup grupy G
zdefiniowany indukcyjnie wzorami

» GO =@,
» GO = [GU-D G-, dlaieN

nazywamy goérnym ciaggiem centralnym grupy G, a jego
elementy hipercentralamij;



Uwaga
Niech (G,-) bedzie grupg, (G )ien jej gornym ciggiem
centralnym. Wowczas

1. GitY <« GO, GO < G, dlai e N;

2. GO /GU+Y) sq abelowe dla i€ N.



Dowdd:

(1) Pokazemy, ze jesli My < G oraz My <1 G, to [My, Ms] < G i
[Mi, Ms] € My n M.

Ustalmy w tym celu M7 < G i My < G.

Pierwsza teza wynika z udowodnionego wczeéniej twierdzenia.

Dla dowodu drugiej tezy ustalmy
[a1,01]% ... [an, by]*" € [My, Ms], gdzie a; € My, b; € My, dla
ie{l,...,n}.

Wéwecezas:

[CLl, bl]kl c [an, bn]k"

-1 -1 \k -1 -1 \kn
= (abiay” by )" ... (anbpa,” b, )™ e M.
—_— —_—
eMo eMo eMs eMs

Podobnie [ay,b1]% ... [an, bu]*" € M.



Pokazemy, ze G < G, dla i € N.
Dla ¢ = 0 jest to oczywiste, zalézmy wiec, ze G < G.
Wobec tego

G = [¢W, ¢ < G,

co dowodzi tezy na mocy indukcji wzgledem i € N.



Pokazemy, ze Gt < GO dla i € N.
Ustalmy ¢ € N.

Poniewaz G < G, mamy

G = (6D, gD c G A GW) = g,



(2) Pokazemy, ze G /GU+1) sy abelowe, dla i € N.
Ustalmy 7 € N.

Poniewaz GUt) < G, wiee GUHD) < GO,

Ponadto [G®), G?)] < GU+D | wiec wobec udowodnionego
weze$niej wniosku G /G(”l) jest abelowa.



Definicja

Niech (G, -) bedzie grupg. Wowczas jezeli (GW)en jest jej
gérnym ciggiem centralnym oraz G = {1} dla pewnego i € N,
to G nazywamy grupa rozwiazalna, a najmniejszq liczbe
ieN, dla ktérej G = {1} stopniem rozwigzalnosci.



Przyktady:

1. Rozwazmy grupe D(3). Ciag
D(3) > {1, O120, O240} > {1}

jest gérnym ciagiem centralnym i tym samym D(3) jest
rozwiazalna.



Definicja
Niech (G,-) bedzie grupg. Woéwczas skoriczony cigg podgrup
grupy G, (G = Go,Gq,...,Gy = {1}), taki, ze
» Git1 < Gy, dlaie{0,...,n—1},
nazywamy ciggiem podnormalnym (lub subnormalnym)
grupy G. Liczbe n nazywamy dtugoscia ciggu, a grupy
Gz’/Gz’-i-la dla i € {0, NN 1}

faktorami ciggu.



Twierdzenie
Niech (G, -) bedzie grupg skonczong. Nastepujgoce warunki sq
rownowazne:
1. G jest rozwigzalna,
2. istnieje cigg (G = Go, G1,...,Gp = {1}) podnormalny o
faktorach abelowych,
3. istnieje cigg (G = Go, G, ...,Gp = {1}) podnormalny o
faktorach cyklicznych.



Dowdd:

(1) = (2): oczywiste wobec wczesniejszych uwag i przykladéw.



(2) = (3): Pokazemy, ze skonczona grupa abelowa ma ciag
podnormalny o faktorach cyklicznych.

Jest to oczywiste, gdy |G| = 1, za$§ w przypadku |G| = m
zalézmy, ze dla grup rzedu |G| < m twierdzenie jest prawdziwe.

Pokazemy, ze w G istnieje ciag podnormalny o faktorach
cyklicznych.

Ustalmy a € G\{1}.

Niech H = {a).

Wowczas H jest cykliczna oraz |G/H| < m i oczywiscie G/H
jest abelowa.

Wobec zatozenia indukcyjnego
(G/H = G67 llavG;’L = {1})

jest ciggiem podnormalnym o faktorach cyklicznych.



Niech
Gi=r"HG)), dlaie{l,...,k} oraz Gpy1 = {1},

gdzie k : G — G/H jest epimorfizmem kanonicznym.

Woéwezas
Gi—l/Gi = G;_l/G;, dla i e {1, .. .,k)} oraz Gk-/GkJrl ~ H.

Zatem (G = Gy, G1,...,Gry1 = {1}) jest ciagiem
podnormalnym o faktorach cyklicznych i na mocy zasady
indukcji matematycznej teza zostala udowodniona.



Niech (G = Gy, G1,...,G = {1}) bedzie ustalonym ciagiem
podnormalnym o faktorach abelowych.

Grupy G,—1/Gi, i€ {1,...,k}, sa skohczonymi grupami
abelowymi.

Niech

G’i—l/Gi = G;"(), ;’1, e 7G;,k‘i = {1}, dla e {17 .. .,k},

beda ciaggami podnormalnymi o faktorach cyklicznych.
Niech

Gij =k (Gij), dlaje{0,... ki}ie{l,... k},

gdzie k; : Gi—1 — G;_1/G; sa epimorfizmami kanonicznymi.



Zatem:
» Gip=Gi—1, 1€ {1,...,k},
» Gig, = G, ie{l,...,k},
» Gij<Gij-1,dlajed{0,... k}, ie{l,... k},

> Giyjfl/GiJ ~ G /G/ dlajE{0,...,ki},i€{1,...,k3}.

Zvj_l Z:j’
Zatem (G = Gl,O, G171, ce G17k1 =Gy =
GQ’O, G2’1, cee ,GkaQ, e ,Gk70, ceey Gk = {1}) jest ci@giem
podnormalnym o faktorach cyklicznych.



(3) = (1): Niech (G = Gy, G1,...,G = {1}) bedzie ciagiem
podnormalnym o faktorach cyklicznych.
Pokazemy, ze G < Gy, dlai € {0,...,k}.
Jest to oczywiste dla ¢ = 0, zalézmy wiec, ze dla ustalonego
i > 0 zachodzi G c G;.
Pokazemy, ze GUtY) « Gy,
Istotnie:
G — (a9 G0 ¢ (G4, Gy

Poniewaz G;+1 < G; oraz G;/G;11 jest cykliczna, a wiec
abelowa, wiec wobec odpowiedniego wniosku:

[Gi,Gi] © Giq1.



Definicja
Niech (G, -) bedzie grupg. Grupe G nazywamy p-grupa, jezeli
|G| = p"* dla pewnej liczby pierwszej p oraz k € N.



Twierdzenie
Niech (G, -) bedzie p-grupg. Wowczas G jest rozwigzalna.



Twierdzenie
Niech (G, -) bedzie grupg, niech |G| = pq, gdzie p i q sq liczbami
pierwszymi. Wowczas G jest grupg rozwigzalng.



Przyktady:

2. Rozwazmy grupe D(4). Mamy
D) =8 =2,

a wiec D(4) jest rozwiazalna jako p-grupa.

3. Rozwazmy grupe S(3). Mamy
IS(3)| =6 =2"3,

a wiec S(3) jest rozwiazalna jako grupa rzedu pq.



Twierdzenie (Burnside’a)

U Niech (G, ) bedzie grupg, niech |G| = p®q®, gdzie p i q sq
liczbami pierwszymi oraz a,b € N. Wowczas G jest grupg
rozwiqgzalng.

!Twierdzenie pochodzi z 1911 roku, zwiemy je tez “p®¢’-theorem”.



Twierdzenie (Feit’a-Thompsona)
2 Niech (G, ") bedzie grupg, niech |G| = 2k + 1, gdzie k € N.
Wowczas G jest grupg rozwigzalng.

2Twierdzenie pochodzi z 1963 roku, jego oryginalny dowé6d zajmuje 254
strony: W. Feit, J. Thompson, Solvability of groups of odd order, Pacific J.
of Math. 13 (1963), 775-1029.



Iliczyny (sumy) proste
wewnetrzne i zewnetrzne.



Uwaga
Niech (G, -) bedzie grupg, Hy, Ho < G. Nastepujgce warunki sq
réwnowazne:

1. G = H1Hs oraz Hy n Hy = {1},

2. kazdy element g € G ma jednoznaczne przedstawienie w

postaci

g = hiha,
gdzie hy € Hy oraz hg € Hs.



Dowdd.

(1) = (2): Zalézmy, ze G = H1Hs oraz H; n Hy = {1}.
Zalézmy, ze dla pewnych hi, b} € Hy oraz hg, hly € Hy zachodzi
hihg = W) hb,.

Woéwcezas (b))~ hy = hhhy ' € Hy n Hy = {1}, wigc hy = b oraz
hg = hb,.

(2) = (1): Zalézmy, ze kazdy element g € G ma jednoznaczne
przedstawienie postaci g = hihe, gdzie hy € Hi, hg € Hs.

Woéwcezas oczywidcie G = Hy Ho.

Zatézmy, ze g € Hy n Ho.

Woéwezas g=g-1=1.g.

Zatem g = 1. O



Oznaczenie:

Gdy (G, +) zapisana jest w notacji addytywnej, piszemy
H;, + Hy zamiast HiH>.



Definicja
Niech (G, -) bedzie grupg, Hi, Hy < G.

1. G jest stabym iloczynem (sumg) wewnetrznym
podgrup Hy i Ho, gdy spelnia jeden (a wiec wszystkie)
warunk: Uwagi 0.2.

2. G jest stabym iloczynem (suma) pdélprostym
wewnetrznym podgrup Hy i Ho, gdy jest stabym
iloczynem (sumq) wewnetrznym oraz Hy < G lub Hy < G.

3. G jest stabym iloczynem (suma) prostym
wewnetrznym podgrup Hy i Ho, gdy jest stabym
iloczynem (sumq) wewnetrznym oraz Hy < G i Hy < G.



Przyktady:

1. Rozwazmy grupe D(n). Niech Obr(n) oznacza grupe
obrotéw, a Odb(n) dowolna dwuelementowa grupe
generowana przez odbicie. Wowczas

D(n) = Obr(n) - Odb(n)

jest stabym iloczynem pélprostym wewnetrznym, ale nie
jest stabym iloczynem prostym wewnetrznym.

2. Rozwazny grupe abelowa (A4, -). Kazda podgrupa grupy
abelowej jest normalna, a wiec

A jest stabym iloczynem wewnetrznym
<=
A jest stabym iloczynem polprostym wewnetrznym
g
A jest stabym iloczynem prostym wewnetrznym.



Uwaga
Niech (G, -) bedzie grupg, Hy, Ho < G. Nastepujgce warunki sq
réwnowazne:
1. odwzorowanie ¢ : Hi x Hy — G dane wzorem
d(h1,h2) = hihy jest izomorfizmem;
2. G= HlHQ, H1 N H2 = {1} oraz
Vhl € H1Vh2 € Hg(hlhg = hghl);
3. G jest stabym iloczynem prostym wewnetrznym podgrup Hi
i Ho.



Dowdd:

(1) = (2) : Poniewaz ¢ jest izomorfizmem, wiec jest surjekcja, a
zatem G = HqH>.

Ustalmy hl € Hl, hg € Hg.

Wéwecezas:

hiha = ¢(h, ha) = (¢(h1, ha)) ™) = (@(hy ", by ') = (hythg )™

Przypusémy, ze istnieje 1 # g € H; n Hs.

Wéwezas ¢(1,g) = g = ¢(g, 1), wbhrew zalozeniu, ze ¢ jest
izomorfizmem, a wiec injekcjg.



(2) = (3) : Wystarczy udowodnié, ze H1 < G i Hy < G.
Ustalmy g € G i niech g = h1hy dla hy € Hy, ho € Hs.
Ustalmy h € H;.

Wéwecezas:

ghg™* hihah(hihe) ™' = hihohhy 'hi?
hihohy *hhit = hihhi! € Hy,

a zatem gH, g~ < H;.
Podobnie pokazujemy, ze Hy <1 G.



(3) = (1) : Poniewaz G jest stabym iloczynem prostym
wewnetrznym, a wiec w szczegélnosci stabym iloczynem
wewnetrznym, wiec odwzorowanie ¢ jest dobrze okreslona
bijekcja.

Ustalmy (h1, ha), (b}, hh) € Hy x Ho.

Wéwecezas:

¢((ha, he) - (R, hy)) = @(hihy, hahy) = hihihohy
= hihahihy = ¢(h1, he)p(h], hy),

a wiec ¢ jest homomorfizmem.



Definicja
Niech Hy, Hy bedg grupami. Grupe Hi x Hy nazywamy
iloczynem (suma) prostym zewnetrznym grup Hy i Hs.



Oznaczenie:

Gdy H; i Hy zapisane sg w notacji addytywnej, piszemy

H{ ® Hy zamiast Hy x Hs.

Ze wzgledu na izomorfizm z Uwagi 0.3, bedziemy na ogét méwié
po prostu o iloczynach (sumach) prostych, bez rozrézniania
miedzy stabymi iloczynami (sumami) prostymi wewnetrznymi a
iloczynami (sumami) prostymi zewnetrznymi.

Opisane konstrukcje w naturalny sposéb przenosza sie na
dowolng skonczona liczbe grup.

W ten spos6b méwimy o iloczynach (sumach) prostych grup
Hq, ..., H,, ktére oznaczaé bedziemy przez Hi x ... x H,, lub
H,®...® H, w notacji addytywnej.

Konstrukcje te przenoszg sie takze na nieskonczona liczbe grup,
nie bedziemy sie jednak nimi zajmowadé



Torsyjne grupy abelowe;
grupy abelowe skonczone.



Definicja

Grupe nazywamy torsyjna, jezeli kazdy element ma rzqd
skoriczony.

Jezeli rzedy elementow sq¢ wspdlnie ograniczone, to ograniczenie
to nazywamy wykladnikiem grupy.

Grupe nazywamy beztorsyjna, gdy kaidy element ma rzqd
nieskonczony.



Definicja

Niech (A, +) bedzie grupg abelowq. Zbior wszystkich elementéw
grupy A o skoriczonym rzedzie nazywamy czeScia torsyjna
grupy i oznaczamy T(A).



Uwaga

Niech (A, +) bedzie grupg abelowq. Wowczas:
1. T(A) < A,

T(T(A)) = T(A),

jezeli B < A, to T(B) = BnT(A),

jezeli A~ B, to T(A) =~ T(B),

T(A®B)=T(A)®T(B).

AN Sl



Definicja

Niech (A, +) bedzie grupg abelowq, niech p bedzie liczbg
pierwszq. Zbior wszystkich elementow grupy A, ktorych rzqd jest
potegq liczby p nazywamy p-komponenta (lub p-sktadowa)
grupy A i oznaczamy Tpy(A).



Uwaga

Niech (A, +) bedzie grupg abelowq. Wowczas:

1.

S otk W

T,(A) <T(A) < A,

Tp(Tp(A)) = Tp(A) = TH(T(A)),

jezeli B < A, to T,(B) = B nT,(A),

jezeli A =~ B, to T,(A) = T,(B),

TP(A ®B) = Tp(A) @ Tp(B);

jezeli A jest skoriczenie generowang torsyjng grupg abelowg,
to T,(A) = {0} dla prawie wszystkich liczb pierwszych p,

Tp(A/Tp(A)) = {0}



Twierdzenie

Niech (A, +) bedzie grupg abelowq torsyjng, niech p1,...,pn
bedq wszystkimi liczbami pierwszymi, dla ktorych T, (A) # {0},
ie{l,...,n}. Wowczas:

1. A jest sumgq prostg wszystkich swoich p-komponent:
A=T,(A)®...®T),,(A),

2. jezeli A jest sumq prostq pewnych p-grup B(p),
pe{q,.. . am}, A=B(q1)®...® Blgm), to
{p1,. -, on} ={ar, ..., am} oraz:

Ty, (A) = B(pi), dlaie{l,...,n}.



Dowdd:

1. Pokazemy, ze A =T, + ...+ T,,(A4).
Ustalmy a € A.
Niech r(a) = n = pi* - ... p¥, dla pewnych liczb
pierwszych p1,...,pr, k = n.
Niech n; = %, ie{l,... k}.
Wéwezas NW D(nq,...,n;) = 1, wiec istnieja
z1,...,T € Z takie, ze

mTy + ... +ngrp = 1.

Zatem:
niria+ ...+ nprra = a.

Ponadto dla i € {1,...,k}, pin;x;a = p}* p’li xia = x;na = 0,

a wiec r(n;z;a) |p'§i7 wiec nix;a € Ty, (A).



Pokazemy, ze A =T, @...®T,,(A).

Przypué$émy, ze dla pewnego a € A, po ewentualnej zmianie
numeracji:

a=a1+...+a,=br+...+by,a;,0; €T, (A),ie{l,...,n},

przy czym aj # b;.
Woéwezas:

al—bl=(b2—a2)+...+(bn—an)

oraz a1 — by € T, (A).
7 drugiej strony

r((ba—a2)+ ...+ (b —an)) | NWW(r(ba—az),r(b, —an))
= NWW@Z,...,plp),

dla pewnych ls,...,l, € N.
Zatem r(a; — b1) = 1, czyli a1 — by = 0, a wiec a3 = by, co
doprowadza nas do sprzecznosci.



2. Ustalmy i € {1,...,n}.

Zauwazmy, ze

B(pi), jezeli p; = q,
p:(B(q)) = L
{0}, jezeli p; # q.
Wobec tego:

Tpi(A) = Tpi(B(m)@"'@B(Qm))
= Tp,(B(q1)®...®Tp,(B(gm)) = B(pi).



Whiosek (II twierdzenie strukturalne)

Niech (A +) bedzie grupg abelowq skonczong, niech

|A| = p1 oL pin gdzie pi, ..., Dn SQ parami TozZnymi liczbami
pierwszymi. Wowczas grupa A ma jednoznaczne przedstawienie
w postact sumy prostej p-grup:

A=T, (A)®...®T,,(A).



Oznaczenie:

Niech (A, +) bedzie grupa abelowa, niech p € P bedzie liczba
pierwsza. Oznaczamy:

pA = {pa:ac A}.



Uwaga

Niech (A, +) bedzie grupg abelowq, niech p € P bedzie liczbg
pierwszq. Wowczas:

1.
2.

& otk W

pA < A,

jezeli A jest skoriczong grupg cykliczng oraz |A| = p*, to pA
jest grupq cykliczng i |pA| = p*~1,

jezeli B < A, to pB = B n pA,

jezeli A= B, to pA =~ pB,

p(A x B) = pA x pB,

odwzorowanie ¢ : A — pA dane wzorem ¢(a) = pa jest
surjektywnym homomorfizmem,

jezeli A jest grupq abelowq skoniczong, to:
» gdy p | [A], to [pA] < |A],
» gdy pt Al to [pA| = |A].



Twierdzenie
Niech (A, +) bedzie skoriczong p-grupg abelowg. Wowczas grupa
A jest sumgq prostg p-grup cyklicznych.



Dowdd:

Niech |A| = p".

Dowdéd prowadzimy indukcyjnie wzgledem n.

Jezelin =1, to |A| = p, a zatem A = Z, i A nie ma wlasciwych
podgrup, a sama jest grupa cykliczna. Jezeli n > 1, to zatézmy,
ze twierdzenie jest prawdziwe dla wszystkich liczb [ € N, [ < n.

Wobec ostatniej czesci Uwagi 0.6, [pA| < |A|, niech wiec

IpA| = p!, dla I < n.

Wobec zalozenia indukcyjnego

pA={a1)®...D{ay),

dla pewnych elementéw aq, ..., a, € pA o rzedach bedacych
potegami liczby p.
Niech z1,...,z, € A beda takimi elementami, ze

a1y = pxi,...,qr = PLy.



Pokazemy, ze (x1) + ...+ {x,) jest grupa, ktéra jest suma
prosta grup {x1),...,{x).

Sprawdzenie, ze jest to istotnie grupa, pozostawiamy jako
¢wiczenie, a dla udowodnienia, ze jest to suma prosta,
przypusémy, ze

kix1 = koxs + ... + krx,

dla pewnych ki,...,k. € N.

Wéwczas
kipx1 = kopxo + ... + krpx,,

i poniewaz (a1)® ... ®{a,) jest suma prosta, wiec

ki =ko=...=k,=01tym samym

(1) n ((x) + ... + {xy)) = {0}

Podobnie sprawdzamy, ze

<JJZ> N (<.’E1> + ...+ <$Z‘_1> + <xi+1> + ...+ <3§'7«>) = {0}, dla
1€{2,...,r}.



Niech zatem H = {(z1)® ... D {(z,).

Rozwazmy rodzing
B={B<A:BnH = {0}}.

Jako rodzina podgrup grupy skonczonej B jest skonczona, w
szczegblnosci zawiera element maksymalny.

Oznaczmy go przez B. Zauwazmy, ze B + H jest grupa oraz
wobec okreslenia B jest to suma prosta grup B i H.



Pokazemy, ze A = B@® H. Inkluzja (D) jest oczywista,
pozostaje wykazaé inkluzje (<).

Przypuéémy, ze istnieje a € A taki, ze a ¢ B + H.
Wéwczas pa = ph dla pewnego h € H. Ponadto
c=a—h¢ B+ H oraz pc = pa —pb = 0.

Wobec maksymalnosci B, {{c} v B) n H # {0}, a wiec istnieja
hi € H oraz by € B takie, ze

0+#hy =kc+ by, oraz 0 < k < p.
Poniewaz NW D(k,p) = 1, wiec dla pewnych s,t € Z:
sk+tp=1,

a wiec
¢ = (sk + tp)c = skc = shy — sby € H + B,

co daje sprzecznosc.



Dla zakonczenia dowodu zauwazmy, ze |B| < |A|, wiec B jest
sumg prosta p-grup cyklicznych.

Wobec tego B i H sg sumami prostymi grup cyklicznych oraz
A=B®H.c



Przyktady:

3. Rozwazmy skonczona p-grupe abelowa Zo x Zo. WoOwczas:

Ly x Ly = ((1,1)) ®{(1,0)) = {(1,0)) (0, 1)).



Twierdzenie
Niech (A, +) bedzie skoticzong p-grupa abelowq. Niech

A=A41D.. DA, oraz A=B1®D...® B,

bedg dwoma rézZnymi rozkltadami na sumy proste grup
cyklicznych. Przyjmigmy, Ze

|A1’ < |A2‘ <. . KL |A7«| oraz |Bﬂ < |BQ’ < ... K ’BS|

Wowczas r = s oraz |A;| = |B;| dlaie{1,...,r}.



Dowdd:

Niech |A4;| = p*, | By =p%,ie{l,...,r},je{l,... s}
Wowcezas |A| = p®t ... -p% = pPr. .. . pPs, wiec w
szczegblnosei o + ...+ = B1+ ... + Bs.

Dowéd prowadzimy indukcyjnie wzgledem o + ... + a;.
Jezeli a1 + ...+ a, = 1, to za bardzo nie ma czego dowodzié.

Zalozmy wiec, ze a; + ...+ o > 11 ze twierdzenie jest
prawdziwe dla p-grup A rzedéw mniejszych od p*1+--tor,

Niech 0 < k < r oraz 0 <[ < s beda takimi liczbami, ze

|A1| = ... =|Ax| =poraz |Bi| =... = |B)| = p.



Wowcezas |A| = pFrorsitotar — pltBipat. 46

Ponadto:

pPA=pA1®...®pAr = pAr1 @ ... ®pA,;

oraz

pA=pB1®... ®pBs =pB 1@ ... ®pBs,

a zatem

PAL 1D ... DpA, =pBi11D...DpBs,

przy czym pA; i pBj,ie{k+1,...,r},je{l+1,...,s} sa
grupami cyklicznymi, ktoérych rzedy spetniaja zalznoéci:

|pA;| = pai*l,i e {k+1,...,r} oraz |pBj| = pﬂj*l,j e {l+1,...,s}.
Ponadto |pA| < |A]| i zachodzi

[PAps1| < ... < |pAy| oraz |pBi| < ... < |pBsl.



Wobec zatozenia indukcyjnego r — k = s — [ oraz

lpAk+1| = [pBitil; - - -, [pAr| = [pBsl,

skad p+1=1 = pha=l  per=l — pBe=l wiec

pak+1 = pﬁ“rla s 7paT = pﬁsa Sk%d A1 = 5l+17 ceey Qp = /85'
Tym samym z roéwnoéci

k+agi1+. ...+t =1+0631+ ...+ s

wynika k =, czyli |A;| = |B;| dlaie {1,...,r}. o



Whiosek (I twierdzenie strukturalne)
Niech (A, +) bedzie grupg abelowq skoriczong. Wowczas istnieje
przedstawienie A w postaci sumy prostej p-grup cyklicznych

A=A41®.. A1, PAnD.. DAy, .. DAL D... D Ass.,

przy czym |Aj1| = pi“, co A | = pilkl,

|Ag| = P21, | Aoy = 2522,

|[As1]| = pbst, .. | Ask,| = pus | gdzie pi, ..., ps Sa parami
roznymi liczbami pierwszymi, wyktadniki dobrane sq tak, aby
il <o S tygys to1 S S loky, e Bl <L ST, OTAZ CIGY
liczb ti1,. .., ik, t21, oy t2kys - oy tsl, - - -, sk, JeSt jednoznacznie

wyznaczony przez grupe A. W szczegdlnosci:

t114... Aty to1+...+tog, ts1+...+ttsk
|A| = py Py C e Ds s,



Ciag

t ¢ toka

(pt1117 e 7p11k1 7p;217 e 7p22k27 e 7p7;817 e 7p5 . )
wystepujacy w I twierdzeniu strukturalnym nazywamy typem
skonczonej grupy abelowej A, a jego elementy
niezmiennikami.



Przyktady:

4. Rozwazmy skonczona grupe abelowa Zgy. Wowczas, skoro
60 = 22-3-5, to

Zeo = To(Zeo) ® T5(Zeo) @ T5(Zeo)-
T5(Zeo), T5(Zeo), T5(Zgo), jako podgrupy grupy cyklicznej o
rzedach, odpowiednio, 4, 3 i 5 sa cykliczne, a wigc
T2 (ZG()) = Z4, Tg(ZGO) = Zg, T5(Z60) = Z5. Tym samym
Lo = Zig @ 23 D Zs,

i Zgo ma typ (4,3,5).



