Grupy permutacji.



Twierdzenie (Cayley’a)
Dowolna grupa G jest izomorficzna z pewnq podgrupg grupy
przeksztatcen S(G).



Dowaod.
Zdefiniujmy odwzorowanie ® : G — S(G) wzorem ®(a) = A4,
gdzie )\, : G — G jest przesunieciem lewostronnym.

® jest dobrze okreslonym homomorfizmem.
Pokazemy, ze ® jest monomorfizmem.
Ustalmy w tym celu a € ker ®.

Woéwezas:
®(a) =idg < Ny = idg < Vbe G(ab=b) < a = 1g.

Ponadto, oczywiscie, im® < S(G), a zatem
G=im® < 5(G).



Uwaga

Niech X 1Y bedg zbiorami rownolicznymi. Wowczas

S(X) = S(Y).



Dowdd:

Niech f: X — Y bedzie bijekcja ustalajaca réwnolicznoscé.

Zdefiniujmy odwzorowanie ¥ : S(X) — S(Y) wzorem

V(o) =fooofh

Pokazemy, ze ¥ jest homomorfizmem.

Ustalmy w tym celu 01,09 € S(X).

Wéwcezas

(o1 0 02)

fooioosoft=fooiof tofoayof!

Y(o1) o P(o2).



Pokazemy, ze 1 jest surjektywne.
Ustalmy w tym celu 7 € S(Y').

Wéwcezas

r=fof T orofof Tt =y(foro )



Pokazemy, ze i jest roznowartosciowe.
Ustalmy w tym celu o € ker .

Wéwcezas

ocekery < (o) =idy < fooo f7t =idy & o =idy.



Wniosek
Dowolna grupa n-elementowa G jest izomorficzna z pewng
podgrupg grupy permutacji S(n).



Dowod.
Ustalmy grupe G i niech |G| = n.

Wowczas G jest réwnoliczna z {1,...,n}, zatem

S(G) = S(n).



Whiosek
Dla ustalonej liczby n istnieje skoniczona liczba grup parami
nieizomorficznych rzedu n.



Definicja:

Niech o € S(n).
1. Zbior
supp (o) ={a€e{l,...,n}:0(a) # a}
nazywamy nosnikiem permutacji o.
2. Mé6wimy, ze permutacje o1, 09 € S(n) sa roztgczne (lub
niezalezne), gdy

supp (01) N supp (02) = .



3. Permutacje o € S(n) nazywamy cyklem o dlugosci k, gdy

istnieje podzbiér A = {a,...,ar} < {1,...,n} taki, ze
o(ay) = az,o0(az) = as,...,o(ax—1) = ag,o(ag) = a;
oraz

o(i)=1, dlaie{l,...,n}\A.
Cykl taki zapisujemy jako
o= (ay,az,...,ax).

Przyjmujemy ponadto, ze idyy . ) jest cyklem o dlugosci 1
i oznaczamy go jako (1).

4. Cykl o dtugosci 2 nazywamy transpozycja.



Przyktady:

. 12 3 456 , )
1. Rozwazmya—(3 9 1 5 6 4).VVowczas.

Supp (U) = {17 3747 57 6}



) 1 2 3 4 1 2 3 4
2. Rozwazmy o1 = 2 1 3 4 102 = | ¢ 2 4 3 )

Woéwcezas o1 i 09 sa permutacjami roztacznymi.



. 1 2 3 45 . .
3. Rozwazmya—<3 5 9 1 4).Wowczasajest

cyklem:
o=(1,3,2,5,4).



. 1 2 3 4 , .
4. Rozwazmy o = < 9 1 3 4 > Wéwcezas o jest

transpozycja:
o=(1,2).



Uwaga
Niech S(n) bedzie grupg permutacyi.
1. Jesli o € S(n) i a € supp (o), to o(a) € supp (o).

)
2. Jeslio e S(n) i keN, to supp (c*) < supp (o).
3. Jesli o € S(n), to supp (6c~1) < supp (o).

1 (

. Jesli o,7 € S(n) isupp (o) nsupp (1) = J, toogoT =To00.



Dowdd:

1. Ustalmy o € S(n) i a € supp (o).
Wéwezas o(a) # a i poniewaz o jest bijekcja, to
o(o(a)) # o(a), czyli o(a) € supp (o).



2. Ustalmy o € S(n)ikeN.
Ustalmy a € supp (o").
Wowcezas o (a) # a.

Przypu$émy nie wprost, ze o(a) = a.

Woéwczas:
ola) = a
o?(a) ola) =a
o3(a) = o%(a)=0c(a)=a



3. Ustalmy o € S(n) i a € supp (o7 1).
Wéwezas o~ 1(a) # a.
Niech 0~ 1(a) = b, b # a.
Wéwezas a = o(b) i poniewaz o jest bijekcja, wiec
o(a) # o(b), czyli a # o(a).



4. Ustalmy o, 7 € S(n) i niech supp (o) N supp (1) = .
Ustalmy a € {1,...,n} i rozwazmy kilka przypadkéw.

» Niech a ¢ supp (o) U supp (7).

Wowcezas o(a) = a, 7(a) = a, wiec 0 o 7(a) = T o o(a).
» Niech a € supp (o).

Wéwezas o(a) € supp (o).

Dalej, o(a) ¢ supp (1) oraz a ¢ supp (7).

Zatem o o 7(a) = o(a) = 7(o(a)) =T00.
» Niech a € supp (7).

Rozumowanie prowadzimy analogicznie.



Uwaga
Niech S(n) bedzie grupg permutacyi.

1. Jesli o € S(n) oraz o = (ay,...,a), to
supp (o) = {a1,...,ax}.

2. Jedli o € S(n) oraz o = (ay,...,ax), to
g = (ag,...,al,al) = (ag,...,al,ag) =

3. Jeslio € S(n) oraz o = (ay,...,ax), to

1

o = (ak,...,al).

...:(ak,..

-,kaz,akfll



Uwaga

Niech S(n) bedzie grupg permutacji.
1. Dlai,je{l,...,n} zachodz (i,5)* = (i,7) o (i,5) = (1).
2. Dlai,je{l,...,n} zachodzi (i,7) = (j,1).
3. Dlai,je{l,...,n} zachodzi (i,7) = (1,i) o (1,7) o (1,4).



Twierdzenie

Kazda permutacja o € S(n) da sie przedstawié w postaci
tloczynu cykli parami rozigeznych. Przedstawienie to jest
jednoznaczne z doktadnoscig do kolejnosci cykli.



Dowdd:

Pokazemy istnienie stosownego rozkladu.
Niech m = |supp (0)].
Dowéd poprowadzimy przez indukcje wzgledem m.

Jezeli m = 0, to wéwczas

*12...n
7=\1 2 ... n

a zatem o = (1).



Jezeli m = 2, to zal6zmy, ze kazda permutacja o € S(n) taka, ze
[supp (0)| <m

daje sie roztozyé¢ na iloczyn cykli parami roztacznych.

Ustalmy permutacje o € S(n) taka, ze
|supp (o)] = m.

Pokazemy, ze o daje si¢ roztozyé¢ na iloczyn cykli parami
rozlacznych.

Ustalmy w tym celu ay € supp (0) i rozwazmy ciag
bl = al,bQ = J(bl),bg = J(bg), e

Oczywiscie

Vpe N(b, e {1,...,n}),
a zatem

E|p1,p2 € N(bpl = bp2).
Wobec tego niech

k = min{p e N:b,y1 = bs, dla pewnego s € {1,...,p}}.



Pokazemy, ze s = 1.
Przypu$émy bowiem, ze s > 1.

Wéwcezas w szczegdlnoscei:
br+1 = bs dla pewnego s € {2,...,k}
i zgodnie z okresleniem ciagu (b, be, .. .):
o(b) = bry1 = bs = o(bs—1),
ale poniewaz o jest bijekcja, wiec
by = bs—1

czyli
bk—1)+1 = bs—1 oraz s —1e {l,....k—1}.

Wszelako k bylo najmniejsza liczba o powyzszej wlasnosci, co
daje sprzecznosc.



Wobec tego liczby
bl = al,bg = O'(bl),bg = O'(bg), .. .,bk = O'(bk_l)

sg parami rézne oraz

bg+1 = b1.
Mamy wiec
o — by by ... bk
S\ b b3 ... by
o < C1 Co e Cm—k )
o(c1) o(ea) ... o(em—k)
= (bl,...,bk)OT.

Jeslim =k, to o = (by,...,by) jest cyklem.



Jesli m > k, to |supp (7)| = m — k < m, wiec na podstawie
zalozenia indukcyjnego

T=70...07,

gdzie v;, 1 € {1,...,1} sa cyklami roztacznymi.
Wobec tego
o= (by,....bp)omo...oy

oraz

Vie{l,...,l}(supp () nsupp (b, ..., br) = ).



Pokazemy jednoznacznos$é (z dokladnoscia do kolejnosci)
stosownego rozktadu.

Niech
o="70...0v, :’yio...o’yl/z,

gdzie y1,.. ., Y1, 715 - - -5, 52 cyklami oraz
VZ?] € {L s 7l1}(supp (71) M supp (’YJ) = @)a

Vi, j € {1,...,l2}(supp () N supp (7;) = &).

Przypusémy, ze
Vie{1,....la}(m # 7))



Ustalmy a; € supp (1) < supp (o).
Dla pewnego i € {1,...,l2}

ay € supp (7;)
i mozemy — zmieniajac ewentualnie numeracje — zalozy¢, ze
a € supp (77)-

Wobec tego:
Y1 = (al,ag,... ,akl),
/ / /
1 = (a1,ay,...,a,).

Ale poniewaz o jest bijekcja, wiec:

a, = o(a1) = ag,

as = of(ag) = as,

zatem 7y, = 7}, co jest sprzecznoscia.



Przyktady:

5. Rozwazmy o = (

Wéwecezas:

o =

6. Rozwazmy o = (

Wéwecezas:

1 2
2 3

o=(1,2,3,5,6,7,8,4).



Whniosek

Grupa S(n) jest generowana przez zbidor wszystkich cykli.



Uwaga
Rzqd cykli o dlugosci k w grupie S(n) jest réwny k.



Dowad.
Ustalmy v = (a1,aq,...,ar) € S(n).

Wéwecezas:

Ustalmy i € {1,...,k — 1}.
Wowezas: 4
v'(a1) = ait1

alei+1€{2,...,k}, wiec

v (ay) # ay.



Twierdzenie (Ruffiniego)

Jezeli 0 € S(n) ma nastepujqcy rozklad na cykle rozlgczne:
0 =7990...0%m
o dlugosSciach, odpowiednio, k1, ..., ky, to wowczas

r(o) = NWW (ki,...,kn).



Dowdd:

Ustalmy o o rozktadzie jak w twierdzeniu.
Niech r(o) = r.

Oznaczmy:
w=NWW(k1,...,kn)
oraz dobierzmy liczby naturalne t¢1,...,t,, tak, aby
Vi e {1, RN ,m}w = kiti.
Wowezas
o’ = (m1o...o9m)"

w w _ _kit1 kmt
YL OOV =71 O 0%,

= (M) o.o(m)m = (1),

Wobec tego r|w.



7 drugiej strony:
(1) = 0" = (1o 0mm) =} 0. 0

oraz 7y,...,%Yn sa cyklami parami roztacznymi.
Zatem:

=) = (1),
skad ki|r, ..., kplr.
Wobec tego w]r.



Przyktad:

. 123456 7 89
7. Rozwazmya(2 31756 49 8)65(9).
Woéwezas:
o=(1,2,3)0(4,7) 0 (8,9),

a zatem (o) = NWW (3,2,2) = 6.



Uwaga

Kazdy cykl jest iloczynem transpozycyi.



Dowdd.

Wystarczy zauwazy¢, ze

(a17' . '7ak) = (al)ak) © (a’laakfl) ©...0 (a17a2)‘



Whniosek

1. KazZda permutacja o € S(n) jest iloczynem transpozycyi.

2. Grupa S(n) jest generowana przez zbidr wszystkich
transpozycji.

3. Grupa S(n) jest generowana przez zbidr

{(1,2),(1,3),...,(1,n)}.



Przyktady:

. 1 2 3 45 6 7 8
8. Rozwazmya—<6 41938 71 5>6S(8).

Woéowezas:

o = (1,6,7)0(2,4,3)0(5,8)
(1,7) 0 (1,6) 0 (2,3) 0 (2,4) o (5,8).



9. Rozwazmy o = ( L 23 > € S(3). Wowczas:
2 31
o = (1,2,3)=(1,3)0(1,2)
= (1,3)0(1,2)0(1,2)0(1,2).

W szczegoblnosei rozklad permutacji na transpozycje nie
jest jednoznaczny.



Lemat
Niech 0 € S(n) oraz c1,...,cp € {1,...,n}. Niech

g = (1,01)0...0(1,Ck).

Jesli o(s) = s dla pewnego s € {1,...,n}, to element s
wystepuje w ciggu ci, . . ., c, parzystq liczbe razy.



Dowdd:

Jesli s # ¢, dlai e {1,...,k}, to s wystepuje w ciggu 0 razy.
Zalézmy wiec, ze s = ¢;, dla pewnego i € {1,...,k}.

Dowdd prowadzimy metoda indukcji po k.

Zalézmy, ze dla wszelkich p € {1,...,k — 1}, jezeli
c1,...,¢p€{1,...,n} oraz

o= (1,c1)0...0(1,¢p),

ijedli o(s) = s, dla pewnego s € {1,...,n}, to element s
wystepuje w ciggu ci, ..., ¢, parzystg liczbe razy.
Niech

I =max{ie{l,...,k}:s=c¢}.

Ponadto oznaczmy

7= (l,¢), daie{l,... k}



Wéwezas

TIOT410...0T(s) = 1+#s,
T10...0omoT410...07(s) = o(s) =s.
a zatem
7'107'20...07'[_1(8)7’58.
Wobec tego

Jie{l,...,l—1}(s = ci)



Niech
m =max{i e {l,..., [ —1}:s =¢}.

Wéwcezas

Tm ©Tm+10...0T0T410...0T(s) =

T1O...0Tm OTm410...0T OTj410...0T(S)

a zatem

7'107'20...07‘m,1(8)=$.



Tym samym w ciagu
Crmy - oo s Cly o o5 Ck;
s wystepuje dwa razy oraz
T10...0Tm—1 = (1,c1) 0...0(1, 1),

przy czym m — 1€ {l,...,k—1} iskoro 1y o...07p_1(s) = s,
to na podstawie zalozenia indukcyjnego w ciagu

Cly.-.yCm—1

s wystepuje parzysta liczbe razy.
Tym samym w ciaggu
Cly...,Ck

s wystepuje parzysta liczbe razy.



Lemat
Niech o € S(n). Jesli

g = (al,bl) ©...0 (ak,bk) = (1),

gdzie a; # b;, 1 € {1,...,k}, to k jest liczbg parzystq.



Dowdd:

Poniewaz
Vie {17 sy k}[(au bz) = (17 ai) © (17 bl) © (17 ai)]7
wiec

o= (1,a1)o(1,b1)o(1,a1)0...0o(1,ar)o (1,bg) o (1,ax) = (1).



Stad w szczegdlnosci
Vie{l,...,k}o(b;) = b;.]
i tym samym element b;, dla i € {1,...,k}, pojawia sie w ciagu
ai,bi,a1,a9,b0,a9,...,a, b, ag
parzysta liczbe razy, a wiec element b; pojawia sie w ciggu
bi,ba, ... by

parzysta liczbe razy.
Zatem k jest liczba parzysta.



Twierdzenie
Niech o € S(n) oraz

U:Tlo...OTkZT{O...OTl,,

. /
gdzie Ty, ..., Tk, T], ..

.,Tl/ sq transpozycjami. Wowczas

E=1( mod 2).



Dowdd.

Wobec réwnosci

mamy

TI0...0TEOT; " O...0T] =~ =

Wobec drugiego z lematéw liczba
k+1

jest parzysta, a zatem k =[( mod 2).



Definicja
Niech o € S(n) oraz niech o ma nastepujacy rozktad na
transpozycje:

O=T10...0Tp.

1. Liczbe sgn(o) = (—1)™ nazywamy znakiem permutacji o.

2. Permutacje o nazywamy parzysta, jesli sgn(o) = 1, a wiec
gdy jest iloczynem parzystej liczby transpozycji 1
nieparzysta w przeciwnym wypadku.



Uwaga

1. Cykl o dlugosci k jest permutacjq parzystq wtedy  tylko
wtedy, gdy k jest liczbg nieparzystq.

2. Niech o € S(n) i niech 0 ma nastepujgcy rozklad na cykle
rozlgezne:

g=990...07,

przy czym niech k; bedzie dlugosciq cyklu ~;, i € {1,...,1}.
Wowczas permutacja o jest parzysta wtedy ¢ tylko wtedy,
gdy wsrod liczb ki, ...,k wystepuje parzysta liczba liczb
parzystych.



Dowdd.

1. Wynika wprost z tozsamosci

(a1,...,ax) = (a1,ax) o (a1, ak-1) ... 0 (a1, az).

2. Oczywiste wobec (1).



Przyktady:

. 123 45 6 7 8
10. Rozwazmycr—<6 4938 7 1 5)65’(8).

Wéwecezas:

o = (1,6,7)0(2,4,3)0(5,8)
(1,7)0(1,6) 0 (2,3) 0 (2,4) o (5,8),

wiec o jest permutacja nieparzysta.



Twierdzenie
Niech o € S(n). Rozwazmy wielomiany:

f(xla"'vxn) = H ($2_$J)7
1<i<j<n

f"(xl,...,a;n) = H (xa(i)_xa(j))'

1<i<j<n

Wowczas o jest parzysta wtedy i tylko wtedy, gdy f = f7 oraz o
jest nieparzysta wtedy i tylko wtedy, gdy f = —f°.



Dowdd:

Wielomiany f i f7 réznia sie¢ co najwyzej znakiem, wiec
wystarczy pokazaé, ze o jest parzysta wtedy i tylko wtedy, gdy
f=1r°
W tym celu zauwazmy, ze o jest iloczynem stalej co do
parzystoéci liczby transpozycji 7, ... 7, oraz ze iloczyn dwbch
permutacji jednakowej parzystosci jest permutacja parzysta, zas
iloczyn dwoch permutacji réznych parzystosci jest permutacja
nieparzysta.
Zarazem:

jesli f = J7L L = [t f = f,

- Jesli f = =i f = —f72, to f = [0,

»jesli f = fori f = —f72 to f = —fo1002,
Wobec tego wystarczy pokazaé, ze jesli T jest transpozycja, to

f=-1



Pokazemy najpierw, ze jesli 7 = (k, k + 1), gdzie
ke{l,....n—1},to f=—f".

Istotnie:
fT(ZL‘l,...,$n) = H (':ET(’L) _wT(j))‘
Tylko jeden czynnik (z,(; — 7,(;)) w iloczynie
[ li<icj<n(®r(i) — T7(5)) spelnia 7(i) > 7(j), a mianowicie
(Tr(k) = Tr(ks1)) = (Tht1 — i)

Zmieniajac znak tego czynnika na przeciwny otrzymujemy f, a
zatem f = —f7.



Dalej, dla dowolnej transpozycji 7 = (m,r), 1 <m <r <n,
zachodzi:

(m,r) = (mim+1)o(m+1,m+2)o...
o (r=2,r—1o(r—1,r)o(r—2,r—1)o...
o (m+1,m+2)o(m,m+1).
Zatem dowolna transpozycja jest iloczynem 2(r —m) — 1

transpozycji postaci (k, k + 1), przy czym liczba 2(r —m) — 1
jest nieparzysta, co konczy dowdd.



Uwaga
Odwzorowanie sgn : S(n) — {—1,1} jest homomorfizmem grup.
Jego jgdrem jest zbior wszystkich permutacyi parzystych.



Definicja
Podgrupe A(n) grupy S(n) zlozong ze wszystkich permutacyi
parzystych zwiemy grupa alternujaca stopnia n.



Whniosek

Niech n = 2. Wowczas:
1. A(n) < S(n);
2. S(n)/A(n) = {—1,1} = Zs;
3. |A(n)| = %'



Twierdzenie
Niech n = 2. Wowczas:

1. grupa A(n) jest generowana przez zbior wszystkich
permutacyi bedgcych tloczynem dwoch transpozycji;

2. grupa A(n) jest generowana przez zbior wszystkich cykli o
dtugosci 3;

3. grupa A(n) jest generowana przez zbior:
{(1,2,3),(1,2,4),...,(1,2,n)};
4. grupa A(n) jest generowana przez zbidr:

{(1,4,7): 4,5 €{2,...,n},i # j}.



Dowdd.

1. Oczywiste.

2. Wystarczy zauwazy¢, ze dla parami roznych
i, 7,k le{l,...,n}:

(17.7) © (Zh]) = (1)7
(i,7) 0 (k) = (i,k ),
(Z,])O(/{,l) = (],k,Z)O(Z,l,j)
3. Oczywiste wobec (1) i (2).
4. Oczywiste wobec (1) 1 (2).



Normalizator,

centralizator,
komutant.



Definicja

Niech (G,-) bedzie grupg, niech H < G oraz M < G.
Normalizatorem zbioru M w podgrupie H nazywamy
zbior

Ng(M) = {ae H : ig(M) = M)}.

Jezeli H = G to normalizator zbioru M w podgrupie G
nazywamy normalizatorem zbioru M i oznaczamy N(M):

N(M) = Ne(M) = {ac G :ig(M) = M}.



Uwaga

Niech (G, -) bedzie grupg, niech H < G oraz M < G. Wéwczas:
1. Ng(M) < H oraz N(M) < G;
2. jezeli M < G, to wéwczas M < H wtedy i tylko wtedy, gdy

Ny (M) = H oraz M < G wtedy i tylko wtedy, gdy
N(M)=G@G.



Dowdd:

Dla dowodu czesci (1) ustalmy a,be Ny (M).
Woéwczas i, (M) = M oraz i,(M) = M.
Wobec tego

igp1 (M) = iq 0 i1 (M) = iq(iy ' (M)) =i

a zatem ab~! € Ny (M).



Dla dowodu czesci (2) zalézmy najpierw, ze M < H.
Oczywiscie Ny(M) < H, pozostaje wiec wykazaé¢ druga
inkluzje.

Ustalmy a € H.

Woéwezas aM = Ma, czyli aMa™! = M, a wiec a € Ny (M).



Na odwrét, zatézmy, ze Ny(M) = H.

Zauwazmy najpierw, ze M < H: istotnie, przypusémy, ze dla
pewnego a € M zachodzi a ¢ H = Ny (M).

Wéwezas aMa~' # M, co jest niemozliwe wobec tego, ze a € M
oraz M jest podgrupa.

Dalej, skoro H = Ny (M), dla wszystkich a € H mamy
aMa™' = M, a zatem M < H.



Twierdzenie
Niech (G,-) bedzie grupg, niech H < G oraz M < G. Wéwczas

{ia(M):ae H}| = (H : Ny(M)).



Dowdd:

Zdefiniujmy odwzorowanie ¢ : {io(M) :a € H} — W (Ng(M))
wzorem

O(ig(M)) =a-Ng(M), dlaio(M) e {i,(M):ac H}.
Jest jasne, ze dla ustalonej warstwy a - Ny (M),

a-Ng(M) = ¢(io(M)), pozostaje wigc wykazac, ze
odwzorowanie ¢ jest dobrze okreélone i réznowartosciowe.



Istotnie, dla a,b € H mamy:
io(M) =i,(M) < aMa™' =bMb~' < b taMa™'b=M

s b ltaM (b la)Tl = M < b lae Ny(M)
< b laNyg(M) = Ny(M) < aNg(M) = bNg(M).



Whniosek
Niech (G, -) bedzie grupg oraz niech x € G. Wowczas

[K(z)| = (G : N({z})).



Uwaga
Niech (G,-) bedzie grupg, niech H < G oraz M < G. Wéwczas

M < Ng(M) oraz M < N(M).

Grupe N(M)/M nazywamy grupa Weyla ! podgrupy M w
grupie G i oznaczamy W (M).

"Hermann Weyl (1885-1955) — matematyk niemiecki.



Dowaod.

Zauwazmy, ze poniewaz M jest grupa, dla dowolnego a € M
mamy aMa~t = M, a zatem M < Ny(M).

W szczegblnosci M jest podgrupa Ny (M).

Wprost z definicji Ny (M) otrzymujemy, ze jest to podgrupa
normalna. O



Definicja
Niech (G,-) bedzie grupg, niech H < G oraz M < G.
Centralizatorem zbioru M w podgrupie H nazywamy
zbior

Zg(M)={ae H:Yme M(iq(m) =m)}.
Jezeli H = G, to normalizator zbioru M w G nazywamy po
prostu centralizatorem zbioru M i oznaczamy

Z(M) =Zg(M) ={aec GVme M(ig(m) =m)}.

Jezeli ponadto M = G, to centralizator G nazywamy centrum
grupy G.



Uwaga

Niech (G,-) bedzie grupg, niech H < G oraz M < G. Wéwczas:
1. Zg(M) < H oraz Z(M) < G oraz Z(G) < G;
2. Zy(M)< Ng(M) oraz Z(M) < N(M) oraz Z(G) < G.



Dowdd.

Dowdd czesci (1) pozostawiamy jako proste ¢wiczenie.

Jest oczywiste, ze Zy (M) < Ny(M) i skoro Zy (M) jest grupa,
wiec w szczegblnoscei jest podgrupa Ny (M).

Pozostaje sprawdzié, ze jest to podgrupa normalna.

Ustalmy a € Ng(M) ix € Zg(M).

Woéweczas i, (m) = m, dla m € M, a zatem

a1 (m) = (i (i (m))) = ia(iy " (m)) = m,

jako ze (i;'(m) e M.

Wobec tego ara™t € Zy(M) i wobec dowolnosci wyboru

x € Zy(M) otrzymujemy aZy(M)a~t < Zy (M), wige
ZH(M)<1NH(M) L]



Uwaga
Niech (G,-) bedzie grupg. Wowczas

G/Z(G) = InnG.



Dowdd.

Zdefiniujmy odwzorowanie ¢ : G — InnG wzorem
o(a) = iq.

Bez trudu sprawdzamy, ze ¢ jest dobrze okre$lonym
surjektywnym homomorfizmem.
Pozostaje sprawdzié, ze ker ¢ = Z(QG) i skorzystaé z twierdzenia

0 izomorfizmie:

ackerp < i, =1idg e Vge Glaga™ = g)

< VgeG(ag =ga) < ac Z(G).



Przyktady:

Rozwazmy D(3). Woéwczas Z(D(3)) = {id}.
Rozwazmy D(4). Wowczas Z(D(4)) = {id, O1s0° }-
Rozwazmy S(n), n > 3. Woéwczas Z(S(n)) = {id}.

Rozwazmy GL(n, K). Wowczas
Z(GL(n,K)) = {al : a € K*}, gdzie I oznacza macierz
jednostkowa.

Ll



Definicja
Niech (G, -) bedzie grupg oraz niech a,b € G. Element

[a,b] = aba"1b!

nazywamy komutatorem elementéw a i b.



Uwaga:

Niech (G, ) bedzie grupa oraz niech a,b € G. Wowczas:
1. [a,a] =1,
2. [a,b] = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy ab = ba;



L
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2Symbolem a® oznaczamy element sprzezony z a poprzez , tj. Tax



4. jezeli F jest grupa oraz ¢ : G — F jest homomorfizmem
grup, to
¢(la,b]) = [¢(a), (b)].



Definicja

Niech (G, -) bedzie grupg, niech My, My  G. Wzajemnym
komutantem zbioréw M; i Ms nazywamy grupe

[Ml,Mg] = <{[a,b] race Ml,b € M2}>

Jesli My = My = G, to wzajemny komutant grupy G z samg
sobg nazywamy komutantem grupy G i oznaczamy [G, G].



Whiosek
Niech (G,-) bedzie grupg, niech My, My < G. Wowczas:

[Ml,MQ] = {[al,bl]k1~. . .'[an,bn]k” :neN,k; €Z,a; € My,b; € MQ}.



Uwaga
Niech (G, -) bedzie grupg. Komutant grupy G nie pokrywa sie na
0g6t ze zbiorem wszystkich komutatorow. Istniejg grupy

skonczone, w ktorych iloczyn dwoch komutatorow moze nie byé
rowny zadnemu komutatorowi.



Lemat
Niech G i F' bedg grupami, ¢ : G — F homomorfizmem grup, a
My, My c G. Wéowczas:

¢([My, Ma]) = [¢(M1), ¢(Ma)] oraz ¢([G, G]) = [9(G), p(G)].



Dowdd:

(c) : Ustalmy y € ¢([M1, Ma]). Wowcezas y = ¢(x), gdzie
z = [ay, b1]% ... [an, bp]*"
dla pewnych n e N, k; € Z, a; € My, b; € M>. Wobec tego:

y = ¢([ar,b1]" ... an, ba]™) = ¢([ar, b1 ])* - ...~ @([an, b])™
[d(a1), d(b1)]" - ... - [d(an), d(bn)]™ € [¢(M1), $(Ms)].



() : Ustalmy c € ¢(My), d € p(M2).
Wéwezas ¢ = ¢(a), d = ¢(b) dla pewnych a € My, b e Ms.
Mamy:

[c, d] = [¢(a), p(b)] = &([a, b]) € ¢([ M1, Mo])

i skoro ¢([My, Ma]) < F oraz [¢(My), p(Ma2)] jest najmniejsza
podgrupa zawierajaca komutatory [c,d], c € ¢(M7), d € ¢(Ms),
to [¢(My), p(Ma)] = ¢([My, Ma]).



Twierdzenie
Niech (G,-) bedzie grupg, niech My < G, My < G. Wéwczas

[My, Ms] < G oraz [G,G] < G.



Dowod.
Ustalmy a € G. Mamy:

a[ My, My]a™" ia([Mi, Ma]) = [ia(M1),ia(M2)] =

[aMla_l, aMga_l] = [Ml, MQ]



Twierdzenie
Niech G i F bedg grupami, a ¢ : G — F surjektywnym
homomorfizmem grup. Wowczas

F jest abelowa wtedy i tylko wtedy, gdy [G,G] < ker ¢.



Dowdd:

Zalézmy, ze F jest abelowa i ustalmy a,b e G.
Wtedy
¢([a,b]) = [#(a), &(b)] = 1,
a zatem [a,b] € ker ¢ i skoro ker ¢ < G oraz |G, G] jest

najmniejsza podgrupa zawierajaca komutatory [a,b], a,b € G,
to [G,G] < ker ¢.



Na odwrét, zalézmy, ze [G, G] < ker ¢ i ustalmy ¢,d € F.
Wobec surjektywnosci ¢, ¢ = ¢(a) i d = ¢(b), dla pewnych
a,b e G. Ponadto

e, d] = [¢(a), ¢(b)] = ([a,b]) = 1,

a wiec cd = dc.



Whniosek
Niech (G,-) bedzie grupg, niech H < G. Wowczas

G/H jest abelowa wtedy i tylko wtedy, gdy [G,G] < H.

Innymi stowy, komutant jest najmiejszq podgrupg normalng
wzgledem ktorej grupa ilorazowa jest abelowa.



Whiosek
Niech (G,-) bedzie grupg. Wowczas

G/|G,G] jest abelowa.



Whiosek
Niech (G,-) bedzie grupg. Wowczas

G jest abelowa wtedy i tylko wtedy, gdy [G,G] = {1}.



Definicja
Niech (G, -) bedzie grupg. Homomorfizm kanoniczny
k: G — G/|G,G] nazywamy abelianizacja grupy G.



Lemat
Niech G i F bedg grupami, ¢ : G — F homomorfizmem grup.
Niech M1,My c G, H <G, L1,Ly c F. Wowczas

L [67(L1), 6™ (La)] © 67 (L1, La]) oraz
[¢~1(F), 67 (F)] = ¢~ ([F, F]);
2. [M1 ﬁH,MQ ﬂH] C [Ml,MQ] N H.



Dowdd:

(1): Ustalmy a € ¢~ (L1), be ¢~ (La).
Wéwezas ¢(a) € Ly, ¢(b) € Lo 1 tym samym

¢([a,b]) = [¢(a), (b)] € [L1, Lo]-

Zatem |a, ] ¢~ Y([L1, L2]) i skoro ¢~ 1([L1, La]) < G oraz
[p~1(L1), 671 (L2)] jest najmnlejszz% podgrup@ zawierajaca
komutatory [a, b], aeqS YLy), be oY (Lo), to

(071 (L1), 67 (L2)] = 67 ([ L1, La]).-



(2): Ustalmy ae M1 n H,be My n H.

Wéwcezas

[CL, b] (S []\4'17 Mg]

oraz
[a,b] = aba"'b"' e H.

Zatem [a,b] € [M;, M3] n H i skoro [My, Mz] n H < G oraz
[My1 n H, My n H] jest najmniejsza podgrupa zawierajaca
komutatory [a,b], a€ My n H, be My H, to

[M1 M H,MQ M H] (e [Ml,Mz] N H.



Grupy rozwigzalne.



Definicja

Niech (G, -) bedzie grupg. Wowczas cigg podgrup grupy G
zdefiniowany indukcyjnie wzorami

» GO =@,
» GO = [GU-D G-, dlaieN

nazywamy goérnym ciaggiem centralnym grupy G, a jego
elementy hipercentralamij;



Uwaga
Niech (G,-) bedzie grupg, (G )ien jej gornym ciggiem
centralnym. Wowczas

1. GitY <« GO, GO < G, dlai e N;

2. GO /GU+Y) sq abelowe dla i€ N.



Dowdd:

(1) Pokazemy, ze jesli My < G oraz My <1 G, to [My, Ms] < G i
[Mi, Ms] € My n M.

Ustalmy w tym celu M7 < G i My < G.

Pierwsza teza wynika z udowodnionego wczeéniej twierdzenia.

Dla dowodu drugiej tezy ustalmy
[a1,01]% ... [an, by]*" € [My, Ms], gdzie a; € My, b; € My, dla
ie{l,...,n}.

Wéwecezas:

[CLl, bl]kl c [an, bn]k"

-1 -1 \k -1 -1 \kn
= (abiay” by )" ... (anbpa,” b, )™ e M.
—_— —_—
eMo eMo eMs eMs

Podobnie [ay,b1]% ... [an, bu]*" € M.



Pokazemy, ze G < G, dla i € N.
Dla ¢ = 0 jest to oczywiste, zalézmy wiec, ze G < G.
Wobec tego

G = [¢W, ¢ < G,

co dowodzi tezy na mocy indukcji wzgledem i € N.



Pokazemy, ze Gt < GO dla i € N.
Ustalmy ¢ € N.

Poniewaz G < G, mamy

G = (6D, gD c G A GW) = g,



(2) Pokazemy, ze G /GU+1) sy abelowe, dla i € N.
Ustalmy 7 € N.

Poniewaz GUt) < G, wiee GUHD) < GO,

Ponadto [G®), G?)] < GU+D | wiec wobec udowodnionego
weze$niej wniosku G /G(”l) jest abelowa.



Definicja

Niech (G, -) bedzie grupg. Wowczas jezeli (GW)en jest jej
gérnym ciggiem centralnym oraz G = {1} dla pewnego i € N,
to G nazywamy grupa rozwiazalna, a najmniejszq liczbe
ieN, dla ktérej G = {1} stopniem rozwigzalnosci.



Przyktady:

1. Rozwazmy grupe D(3). Ciag
D(3) > {1, O120, O240} > {1}

jest gérnym ciagiem centralnym i tym samym D(3) jest
rozwiazalna.



Definicja
Niech (G,-) bedzie grupg. Woéwczas skoriczony cigg podgrup
grupy G, (G = Go,Gq,...,Gy = {1}), taki, ze
» Git1 < Gy, dlaie{0,...,n—1},
nazywamy ciggiem podnormalnym (lub subnormalnym)
grupy G. Liczbe n nazywamy dtugoscia ciggu, a grupy
Gz’/Gz’-i-la dla i € {0, NN 1}

faktorami ciggu.



Twierdzenie
Niech (G, -) bedzie grupg skonczong. Nastepujgoce warunki sq
rownowazne:
1. G jest rozwigzalna,
2. istnieje cigg (G = Go, G1,...,Gp = {1}) podnormalny o
faktorach abelowych,
3. istnieje cigg (G = Go, G, ...,Gp = {1}) podnormalny o
faktorach cyklicznych.



Dowdd:

(1) = (2): oczywiste wobec wczesniejszych uwag i przykladéw.



(2) = (3): Pokazemy, ze skonczona grupa abelowa ma ciag
podnormalny o faktorach cyklicznych.

Jest to oczywiste, gdy |G| = 1, za$§ w przypadku |G| = m
zalézmy, ze dla grup rzedu |G| < m twierdzenie jest prawdziwe.

Pokazemy, ze w G istnieje ciag podnormalny o faktorach
cyklicznych.

Ustalmy a € G\{1}.

Niech H = {a).

Wowczas H jest cykliczna oraz |G/H| < m i oczywiscie G/H
jest abelowa.

Wobec zatozenia indukcyjnego
(G/H = G67 llavG;’L = {1})

jest ciggiem podnormalnym o faktorach cyklicznych.



Niech
Gi=r"HG)), dlaie{l,...,k} oraz Gpy1 = {1},

gdzie k : G — G/H jest epimorfizmem kanonicznym.

Woéwezas
Gi—l/Gi = G;_l/G;, dla i e {1, .. .,k)} oraz Gk-/GkJrl ~ H.

Zatem (G = Gy, G1,...,Gry1 = {1}) jest ciagiem
podnormalnym o faktorach cyklicznych i na mocy zasady
indukcji matematycznej teza zostala udowodniona.



Niech (G = Gy, G1,...,G = {1}) bedzie ustalonym ciagiem
podnormalnym o faktorach abelowych.

Grupy G,—1/Gi, i€ {1,...,k}, sa skohczonymi grupami
abelowymi.

Niech

G’i—l/Gi = G;"(), ;’1, e 7G;,k‘i = {1}, dla e {17 .. .,k},

beda ciaggami podnormalnymi o faktorach cyklicznych.
Niech

Gij =k (Gij), dlaje{0,... ki}ie{l,... k},

gdzie k; : Gi—1 — G;_1/G; sa epimorfizmami kanonicznymi.



Zatem:
» Gip=Gi—1, 1€ {1,...,k},
» Gig, = G, ie{l,...,k},
» Gij<Gij-1,dlajed{0,... k}, ie{l,... k},

> Giyjfl/GiJ ~ G /G/ dlajE{0,...,ki},i€{1,...,k3}.

Zvj_l Z:j’
Zatem (G = Gl,O, G171, ce G17k1 =Gy =
GQ’O, G2’1, cee ,GkaQ, e ,Gk70, ceey Gk = {1}) jest ci@giem
podnormalnym o faktorach cyklicznych.



(3) = (1): Niech (G = Gy, G1,...,G = {1}) bedzie ciagiem
podnormalnym o faktorach cyklicznych.
Pokazemy, ze G < Gy, dlai € {0,...,k}.
Jest to oczywiste dla ¢ = 0, zalézmy wiec, ze dla ustalonego
i > 0 zachodzi G c G;.
Pokazemy, ze GUtY) « Gy,
Istotnie:
G — (a9 G0 ¢ (G4, Gy

Poniewaz G;+1 < G; oraz G;/G;11 jest cykliczna, a wiec
abelowa, wiec wobec odpowiedniego wniosku:

[Gi,Gi] © Giq1.



Definicja
Niech (G, -) bedzie grupg. Grupe G nazywamy p-grupa, jezeli
|G| = p"* dla pewnej liczby pierwszej p oraz k € N.



Twierdzenie
Niech (G, -) bedzie p-grupg. Wowczas G jest rozwigzalna.



Twierdzenie
Niech (G, -) bedzie grupg, niech |G| = pq, gdzie p i q sq liczbami
pierwszymi. Wowczas G jest grupg rozwigzalng.



Przyktady:

2. Rozwazmy grupe D(4). Mamy
D) =8 =2,

a wiec D(4) jest rozwiazalna jako p-grupa.

3. Rozwazmy grupe S(3). Mamy
IS(3)| =6 =2"3,

a wiec S(3) jest rozwiazalna jako grupa rzedu pq.



Twierdzenie (Burnside’a)

3 Niech (G,-) bedzie grupg, niech |G| = p®q®, gdzie p i q sq
liczbami pierwszymi oraz a,b € N. Wowczas G jest grupg
rozwiqgzalng.

3Twierdzenie pochodzi z 1911 roku, zwiemy je tez “p®q®-theorem”.



Twierdzenie (Feit’a-Thompsona)
4 Niech (G,-) bedzie grupg, niech |G| = 2k + 1, gdzie k € N.
Wowczas G jest grupg rozwigzalng.

4Twierdzenie pochodzi z 1963 roku, jego oryginalny dowéd zajmuje 254
strony: W. Feit, J. Thompson, Solvability of groups of odd order, Pacific J.
of Math. 13 (1963), 775-1029.



