6.2. Baza i wymiar.

Definicja 6.6. Niech V bedzie przestrzenig liniowg nad ciatem F. Podzbior B C 'V nazywamy baza
przestrzeni V| jezeli:

(1) B jest liniowo niezalezny,
(2) B jest generujacy, tzn. lin(B) = V.

Przyktady:
(1) Rozwazmy przestrzen Q", lub R", lub C", lub Zy, lub GF(p™)", lub, najogélniej, F™, gdzie F'
jest dowolnym ciatem. Niech
1 0 0
0 1 0
€1 = . , €2 = . yeoey€p =
0 0 1

Wowczas (€1, €2, .. ., €,) jest baza. Nazywamy ja czesto bazg kanoniczna.



55

(2) Rozwazmy przestrzeit M) (F') i niech

00 ... 0 ...0
00 ... 0 ...0
0 0 1 0 — 1
62']': ) .
00 ... 0 0 |
f
J
Wowezas (€11, -+, E1ny €215 -« 5 €2y« s €Emls - - - 5 Emp) jest baza.

(3) Rozwazmy przestrzen F|z]. Wowcezas (1, z, 2%, 23, .. .) jest baza.
(4) Rozwazmy przestrzen C nad ciatem R. Wowcezas (1,14) jest baza.

Twierdzenie 6.7. Niech V' bedzie przestrzenig liniowg nad ciatem F', niech B C V. Nastepujgce warunki
5¢ TOWNOWAZNE:

(1) B jest bazq,

(2) B jest maksymalnym liniowo niezaleznym podzbiorem V.
Dowdd. (1) = (2) : Zalézmy, ze B jest baza. Przypu$émy, ze istnieje liniowo niezalezny podzbiér B C
B’ C V. Niech v € B'\ B. Poniewaz V = lin(B), wiec v = a1v; + asvy + ... + apvpy, dla pewnych
Viy..., Uy, € Boraz ay,...,a, € F. Wowczas 1 -v — a1v1 — ... — vy, = 011 # 0, a wiec B nie jest
liniowo niezalezny.

(2) = (1) : Zalézmy, ze B jest maksymalnym liniowo niezaleznym podzbiorem V. Wystarczy pokazac,
ze B jest generujacy. Ustalmy v € V. Jesli v € B, to v € lin(B). Jedli v ¢ B, to B U {v} jest liniowo
zalezny, a wiec av + a1v1 + . . . + apvy, = 0 dla pewnych a, aq,...,a,, € F oraz vy,...,v,, € B. Poniewaz
V1, ...,V 53 liniowo niezalezne, wiec a # 0. Zatem v = —%v; — ... — %=y, € lin(B). O

Whniosek 6.8. Kazda przestrzen liniowa ma baze.
Dowdd. Jezeli V- = {0}, to zbiér pusty jest baza. Jezeli V' # {0}, to istnieje § #v € Vi A = {v} jest
zbiorem liniowo niezaleznym. W niepustej rodzinie

X ={BCV:AC Bi B jest liniowo niezalezny}

uporzadkowanej przez inkluzje kazdy tancuch ma ograniczenie gorne, a wiec wobec lematu Kuratowskiego-
Zorna istnieje element maksymalny, ktory wobec Twierdzenia 6.7 jest baza. (]
Przyktlad:
(5) Rozwazmy przestrzen R nad ciatem Q. Z poprzedniego twierdzenia wynika istnieje bazy tej prze-
strzeni, jakkolwiek wskazanie jej elementow nie jest mozliwe. Baze te nazywamy bazg Hamela.

Twierdzenie 6.9. Niech V' bedzie przestrzenig liniowg nad ciatem F', niech B C V. Nastepujgce warunksi
Sq TOWNOWAZNE:

(1) B jest bazq,
(2) B jest generujgcy i dla kazdego v € V istnieje doktadnie jedna kombinacja liniowa taka, Ze

V=a1V1 + ...+ QnUn,

dla ay,...,0, € Fivy,...,v, €B.
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Dowdd. (1) = (2) : Ustalmy v # 0 i przypusémy, ze

!0 7
V=a101 + ...+ AUy = av; + ..+ a, v,

dla vy,..., 0,01, ...,0, € Boraz ay,...,any,d),...,a, € F. Wowczas
! ! !
0 =av1+ ...+ apvy, —av; — ... —a,v,
i poniewaz v # 0, nie wszystkie a;, a; sa rowne 0, skad vy, ..., vm,v],..., v, sa liniowo zalezne. Jest to

mozliwe, jesli n = m oraz v; = v..
(2) = (1) : Przypusémy, ze B jest liniowo zalezny. Wowczas
V=a1V1 + ...+ anUn
dla pewnych v, vq,...,v,, € Boraz ay,...,a,, € F. Zatem v = 1-v oraz v = a v +. ..+ a,,v,, 8§ dwiema
kombinacjami liniowymi wektoréow z B dajacymi v. O
Definicja 6.10. Niech V' bedzie przestrzeniq liniowg nad ciatem F, niech B C V. Dla v € V jedno-
znacznie wyznaczone skalary aq, ..., ay, € F takie, zZe dla pewnych vy, ..., v, € B:
V=ai1V1 + ...+ anUm

nazywamy wspoétrzednymi wektora v w bazie B.

Przyktady:
(6) Rozwazmy przestrzen R®. Poniewaz

1 1 0 0
21=110(+2|1|+3|0
3 0 0 1

1

wiec wektor | 2 | ma w bazie (€1, €2, €3) wspohrzedne (1,2, 3).
3

(7) Rozwazmy przestrzen R®. Poniewaz

1 0 1 1
2| =21 |+1]0]|+0|1
3 1 1
0 1
1

0
1 1
wiec wektor | 2 | ma w bazie 11,101, wspohrzedne (2,1,0).
3 1 1 0
Lemat 6.11. Niech V bedzie przestrzenig liniowqg nad ciatem F', niech v,v1,...,Up, Wy,...,w, € V.
Jezeliv € lin(vy, ..., Uy, w1, ..., w,) oraz v & lin(wy, ..., w,), to dla pewnego i € {1,...,m}:

U EUN(V1, .o V1, U Vg1, ey Uy Wy ey W)

Dowdd. Zatdézmy, ze v = a1vy + . .. + AUy + biwy + . .. 4 byw,, dla pewnych aq, ..., ap,b1,...,b, € F.
Zauwazmy, ze istnieje a; # 0 dla pewnego i € {1,...,m}: gdyby a1 = ... = a,, = 0, to woéwczas
v=>bw + ...+ byw, € lin(wy,...,w,). Wobec tego:

ay A;—1 1 Aj+1 Am by by,

V= ——"U1 —...— Vi—1 + —v — Vitl —--o — —Up — — W1 — ... = —Wp.
Q; Q; Q; a; Q; Q; a;
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Twierdzenie 6.12 (Lemat Steinitza? o wymianie). Niech V bedzie przestrzeniq liniowq nad ciatem

F, niech v,vq,...,0p,w1,...,w, € V. Zaléimy, ze V = lin(vy,...,v,) oraz zZe wy, ..., w, s¢ liniowo
niezalezne. Wowczas:
(1) n <m,
(2) istniejq i1,1s, ..., in_y takie, Ze
V =lin(wy, ..., Wn, V5,50, )

Dowdd. Dowbdd prowadzimy indukcyjnie wzgledem n. Dla n = 0 nie ma czego dowodzi¢. Zatézmy, ze jesli

wy, . . ., Wy, sa liniowo niezalezne, to n < m oraz istnieja iy, . . ., i,y takie, ze V = lin(wy, ..., Wy, viy, ..., 5, ).
Niech wy, ..., w,+1 beda liniowo niezalezne. Jedli n < m, to n+ 1 < m. Jedli n = m, to wobec zalozenia
indukcyjnego V' = lin(wy, ..., w,) i stad w,41 € lin(wy,...,w,), a wiec wy, ..., Wy, W,41 nie moga by¢

liniowo niezalezne.
Pozostaje wykazaé cze$¢ (2) twierdzenia. Wobec zatozenia indukcyjnego:

Wpy1 €V =lin(wy, ... w0, V3.0, ).
Ponadto wy, 41 ¢ lin(wy, ..., w,). Wobec Lematu 6.11, po ewentualnej zmianie notacji
Vi Elin(wy, e W, Wit 1, Vi e ey Vi)
Zauwazmy, ze poniewaz kazdy z wektorow wy,...,wy, v, ...,v;, , jest kombinacja liniowa wektoréow
Wiy e oy Wy W1, Uiy -+, U, OTaz poniewaz V = lin(wy, ..., Wy, v, ..., ), wiec w konsekwencji
V =lin(wy, ..., Wy, Woi1, Vigyeno Vi)

O

Whniosek 6.13. Niech V' bedzie przestrzenig liniowg nad ciatem F. Jezeli n-elementowy uktad jest bazg
przestrzeni V', to kazda baza tej przestrzeni sktada sie z doktadnie n wektorow.

Dowdéd. Niech (wn,...,w,) 1 (v1,...,vy) beda bazami. Wowczas uktad (v, ..., v,) jest liniowo nieza-
lezny, a (w1, ..., w,) generujacy, wiec z lematu Steinitza m < n. Przez symetrie n < m. O

Definicja 6.14. Niech V' bedzie przestrzenig liniowg nad ciatem F. Liczbe elementow dowolnej skori-
czonej bazy przestrzent V- nazywamy wymiarem i oznaczamy dim V. Jezeli nie istnieje skoriczona baza
danej przestrzeni, przyymujemy dim 'V = oo.

Twierdzenie 6.15. Niech V' bedzie przestrzenig liniowg nad ciatem F, niech dimV = n. Wowczas
gezeli U <V, to dimU < n.

Dowéd. Wobec lematu Steinitza kazdy liniowo niezalezny podzbiér V' ma co najwyzej n elementdw.
Ponadto kazdy liniowo niezalezny podzbiér U jest liniowo niezaleznym podzbiorem V', a wiec ma co
najwyzej n elementéw. W szczegdlnosei baza U ma co najwyzej n elementéw, a wiec dim U < n. ([

Whniosek 6.16. Niech V' bedzie przestrzenig liniowg nad ciatem F, niech dimV = n. Niech U < V.
Nastepujgce warunki sq réwnowazne:

(1) U=V,

(2) dimU = n.

2Ernst Steinitz (1871-1928) urodzony w Laurahiitte, dzi$ czes$¢ Siemianowic Slaskich.
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Dowdd. (1) = (2) : Jezeli U =V, to oczywiscie dim U = n.
(2) = (1) : Zatézmy, ze (vq,...,v,) jest bazg U. Baze te mozna uzupeli¢ do bazy V. Ale baza V
bedzie miala n elementéw, a zatem (vy,...,v,) jest baza V. O

Definicja 6.17. Niech V' bedzie przestrzenig liniowq nad ciatem F', niech vy, ...,v, € V, niech ay,...,a, €
F. Réwnosé postaci

av + ...+ ayv, =0
nazywamy zaleznoscia miedzy vy, . . ., v,. Ciggi wspdlczynnikow (ay, . .., a,) odpowiadajgcych wszystkim
zaleznodciom miedzy vy, . . ., v, tworzq podzbidr przestrzeni F™ oznaczany przez Z(vy, ..., v,) © nazywany

zbiorem zaleznosci miedzy vy, ..., Uy.

Twierdzenie 6.18. Niech V bedzie przestrzeniq liniowq nad ciatem F, niech vy, ..., v, € V. Wowczas
2bidr zaleznosci Z(vy, ..., v,) jest podprzestrzeniq przestrzeni F™ oraz

dim Z(vq,...,v,) =n —dimlin(vy, ..., v,).
Dowdd. Sprawdzenie, ze Z(vy,...,v,) jest podprzestrzenia pozostawiamy Czytelnikowi jako nietrudne
¢wiczenie. Niech r = dim lin(vy, . . ., v,). Wowczas kazdy maksymalny liniowo niezalezny podzbiér zbioru
{v1,...,v,} sklada sie z r elementéw. Mozemy zatozyé, ze vy, ..., v, sa liniowo niezalezne. Wowczas
Up4i = Q101 + ...+ Qip Uy
dla pewnych a;1,...,a; € F,i € {1,...,n —r}. Pokazemy, ze
(G/ll, . ,alr, —1,0, ey 0),
(CLQl, . ,CLQT,O, —1, ey 0),
(an—r,la e 7an—7",7"7 07 07 ey _1)
tworza baze przestrzeni Z(vy, . ..,v,). Poniewaz
anvi + ...+ QU — Vpyy =0
wiec (a1, ..., 04,0,...,0,—=1,0,...,0) € Z(vy,...,v,). Zaltézmy, ze
0,...,0) = x1(a1y,...,a1,,—1,0,...,0)
+ IQ(G,Ql, ce ,GQT,O, —]., ce ,0)
+ xn—r(an—r,lp sy Apr 07 07 ) _]-)

W szczegblnosci dla wspotrzednej n — r + i



a wiec x; = ... = x,_, = 0 1 wektory sg liniowo niezalezne. Ustalmy (ai,...,a,) € Z(vy,...,v,).
Wowczas
(al,...,an)+a1(a11,...,alr,—l,O,...,O)
+ CLQ(GQl,...,CLQT,O,—L...,O)

+ ap(@n—r1,---san_rs,0,0,...,—1)
= (@ +aa + ...+ apay_r,..., (0 + 101, + ...+ anay_r;,0,...,0)
€ Z(,...,0),

a zatem
(a1 + aran + ...+ apGp_r1)v1 + ... + (@p + G101, + . .. + Ay )0 = 6.
Poniewaz vy, ..., v, sa liniowo niezalezne, wiec
a +aia + .o+ plp_p1 = ... =0 + 0101, + ...+ A0y =0
i tym samym
((11, ce ,an) = —al(all, ey 1y, —1,0, s ,0)

— a2(a217 e ,(127.,(), —1, - ,0)

— ap(@n—r1s- s Anry,0,0,...,—1).
O

Twierdzenie 6.19. Niech V bedzie przestrzenig liniowq nad ciatem F, niech U, Uy <V, dim Uy < oo,
dim Uy < 0o. Wowczas dim(U; NUy) < oo, dim(U; + Us) < 0o oraz
d1m(U1 N UQ) + d1m(U1 + UQ) = dim U1 + dim U2.

Dowdéd. Poniewaz U; N Uy C Uy oraz dimU; < oo, wiec dim(U; N Us) < oo. Niech (vy,...,vx) be-
dzie baza U; N Us. Mozemy uzupelié ja do bazy (vi,...,U,...,v,) podprzestrzeni U; i do bazy

(U1, .oy Uy« .., Wy,) podprzestrzeni Us. Oczywiscie lin(vy, ..., Vg, ..., U, ..., W) = Uy + Us. Pokazemy,
ze wektory (1, ..., Uk, Ugg1y - - Uny Wit1, - - -, W) S liniowo niezalezne.

Zaloézmy, ze ajvy + ...+ apUy + bpp1wWpi1 + ...+ bpw,, = 0 dla pewnych ay, ..., @y, bgi1,. .., by € F.
Wéwezas

a1 + ... + apv, = —bp 1wk — .. — bpw,, € Us,

awiec ajvy+...+a,v, € UyNUy. Tym samym agy1 = ... = a, =0, a wiec ajvy +. . .+ apvp + b 1wp1 +
oo+ bpw,, = 01 skoro (v, ..., vk, ..., wy,) sa liniowo niezalezne, wiec réwniez a3 = ... = ap = byyq =
...=b, =0. O

Whniosek 6.20. Niech V' bedzie przestrzeniq liniowg nad ciatem F', niech dim'V < oo, niech Uy, Us < V.
Wowczas

gdzie dimV = n.

Dowadd. Wystarczy zauwazy¢, ze dim(Uy + Us) < n. d

Definicja 6.21. Niech V' bedzie przestrzeniq liniowg nad ciatem F, niech dimV < oo. Hiperplasz-
czyzng nazywamy kazdg podprzestrzen przestrzeni Vo o wymiarze n — 1.
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Twierdzenie 6.22. Niech V' bedzie przestrzeniq liniowg nad ciatem F', niech dimV =n. Niech U <V
1 niech dimU = k. Wowczas U jest czeScig wspdlng n — k hiperplaszczyzn.

Dowdd. Niech (vy,...,v;) bedzie baza U. Mozemy uzupeié¢ ja do bazy (vi,..., vk, Ukt1, ..., V) Prze-
strzeni V. Niech W; = lin(vy, ..., Uktio1, Vkpitts---»Un), & € {1,...,n—k}. Pokazemy, ze U = WiN...N
Wo—k.

Oczywiscie U = lin(vy, ..., vx) C WiN...NW,_x. Ustalmy v € WiN...NW,,_x. Niech v = ajv1+.. .+
a,v, dla pewnych ay, ..., a, € F. Ustalmy i € {1,...,n—k}. Wowczas v € W;, a wiec a;v1+. .. +a,v, €
W;. Tym samym ay; = 0. ]

Twierdzenie 6.23. Niech V bedzie przestrzenig liniowq nad ciatem F, niech dimV = n. Niech Wy, ..., W,
bedg hiperplaszczyznami. Wowczas

dim(Win...nW;) >n—1L.
Dowdd. Dla | = 1 nie ma czego dowodzi¢. Zatdézmy, ze | > 1 i ze dla [ hiperptaszczyzn rezultat jest

prawdziwy. Niech Wi, ... Wy beda hiperptaszczyznami. Wowcezas dim(Wy N ...NW;) > n —[. Wobec
Wniosku 6.20 dim(WyN...0nW,NWy) > dim(Win..nW)+n—-1—-n>n—-I1l—-1=n—(1+1). O

Whniosek 6.24. Niech V' bedzie przestrzenig lintowg nad ciatem F', niech dimV = n. Niech U <V 1
niech dimU = k. Wéwczas U jest czescig wspolng n — k, ale nie mniejszej liczby hiperptaszczyzn.
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7. WYKLAD 7: STRUKTURA ZBIORU ROZWIAZAN UKELADU ROWNAN.

Definicja 7.1. Niech F bedzie ciatem, niech Uy bedzie ukladem jednorodnym m réwnan lintowych o n
niewtadomych 1 wspétczynnikach z ciata F. Niech Uy bedzie podprzestrzenig F™ rozwigzan ukladu Uy.
Kazdg baze Uy bedziemy nazywaé uktadem fundamentalnym rozwigzan ukiadu Uy, a kazde przedsta-
wienie parametryczne Uy rozwigzaniem ogélnym uktadu U.

Niech U bedzie ukladem m rownan liniowych o n niewiadomych i wspdtczynmikach z ciata F'. Niech
W bedzie warstwg podprzestrzeni przestrzent F™ wyznaczong przez rozwigzania ukliadu U. Kazde przed-
stawienie parametryczne W nazywamy rozwigzaniem ogdlnym ukladu U.

Twierdzenie 7.2. Niech F' bedzie cialem, niech U < F™ bedzie wyznaczona przez rownanie a1xy + ... +

anxn, =0, dla pewnych ay, ..., a, € F nie wszystkich réwnych zeru. Wowczas U jest hiperplaszczyzng.
Dowdd. Zatézmy, ze a; # 0. Wowcezas €1 ¢ U, a wiec dimU < n— 1. Ponadto €3 — e e~ e, 6 —
ne; € U i wszystkie te wektory sa liniowo niezalezne. O

al

Whniosek 7.3. Niech F' bedzie ciatem, niech U < F™ bedzie wyznaczona przez uktad m réwnan jedno-
rodnych o n niewiadomych. Wowczas dimU > n — m.

Dowdd. Wynika wprost z Twierdzen 7.2 1 77, O
Twierdzenie 7.4. Niech F' bedzie ciatem, niec U < F™ bedzie hiperptaszczyzng. Wowcezas U jest wy-
znaczona przez rownanie a1xy + ... + a,x, = 0, dla pewnych aq,...,a, € F nie wszystkich rownych
zeru.

Dowdd. Zatézmy, ze (o, ..., a,_1) jest baza podprzestrzeni U. Niech

a; = lap, ... a,), dlaie{l,....,n—1}.
Rozwazmy uktad réwnan

a1+ ...+ ATy = 0
A21L1 + ...+ AopTy = 0

o -
Ap—1,101 —+ ...+ Ap—1nTn = 0

i niech Uy oznacza podprzestrzen rozwiazan uktadu Uy. Wobec Wniosku 7.3 dimUy > n — (n — 1) = 1,

niech zatem 6 # [by,...,b,| € Uy. Podprzestrzen W wyznaczona przez réwnanie byx; + ...+ bz, =0
jest hiperptaszczyzna wobec Twierdzenia 7.2. Ponadto, wobec okreslenia [by, ..., b,], aq,...,ap_1 € Wi
tym samym U = lin(ay,...,q,—1) C W. Poniewaz dimU = dim W = n — 1 oznacza to, ze U = W. O

Whniosek 7.5. Niech F' bedzie cialem, niech U < F™ bedzie podprzestrzenig k-wymiarowg. Wowczas U
jest wyznaczona przez przez uklad ztozony z n — k, ale nie mniej, jednorodnych réwnan liniowych.

Dowéd. Wynika wprost z Twierdzenia 7.6 i Wniosku ?7. (]

Twierdzenie 7.6. Niech F' bedzie ciatem, niech Wy, ..., Wy < F™ bedqg hiperptaszczyznami. Niech l; = 0
bedzie rownaniem hiperplaszczyzny Wi, l; € Fylay, ... xy], 0 € {1,...,k}. Wowczas dim(WiN...NWy) =
n — k wtedy i tylko wtedy, gdy formy liniowe 11, ..., sq liniowo niezalezne.
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Dowdéd. Zatdézmy, ze formy Iy, ..., [l sa liniowo zalezne. Wobec Twierdzenia 7?7 jedna z tych form jest
kombinacjg liniowg pozostatych — mozemy zatozy¢, ze [ jest kombinacja liniowa form Iy, ..., lx_1. Wow-
czas uktady

ll - 0 l] - 0

: oraz

lr=0 k1 =0

maja identyczne zbiory rozwiazan, a wiec Wi N...N W, = Wy N...N Wy_1. Wobec Twierdzenia 77,
dm(Win...NnWiy) >n—k—1=n—k+1>n—k, wiec dim(WyN...NWy) > n — k. Wobec
Twierdzenia ?? i prawa kontrapozcyji udowodniliémy zatem, ze jezeli dim(W;y N...N W) =n —k, to
formy {1, ..., sa liniowo niezalezne.

Zat6zmy, ze formy Iy, . . . , Iy sa liniowo niezalezne. Uktad (11, . .., ;) uzupelniamy do bazy (I, ..., Ik, ..., 1)
przestrzeni liniowej Fj[xq, ..., z,]; form liniowych n zmiennych. Niech W; bedzie hiperptaszczyzna wy-
znaczona przez réownanie [; = 0,1 € {1,...,n}.

Pokazemy, ze Wi N...NW, = {0}. Poniewaz i, ..., 1, generuja przestrzen Fy[zy,...,x,]1, wiec formy
Z1,...,Ty s kombinacjami liniowymi form [y,...,l,. Tym samym kazdy wektor bedacy rowigzaniem
uktadu

ll = 0

l,=0
jest tez rozwiazaniem uktadu zy = 0,...,z, = 0, a wiec WiN...NW,, C {0} i tym samym WiN...NW,, =
{9%&7 szczegolnosel dim(Wy N...NW,,) = 0. Poniewaz dim(Wy 1 N...NW,,) > n— (n— k) = k, wiec
wobec Wniosku 6.20
0 = dim(Win...nW,) >dim[(Win...0nW)N (Wi N.o.NW,)]

> dim(Win...n W) +dim(Wypy N...NW,) —n

> dim(WinN...0n W) +k —n,
czyli dim(WiN...NWy) < n—kitym samym, wobec Twierdzenia 7?7, dim(WiN...NWy) =n—Fk O

Whiosek 7.7. Niech F bedzie ciatem, niech ly, ...l € Fylxy, ..., x,]1, niech U < F™ bedzie podprze-
strzenig wyznaczong przez uklad réwnan

=0
Uy :
I, =0.
Wowczas dimU = n — dimlin(ly, ..., l;)
Dowdd. Niech dimlin(ly,...,ly) = r i niech l; ,...,[; bedzie maksymalnym liniowo niezaleznym pod-
zbiorem {ly,...,1,}. Wowczas U jest wyznaczona przez uktad
l;, =0
l; =0.

i wobec Twierdzenia 7.6 dimU =n —r =n — dimlin(ly,...,[,). O
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Definicja 7.8. Niech F bedzie cialem. Niech A = [a;;] € MIL(F). Oznaczmy B; = [ an ... aim |, dla
ie{l,...,m}, tak aby
B
A=
Brm

Oznaczmy ponadto:

ai;

a; = : , dlajed{l,... ,n},

Amg
tak aby A= [ o |... | ayn |. Liczbe dimlin(By, ..., Bn) nazywamy rzedem wierszowym macierzy A,
a liczbe dim lin(ay, . . ., ay,) nazywamy rzedem kolumnowym macierzy A.

Twierdzenie 7.9. Niech F' bedzie ciatem, niech A = |a;j] € M) (F). Rzqd kolumnowy macierzy A
rowny jest jej rzedowi wierszowemau.

Dowéd. Oznaczmy 3; = [ ain ... an |, dlai € {1,...,m}, tak aby
5}
A=
Brm
oraz
alj
aj = : ,dlaje{l,...,n},
amj
tak aby A = [ Q1 ‘ ‘ Qan ] Podprzestrzen Z(ay,...,«,) przestrzeni F™ jest identyczna z podprze-

strzenig rozwiagzan uktadu
111 + ...+ ATy = 0

am1T1 + ...+ appnxy, = 0.

Wobec Twierdzenia ?7:

dim Z(ay,...,a,) =n —dimlin(ay, ..., o).
Wobec Wniosku 7.7:

dim Z(aq, ..., a,) =n —dimlin(ly, ..., 1,),
gdzie l; = ajpwy + ...+ apmxy, € Filxe, ..., 2,1, dlai € {1,...,m}. Przeksztalcenie ¢ : Fj,[xq, ..., 2,)1 —
™ dane wzorem

o1y + ...+ cpxy) = [c1, .o, )

jest izomorfizmem przestrzeni liniowych, a wiec dimlin(ly, ... 1) = dimlin(Sy, ..., 5,). Reasumujac:
n—dimlin(ay,...,q,) =dim Z(a, ..., o) =n —dimlin(ly, ..., l,) =n—dimlin(G, ..., Bn),
a wiec dimlin(ay, ..., a,) = dimlin(B, ..., Bn)- O

Definicja 7.10. Niech F' bedzie ciatem, niech A = [a;;] € M}(F'). Wspdlng wartosé rzedu kolumnowego
i rzedu wierszowego macierzy A nazywamy rzedem macierzy A i oznaczamy r(A).
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Whniosek 7.11. Niech F' bedzie ciatem, niech A = [a;;] € M) (F). Wartosé r(A) nie ulegnie zmianie,
jezeli na kolumnach lub wierszach macierzy A wykonamy operacje elementarne typu 1, 2 lub 3.

Przyktad:

(1) Powyzszy wniosek daje praktyczna metode znajdowania rzedu macierzy: najpierw sprowadzamy
przez operacje elementarne dang macierz do postaci trojkatnej, a nastepnie zliczamy niezerowe
wiersze lub kolumny. Dla przyktadu obliczymy rzad macierzy

— - w =
e
W~ =N
oS NG RN

Mamy kolejno:

1121 1 1 2 1
o 3 1 4 5 Wo — 3UJ1 o 0 -2 -2 2 Wy (—2)
r(A) = "Tl76 1 2 ws — Tw, 0 1 13 -5
11 3 4 Wy — W1 0 0 1 3
ko — Ky ks — 2k, ky— Ky
1 0 0 0] 1 0 0 0
B 0 1 1 -1 B 0 1 1 —1
= "1lo -1 —-13 =5 wy +wy 0 0 ~12 -6 ws |
00 1 3 0 0 1 3 wy 1
ks — ko Kyt ko
10 0 0 ] 100 0
o ljor 0 o oo .y
- 00 1 3 - 001 3 -
00 —12 —6 | wy + 12w; 00 0 30
1 0] 0 0
. 0 1 0 0 .
gdyz wektory ol 1ol |1 3 (lub, symetrycznie, [1,0,0,0], [0,1,0,0], [0,0,1,3],
0 0 0 30

0,0,0,30]) sa liniowo niezalezne.
Whiosek 7.12. Niech F bedzie cialem, niech A = [a;;] € M (F). Wéwczas r(A) = r(AT).

Whniosek 7.13. Niech F' bedzie ciatem, niech

1121+ ... + QpTy = 0
U()Z

1T+ ..o+ Gy, =0
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bedzie uktadem m jednorodnych réwnan liniowych o wspdtczynnikach z ciata F, niech

a1y a12 Ce A1p

A=
Aml Gm2 - Gmp
niech Uy < F™ bedzie podprzestrzenig rozwigzan uktadu Uy. Wowczas
dim Uy =n —r(A).

Dowdéd. Wynika wprost z przyjetych definicji i z Wniosku 7.7. (]
Whiosek 7.14 (twierdzenie Kroneckera-Capelliego). Niech F' bedzie cialem, niech

a1y + ...+ ap,T, = b anxy +...+apr, =0

U:<: oraz Uy :
U1 T1 + ... + QT = by Q1 T1 + - .. + ATy, = 0,

bedg uktadami m rownan lintowych o wspolczynnikach z ciata F' i@ m jednorodnych réwnan liniowych o
wspotczynnikach z ciata F' otrzymanym z rownan vkladu U przez zastgpienie prawych stron zerami, niech

ay Q2 ... Qi by ai; a2 ... Qin
e e A 2 e R
Gm1 Om2 .. Gmp bm Am1 Om2  -+. Qmn
niech Uy < F™ bedzie podprzestrzenig rozwigzan uktadu Uy. Wowczas uktad U ma rozwigzanie wtedy
i tylko wtedy, gdy r(A) = r(Ap). Ponadto jesli uklad U ma choé jedno rozwigzanie, to wéwczas zbior

wszystkich rozwigzan jest warstwg podprzestrzeni Uy, przy czym dimUy = n — r(A). W szczegdlnosci
uktad ma dokladnie jedno rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy r(A) = r(Ag) = n.

Dowdd. Wystarczy udowodnié, ze uklad ma rozwiazanie wtedy i tylko wtedy, gdy r(A) = r(Ay) —
pozostate tezy twierdzenia wynikajg z Twierdzenia 7?7 i Wniosku 7.13. Oznaczmy

15 b1
a; = : ,dlaje{l,...,n}, oraza; = | : |,
amj bm
tak, aby A = [ o ‘ ‘ Q, ‘ ¥ ] Uktad U mozemy zapisa¢ wektorowo jako

Uy : T100 + ... + Th0, = 0.

Elementy a4, ...,a, € F s rozwigzaniem ukladu U, wtedy i tylko wtedy, gdy a1a1 + ... + a,a, = 3, a
zatem wtedy i tylko wtedy, gdy 3 € lin(aq, ..., a,), a zatem wtedy i tylko wtedy, gdy lin(aq, ..., a,) =
lin(aq, ..., an, 3), a zatem wtedy i tylko wtedy, gdy dimlin(aq,...,q,) = dimlin(aq, ..., a,, 3) (jako

ze lin(ay, ..., ap) Clin(ag, ..., an, 0)), czyli gdy r(Ag) = r(A). O
Twierdzenie 7.15. Niech F' bedzie ciatem, niech
a1y + ...+ ATy = bl a1y + ...+ ATy = 0
u:<: oraz Uy :

A1 X1+ ...+ A Ln = b A1 X1+ ... + Ay, = 0,
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niech ponadto
a2 ... Qip by 11 A2 ... Qin
A= f R f oraz Ag = : DU .
Gml Om2  --- OUmp by Gml Qm2 - Qmp
Wowczas uklad U jest niesprzeczny wtedy i tylko wtedy, gdy r(A) = r(Ay).

Dowdd. Wezesniej zauwazylismy (Wniosek ?7), ze uklad sprzeczny nie ma rozwiazan, a zatem, wobec
twierdzenia Kroneckera-Capelliego, r(A) # r(Ap). Pozostaje sprawdzié, ze jesli uktad jest niesprzeczny,

to r(A) = r(Ao). Zalozmy, ze r(A) # r(Ap). Niech 8; = [ ai ... ai |, dlai € {1,...,m}, i niech
Bi=lan ... awm b ], dlaie{l,...,m}, tak aby
B B
Ag=| oraz A= |
B B
Niech ponadto
a1 by
aj = : ,dlaje{l,....,n}, oraz = | : |,
Uy b,
tak, aby A = [ Q1 ‘ ‘ o, ‘ I} ] Wowczas:

dimlin(By, ..., 0m) =r(Ay) = dimlin(ay, ..., a,) < dimlin(ay, ..., a,, ) = r(A) = dimlin(5, ..., 5,),
a zatem r(Ag) < r(A). Istniejg zatem liczby naturalne iy, ..., i, takie, ze wektory 3 ,..., 3 sa liniowo
niezalezne, a wektory 3, ..., 3. sa liniowo zalezne. Tym samym istnieja aq,...,as € F' takie, ze

m B+ ...+ af, #0oraz a0, + ...+ as, = 0.

Tym samym a5 + ...+ a3 =1[0,0,...,0,a], dla pewnego a # 0. Wobec tego mnozac i;-te rownanie
uktadu U przez a;, dla j € {1,...,s}, a nastepnie dodajac tak zmodyfikowane réwnania stronami,
otrzymujemy 0 = a. U



