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5. WYKLAD 5.
5.1. Przestrzenie liniowe i podprzestrzenie.

Definicja 5.1. Niech F bedzie cialem. Algebre (V, F,+,-), gdzie V % 0, + jest dzialaniem w zbiorze V
zwanym dodawaniem wektordow, a - jest dziataniem zewnetrznym ciata F' na 'V zwanym mnozeniem
przez skalar nazywamy przestrzeniag liniowa (lub wektorowa), jezeli:
(1) Yo,w,u € V[v+ (u+w) = (v+u) + w),
2) Yo,w e Viv+w=w+1],
) Yo € V3w € Wv+w = 6], gdzie 0 jest pewnym ustalonym elementem V,
)YoeVv+60=0+v=uv],
) Ya,b € F¥v € V[(a+ b)v = av + bv],
) Ya € F¥v,w € V]a(v+ w) = av + aw],
) Ya,b € FYv € V]a(bv) = (ab)v],
8) Vo e V[1-v=n1].
Elementy zbioru V' tradycyjnie nazywamy wektorami.

Przyktady:
(1) Niech E bedzie ptaszczyzna euklidesowa, niech P € E bedzie ustalonym punktemm niech

Sp(E)={PQ: Q € E}

bedzie zbiorem wektoréw zaczepionych w pukcie P. Wéwcezas (Sp(E),R,+, ) jest przestrzenia
liniows, gdzie + jest dzialaniem dodawania wektoréw na plaszczyznie zgodnie z reguty rownole-
globoku, a - jest dziataniem mnozenia wektoréw przez skalary rzeczywiste.

(2) Szczegdlnym przypadkiem powyzszej konstrukcji jest przestrzen (S (£), R, +,-) wektoréw za-
czepionych w poczatku uktadu wspdtrzednych (0,0).

(3) Uogdlnieniem poprzedniego przyktadu jest przestrzen wspéirzednych. Niech F' bedzie dowol-
nym cialem, niech n € N, niech

(
(3
(4
(5
(6
(7

ay
= : Sy, .., 0, €EF
an
Wowezas (F™, F,+,-) jest przestrzenia liniowa, gdzie + oraz - sa dzialaniami zdefiniowanymi
wzorami:
ax by a, + by, aq aa;
: + : = : oraz a - : = :
ap, b, an + b, an, aay,
(4) Wektory przestrzeni wspétrzednych wygodnie jest czasem zapisywaé poziomo zamiast pionowo.
Niech F' bedzie dowolnym ciatem, niech n € F', niech
F,=A{la1,...,;a,] s a1,...,a, € F}.

Wowczas (F,, F,+,-) jest przestrzenia liniowa, gdzie + oraz - sa dzialaniami zdefiniowanymi
wzorami:
(a1, ... an] + [b1,...,by) = [a1 + b1, .. a4y + by
oraz
alay, ..., a,] = [aa, ..., aay).
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(5) Niech F bedzie dowolnym ciatem. Woéwezas (M (F), F,+,-) jest przestrzenig liniowa, gdzie +
oraz - sg dzialaniami dodawania macierzy i mnozenia macierzy przez skalar.
(6) Niech F' bedzie dowolnym cialem, niech

F* ={(a,as,...):a; € F, dlai € N}

bedzie zbiorem ciagéw elementow ciata F. Wowcezas (F'*°, F, +, -) jest przestrzenia liniowa, gdzie
+ oraz - sg dziataniami zdefiniowanymi wzorami:

(al,ag, .. ) + (bl,bQ,. . ) = (a1 +b1,a2 +b2,. . )
oraz
alay,ag,...) = (aay,aas,...).

(7) Niech F' bedzie dowolnym ciatem, niech
F() = {(a1,as,...) 1 a; € F, dlai € N,a; = 0 dla prawie wszystkich ¢ € N}

bedzie zbiorem ciggéow elementéw ciata F' o skonczonej liczbie niezerowych wyrazow. Wéowczas
(Floo), F,+,-) jest przestrzenia liniowa, gdzie + oraz - sa dzialaniami zdefiniowanymi jak w
poprzednim przyktadzie.

(8) Niech F bedzie dowolnym ciatem, niech A # () bedzie niepustym zbiorem, niech

FA={f:A— F: f jest funkcja}

bedzie zbiorem wszystkich funkcji ze zbioru A w ciato F. Wéwcezas (F4, F, +, -) jest przestrzenia
liniows, gdzie + 1 - sg dziataniami zdefiniowanymi nastepujaco:

(f +9)(x) = f(x) +g(z), dlaz € A,
(a- f)(xz)=af(x), dlaz e A.

(9) Szczegdlnym przypadkiem poprzedniego przyktadu jest sytuacja, w ktérej zbior A = {z} jest
jednoelementowy. Zbiér F4 oznaczamy wéwcezas F* i przestrzen (F*, F,+,-) definiujemy przez
dziatania jak w poprzednim przyktadzie.

(10) Niech I C R bedzie przedziatem na prostej rzeczywistej, niech

Co(I)={f: T —R: f™ jest ciggta}

bedzie zbiorem wszystkich funkcji rzeczywistych na przedziale I, ktérych n—ta pochodna jest
ciagta. Wowcezas (C,,(I), R, +, ) jest przestrzenig liniowa, gdzie dziatania + i - definiujemy jak w
poprzednich dwbch przyktadach.

(11) Niech F' bedzie dowolnym ciatem. Wowczas (F'[z], F, +, -) jest przestrzenia liniowa, gdzie + i - sa
dziataniami dodawania wielomianéw i mnozenia wielomianu przez skalar.

(12) Niech F bedzie dowolnym ciatem, niech n € N i niech

Flz], ={f € Fla] : deg f < n}

bedzie zbiorem wielomianéw stopnia co najwyzej n. Wowczas (Flz],, F,+,+) jest przestrzenia
liniows, gdzie + i - sa dziataniami dodawania wielomianéw i mnozenia wielomianu przez skalar.

(13) Niech F bedzie dowolnym ciatem. Wéwczas (Flxy, ..., z,], F,+, ) jest przestrzenig liniowa, gdzie
+ i - s3 dziataniami dodawania wielomianéw i mnozenia wielomianu przez skalar.



43

(14) Niech F bedzie dowolnym ciatem, niech m € N i niech
F[xlv"'7xn]m = {f € F['xla"'vxn] :degf < m}

bedzie zbiorem wielomianéw stopnia co najwyzej m. Wowczas (Fx1, ..., Tp|m, F,+, ) jest prze-
strzenia liniowa, gdzie + i - sg dziataniami dodawania wielomianéw i mnozenia wielomianu przez
skalar.

(15) Rozwazmy ciala Q € R C C. Woéwczas (R, Q,+,-) jest przestrzenia liniowa, gdzie + i - sa
dziataniami dodawania liczb rzeczywistych i mnozenia liczb rzeczywistych przez liczby wymierne.
Podobnie (C,Q, +,-) i (C,R+, ) sa przestrzeniami liniowymi.

(16) Powyzszy przyklad mozna uogélni¢ jak nastepuje: niech F' i E beda dowolnymi cialami, przy
czym F C E. Wowcezas (E, F, +, ) jest przestrzenia liniowa, gdzie + i - sa dziataniami dodawania
w ciele i mnozenia elementéw ciala E przez elementy podciata F'.

(17) Szczegblny przypadek poprzedniego przyktadu zachodzi, gdy E = F. Wéwczas (F, F,+,-) jest
przestrzeniag liniowg ciata F' nad samym sobg.

(18) Niech (V;, F,+,-), dlai € {1,...,n}, beda przestrzeniami liniowymi nad ciatlem F. Wéwczas
(Vi x ... x V,, F,+,") jest przestrzenig liniowa gdzie + i - sa dzialaniami zdefiniowanymi naste-
pujaco:

(U1, V9, .., Uy) F (W1, Wa, ... wy) = (V1 41 W1, Vg +o Way .o, Uy W)
oraz
a- (v1,v2,...,0,) = (@1 01,0909, ...,0 " Vp).

Twierdzenie 5.2. Niech V' bedzie przestrzenig liniowg nad ciatem F'. Wowczas:
(1) Vo,w,u e Viv+w =v+u= w=u,

()vaeV[v——w:>v+w—0]

(3) Yo,w € Vv —w = v+ (—w)],

(4) Vae FNVv € Viaev =0 =a=0Vv = 0],
(5) Va € Fla- 0 = 4],

(6) Yo e V[0-v=40],

(7) Vo € V[-v = (=1)u],
(8)vau€V[v—(w+u) (v—w) —ul,
(9) Vo, w,u € Vo — (w—u) = (v —w) +u],
(10) Yo,w € V[—(v +w) = (—v) + (—w)],
(ll)vaGV[( w) = (—v) + w]

(12) Yo,w € VVa € Fla(v —w) = av — aw], ,
(13) Yo € VVa,b € Fl(a — b)v = av — bv],
(14) Yv € VVa € Fla(—v) = (—a)v = —av],
(15) Yv € VVa € F[(—a)(—v) = av].

Proste dowody powyzszych wtasnosci pozostawiamy czytelnikowi jako ¢wiczenie.

Definicja 5.3. Niech V' bedzie przestrzeniq liniowg nad ciatem F. Podzbior U przestrzeni V nazywamy
podprzestrzenia, jezeli:

(1) Yo,w € Uy +w € U],
(2) Ya € FVv € Ula - v € U]J.

Podprzestrzenie oznaczamy symbolem U < V.

Przyktady:
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(19) Niech F bedzie dowolnym ciatem i rozwazmy przestrzen F2, a w niej podzbior

v {[a]wer)

Woéwezas zbior ten jest podprzestrzenia; istotnie, dla dowolnych dwoch wektordw [ 2aa ] ) [ 2bb ]

i dla dowolnego skalara A € F' zachodzi:
a b | | a+b | | (a+b)
et ] = L] = [0S e

A[;a]:[;aag)]ea

(20) Niech F bedzie dowolnym ciatem i rozwazmy przestrzen F?, a w niej podzbior

v {[2] uer).

0 1
1]€U0raz[1

]l e

Twierdzenie 5.4. Niech F' bedzie cialem, niech m,n € N i rozwazmy jednorodny ukiad réwnan o
wspotczynnikach z ciata F:

oraz

Wowczas nie jest to podprzestrzen; istotnie [ ] e U, ale

111 + ... + ATy = 0

ani + ...+ apx, =0
U:

am1T1 + ... + ampxy, = 0.

Wowczas zbidr rozwigzan Sol(U) jest podprzestrzeniq przestrzeni F™.

Dowdd. Niech x4, ...,x, oraz yi,...,y, beda rozwigzaniami uktadu U, niech a € F. Oczywiscie rozwig-

T h
zania te mozemy interpretowaé jako wektory : i : przestrzeni F". Pokazemy, ze

ITL yn

T T rT1+ U
+1 | = : € Sol(U).

Istotnie, wystarczy pokazaé, ze x1+y1,. .., Tn+ Y, jest rozwiazaniem ukladu U. Ustalmy i € {1,...,m}.
Wowczas:

ait(z1 +y1) + aip(r2 +y2) + .+ Qi (20 + yn)
(aﬂxl + ;22 + ...+ (Im&?n) -+ (ai1y1 -+ a;2Y2 + ...+ amyn)
= 04+0=0.
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T
Pozostaje sprawdzié, ze a | @ | € Sol(U). Faktycznie, dlai € {1,...,m}:
4an
an(axy) + ap(axy) + ...+ ap(ax,) = alapry + apts + ... + apa,) = al =
[

Twierdzenie 5.5. Niech V' bedzie przestrzenig liniowg nad ciatem F. Podzbior U C V' jest podprze-
strzeniq przestrzeni V- wtedy i tylko wtedy, gdy (U, F,+|uxuv, |Fxu) jest przestrzenig liniowg.

Prosty dowdd pozostawiamy czytelnikowi jako ¢wiczenie.

Twierdzenie 5.6. Niech V' bedzie przestrzenig liniowg nad ciatem F, niech W bedzie pewng rodzing
podprzestrzeni przestrzeni V.. Wowczas (YW < V.

Dowéd. Ustalmy v,w € (YW oraz a € F. Pokazemy, ze v +w € [\ W. Istotnie, jako ze v,w € (W,
wiec v,w € U dla wszystkich U € W, a stad v +w € U, dla wszystkich U € W. Ale to oznacza, ze
v+w e W.

Analogicznie sprawdzamy, ze av € (| W. O

Definicja 5.7. Niech V' bedzie przestrzenig liniowqg nad ciatem F', a A C 'V pewnym zbiorem. Najmniej-
szq podprzestrzen przestrzeni V. zawierajgeq zbior A nazywamy podprzestrzenia generowang przez
A 1 oznaczamy lin(A). Kazdy zbior A o tej wlasnosci, ze lin(A) = U nazywamy zbiorem generatoréw

podprzestrzeni U. Jesli A = {v1,..., v}, to oznaczamy

lin(vy, ..., ) = lin(A).
Moéwimy, Ze podprzestrzen U jest skoniczenie generowana, gdy istniejq takie wektory vy, ..., vy, € V,
ze

U=lin(vy,...,0m).
Twierdzenie 5.8 (o postaci elementéw podprzestrzeni generowanej przez zbior). Niech V' bedzie prze-
strzemig liniowq nad ciatem F oraz niech A C'V. Wowczas
lin(A) ={a1v1 + ...+ apvm :m € Nyay, ..., a, € Fyvuy,... v, € A}
Dowdéd. Oznaczmy
U={av+...+anv, -meNay,...,a, € Fuy,...,v, € A}.

Pokazemy, ze U < V. Istotnie, jesli a1v1 + ... + apnvm, ajv] + ... +al v, € U, to wowezas ajv; + ... +
AU +a v +. .. +a, v, € U. Podobnie dla a € F mamy a(a1v1+. . .4+apnvy) = aa1vi+. . .+aan,v, € U.

Pokazemy, ze U = lin(A). Inkluzja (D) jest oczywista, pozostaje wykazaé¢ (C). Dow6d prowadzimy
przez indukcje wzgledem m. Dla m = 1 niech v; € A. Wéwczas ayv; nalezy do kazdej podprzestrzeni
zawierajacej v, w szczegolnosci do lin(A). Dla m > 1 ustalmy vy,...,v,, € A oraz a4,...,a,, € F i
zaltézmy, ze

a1v; + ... + apy, € lin(A).

Ustalmy a1 € F oraz v, 11 € A. Wowcezas

aivy + ...+ QpUm + CGmt1 Umnt1 -
N——

€lin(A) €lin(A)

€lin(A)
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Definicja 5.9. Niech V bedzie przestrzenig liniowg nad ciatem F, niech vy, ..., v, € V, niechay, ..., an €
F. Wektor

aiv1 + ...+ apnv,

nazywamy kombinacjg liniowa wektorow vy, . .., Up,.
Przyktady:
(21) Rozwazmy przestrzein R?. Wektor
1 1 0 2
1- /1 |(4+1-{0|+0-]1|=]|1
0 1 1 1
1 1
jest kombinacja liniowa wektoréw | 1 [, 0 [, | 1
0 1 1

Definicja 5.10. Niech (V,F,+v,-v) i (W, F,+w, -w) bedq przestrzeniami liniowymi nad ciatem F.
Funkcje f 'V — W nazywamy izomorfizmem przestrzeni liniowych, jezeli jest bijekciq i spetnione sq
warunki:

(1) Yv,w € V[f(v+vw) = f(v) +w f(w)],
(2) Va € FVv € V[f(a -y v) =a-w f(v)].

Jezeli istnieje izomorfizm f : V. — W, to przestrzenie V i W nazywamy izomorficznymi, co oznaczamy
przez V =W.

Przyktady:

(22) Niech F' bedzie dowolnym ciatem, niech n € N. Wowczas przestrzenie F™ oraz F), sa izomorficzne.
Istotnie, rozwazmy funkcje f : F™ — F, dang wzorem

€1

f : = [z1,..., 2.
Tn

Sprawdzenie, ze funkcja ta jest bijekcja pozostawiamy czytelnikowi jako tatwe ¢wiczenie. Ustalmy

T W
N € F" oraz a € F. Wéwczas:
Tn Yn
Ty | W Ty + y1
/ S I =
Tn Yn Tn + Yn
= [Ty, 20t yn] = [, nl YL Unl
[ 21 Y1
= f : + f
L 'Z.n yn
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oraz

T1 ar T

—_

fla-| : =f : = [axy,...,ax,] = a[r1,...,x,] = a
T, axy, Tn

(23) Niech F' bedzie dowolnym cialem, niech m,n € N. Wowczas przestrzenie F,,, oraz M (F) sa
izomorficzne. Istotnie, podobnie jak wczesniej sprawdzamy, ze odwzorowanie f : F,,, — M" (F)
dane wzorem:

T11 T2 ... Tin

T21 T29 ... Top
f([‘Tll; o T1ns, X215 - - -5 205 - o -y Tmdy - - - 7$mn}) -

Iml Tm2 . Imn

jest izomorfizmem przestrzeni liniowych.

(24) Niech F bedzie dowolnym ciatem, niech n € N. Wéwcezas przestrzenie F,, 1 oraz Fz], sa izomor-
ficzne. Istotnie, podobnie jak wczesniej sprawdzamy, ze odwzorowanie f : F,.3 — Flz], dane
wzorem:

f (lag, a1, ..., an)) = ag + a1 + agx® + ... 4+ apa”

jest izomorfizmem przestrzeni liniowych.

Twierdzenie 5.11. Izomorfizm przestrzeni liniowych jest relacjg rownowaznosci w klasie wszystkich
przestrzeni liniowych.

Prosty dowdd pozostawiamy czytelnikowi jako ¢wiczenie.
Przyktad:

(25) Niech F' bedzie dowolnym ciatem, niech n,m € N. Wéwczas przestrzenie F™™ i M (F') sa izo-
morficzne. Istotnie, poprzednio sprawdzilismy, ze F™™ = F,,, oraz F,,, = M (F'). Poniewaz
relacja & jest rownowaznoscia, a wiec w szczegdlnosci jest przechodnia, rowniez F™™ = M (F).
Podobnie mozemy sprawdzi¢, ze F™"™! = F[z],,.

5.2. Liniowa niezalezno$¢. Warstwy i przestrzenie ilorazowe.

Definicja 5.12. Niech V' bedzie przestrzeniq liniowg nad ciatem F, niech A C V. Zbior wektorow A
nazywamy liniowo niezaleznym, jezeli

Vm € NVuy, ... 0, € AVay, ... a4y, € Flayvr + ...+ @ =0 = a1 = as = ... = a,, =0].
Jezeli dany zbior wektoréw nie jest liniowo niezalezny, to mowimy, Ze jest liniowo zalezny.

Uwaga 5.13. Niech V bedzie przestrzeniq liniowg nad cialem F, niech A = {v1,...,v,}. Wowczas
zbior A jest liniowo niezaleiny wtedy i tylko wtedy, gdy:

Vai,...,am € Flazv, + ...+ apoym =0 = a1 =ay = ... = a,, =0].

Przyktady:
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1
(1) Niech F' bedzie dowolnym ciatem i rozwazmy przestrzeti F2. Wowczas wektory ¢, = | 0 |,
0
0 0
e&a=| 1| 1ieg=| 0 | sg liniowo niezalezne. Istotnie, ustalmy ai, as, a3z € F' i zatézmy, ze
0 1
1 0 0 0
ay 0 + ao 1 + as 0 = 0
0 0 1 0

Oznacza to, ze a1, as, az jest rozwigzaniem uktadu:

la; + Oay + 0as =0
U : < 0a;+ lay +0a3 =0
Oa; 4+ 0as + lag =0
Macierz wspotczynnikéw lewych stron réwnan uktadu U jest réwna

100
A=1010],
00 1

a jej wyznacznik det(A) = 1 # 0, a zatem wobec wzoréw Cramera uklad ten ma doktadnie jedno
rozwigzanie a; = as = az = 0.

1
(2) Niech F' bedzie dowolnym ciatem i rozwazmy przestrzeni F?. Wowczas wektory ¢, = | 0 |,
0
0 1
eo=|1|i€e+e = | 1| sgliniowo zalezne. Istotnie:
0 0
1 0 1 0
1-{0|+1-]1|[—-1-{1]=1]0
0 0 0 0

Twierdzenie 5.14. Niech V' bedzie przestrzenig lintowg nad ciatem F', niech vy, ... v, € V. Wektory
VL, ..., Uy S lindowo zalezne wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje wektor v € {vy,..., vy} bedgcy kombinacjg
liniowq pozostatych.
Dowdd. (=) : Zalézmy, ze vy, ..., v, sa liniowo zalezne. Woéwczas istnieja skalary aq, ..., a,, € F takie,
ze

a1v1 + . .. + apv, = theta,
z ktérych przynajmniej jeden jest niezerowy. Powiedzmy, ze a; # 0. Wobec tego:

) A
V] = ——Uy — ... — —Up.
ax ay
(<) : Zatézmy, ze jeden z wektorow, powiedzmy vy, jest kombinacja liniowa ve, .. ., vy,:

V1 = AV3 + ...+ A Un,-

Wowezas 1- vy — asvs — ... — Gy, = 0 oraz 1 #£ 0. O
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Twierdzenie 5.15. Niech V' bedzie przestrzeniq liniowg nad ciatem F', niech A C B C V. Wowczas:

(1) jesli A jest liniowo zalezny, to B jest liniowo zalezny;
(2) jesli B jest liniowo niezalezny, to A jest liniowo niezalezny;
(3) jesli A jest liniowo zalezny, to istniejg wektory vy, ..., v, € A, ktore sq liniowo zalezine.

Definicja 5.16. Niech V' bedzie przestrzenig liniowg nad ciatem F', niech U < V. Warstwa wektora
v € V wzgledem podprzestrzeni U nazywamy zbior

v+ U={v+w:weU}.
Zbior wszystkich warstw oznaczamy przez V/U.

Przyktad:

(3) Rozwazmy cialo Zj3 i przestrzen Z3. Sprawdzamy, ze

0] [1] [2]
U:{_o_’_o_’_o_}

jest podprzestrzenia przestrzeni Z3, zas sama przestrzen Z3 sktada sie z nastepujacych wektoréw:

72 = 0 1 21 [o] [1] 21 o] [1] [2
3 o[ o] o] [r] 1] [1] 2] [2]]2 '

Warstwy podprzestrzeni U to:

3o = {812
AR
2o - {8 (1] (2]}
BEERBRGAE
%w{[m;mn%

Zatem 72 /U = {U, Wy, Wa}.
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Twierdzenie 5.17. Niech V' bedzie przestrzeniq liniowg nad cialem F', niech U < V. W zbiorze warstw
V/U definiujemy dodawanie:
w+U)+(w+U)=@w+w)+U
oraz mnozenie przez skalar a € F':
a-(v+U)=(a-v)+U.
Wowczas (V/U, F,+,-) jest przestrzeniq liniowg. Nazywamy jq przestrzenia ilorazowa.

Prosty dowdd pozostawiamy czytelnikowi jako ¢wiczenie.
Przyktad:

(4) Odwotujac si¢ do poprzedniego przykladu, rozwazmy przestrzen ilorazowa Z2/U = {U, Wy, Wa},
gdzie
0 1 2
=] L]}
0 1 2 0 1 2
{2

Sprawdzamy, ze, na przyktad:

o ([1]-0) (2] )
- (B[]

Twierdzenie 5.18. Niech F bedzie ciatem, niech m,n € N i rozwazmy uktad réwnan o wspotczynnikach
z ciata F':

a11T1 + ...+ A1pLy — b1

a4 T1 + ... + aonTy = by

A1 T1 + - ..+ QG Tr, = b,

Niech ponadto Uy bedzie uktadem jednorodnym powstatym z U przez zastgpienie prawych stron réwnan
zerams:

a1y + ...+ ATy = 0

a1+ ...+ aon Ly = 0
UO :

am1T1 + ...+ appx, = 0.

Wowczas zbior rozwigzan Sol(U) jest warstwg podprzestrzeni rozwigzan uktadu jednorodnego U = Sol(Uy)
w przestrzeni F".

1 Y1
Dowdéd. Niech : oraz | : | beda rozwigzaniami uktadu . Pokazemy, ze
Tn, Yn
1 Y1 T1— Y

—| | = : e U = Sol(Uy).
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Ustalmy i € {1,...,m}. Wowczas:
ain(r1 — Y1) + a2 — y2) + ...+ Gin(Tn — Yn)
(anx1 + e + ...+ @inTn) — (@Y1 + G2Y2 + . .. + inYn)

= b—b=0.
T Y1 x1 [y ]
Oznacza to, ze : € © | +U. Wobec dowolnosci © |, oznacza to, ze Sol(U) C S +U.
xn y"l xn L yn .
i 21 v+ 2 (1 [ 21 ]
Dla dowodu drugiej inkluzji ustalmy S+ = : S o | +U, gdzie : eU.
Yn Zn Yn + 2n Yn L Zn

Ustalmy i € {1,...,m}. Wowczas:
an(y1 +21) + aip(y2 + 22) + ...+ @in(Yn + 2)
(ainyr + ainya + .+ ainyn) + (121 + apze + .o+ ainzn)
b; +0=10,,
h 21 n
azatem | ¢ |+ | | €Sold)itymsamym | : | +U C Sol(U). O
Yn Zn Yn
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6. WYKELAD 6.
6.1. Sumy i sumy proste podprzestrzeni.

Uwaga 6.1. Niech V' bedzie przestrzeniq liniowg nad ciatem F', niech Uy, ..., U, < V.
(1) Zbior
U1 +U2 = {u1 + U9 Uy € Ul,UQ S UQ}
jest podprzestrzeniq przestrzeni V.
(2) Zbior
U1+U2—|—+Un:{u1—|—u2—|——|—unu1 eUl,U/QEUQ,...,unEUn}
jest podprzestrzeniq przestrzeni V.
Dowdd. Pokazemy czesé (1) uwagi, dowdd czesci (2) przebiega analogicznie. Ustalmy wy + ug, u) + ub €
Uy + Uy, gdzie uy,u} € Uy oraz ug, ul, € Uy. Wowcezas:
(w1 +ug) + (u) 4 uy) = (uy +uj) + (ug + uy) € Uy + Us.
S—_——
el cUs
Ponadto dla a € F":
a(uy + ug) = (auy) + (aug) € Uy + Us

S~ =
€l €Uz

O
Definicja 6.2. Niech V' bedzie przestrzeniq liniowg nad ciatem F, niech Uy, ... U, < V. Podprze-

strzen Uy + Uy nazywamy suma podprzestrzeni U; i Us, podprzestrzen Uy + . .. + U, nazywamy sumqg
podprzestrzeni Uy, ..., Up,.
Przyktad:
(5) Rozwazmy przestrzeni liniowa V' i jej podprzestrzenie U = lin(ugy, . .., u,) oraz W = lin(wy, . .., wy,).
Woweczas:
veU+W & v=ut+worazuecUweW
S v=u+tworaz u = aiy + ...+ @, w = bywy + ...+ bWy,
dla pewnych aq,...,a, € F,by,..., b, € F
S v=aug + ..+ Aty + byw .+ b,
dla pewnych aq,...,a,,b1,...,b, € F
S velin(ug,. .., Uy, Wi, ..., Wy).

A zatem lin(uy, ..., u,) + lin(wy, ..., wy) =lin(uy, ..., Uy, w1, ..., Wy).

Uwaga 6.3. Niech V' bedzie przestrzenig liniowg nad ciatem F', niech Uy, ..., U, < V.
(1) Nastepujgce dwa warunki sq réwnowazne:

(a) U1 N UQ = {9},
(b) jesli uy 4+ ug = u} + v, gdzie uy,uy € Uy, ug, uh € Uy, to uy = v} oraz uy = uj.
(2) Nastepujgce dwa warunki sg réwnowazne:
(a) Uiﬁ(U1+...+Ui_1+Ui+1+...+Un):{9}, dla v € {1,...,71},
(b) jes’liul?quL..}.qLun =uy +uh+ ...+, gdzie u;,u; € Uy, dlai € {1,...,n}, tou; =uj,
dlaie{l,...,n}.
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Dowdd. Pokazemy czesé (1) uwagi, dowdd czesci (2) przebiega analogicznie. Zatézmy, ze Uy N Uy = {6}
i niech uy 4+ up = uj + ul, dla pewnych wuy, u) € Uy, ug, uly € Uy. Wowcezas Uy S uy — uf = uly —ug € Uy i
skoro Uy N U, = {6}, wiec uy — u} = 6 oraz ul, — up = 0, a stad uy = u) oraz uy = uj.

Na odwrot, zatézmy, ze jesli uy + ug = u) + uj, gdzie uy, vy € Uy, ug, uly € Us, to up = u} oraz us = uj.
Ustalmy v € U; N Uy. Wowcezas:

u=_u + 60 =_60 + u ,
~— M~ M~
el eUsz el eUsz
a zatem u = 0. O

Definicja 6.4. Niech V bedzie przestrzeniq liniowg nad ciatem F', niech Uy, ..., U, < V. Jezeli V =
Uy + Uy oraz spelniony jest jeden z dwéch réwnowaznych warunkéw Uwagi 6.3 (1), to méwimy, Ze V' jest
sumyg prosta podprzestrzeni Uy i Uy, co oznaczamy przez V.= Uy @& Uy. Podprzestrzen Us nazywamy
wtedy dopelnieniem liniowym podprzestrzeni Uy .

Jezeli V.= Uy + Uy + ... + U, oraz spetniony jest jeden z dwoch réownowaznych warunkow Uwagi
6.3 (2), to méwimy, Ze V jest suma prosta podprzestrzeni Uy, Us, ..., U,, co oznaczamy przez V =
UioU,®...0U0,.

Uwaga 6.5. Niech V' bedzie przestrzenig liniowg nad ciatem F, niech Uy,... U, < V i niech V =
UioUs®...0U,. Wowczas V 22U x Uy x ... x U,.

Dowdd. Zdefiniujmy odwzorowanie f : V — Uy x Uy X ... X U, wzorem
flug +ug + .o uy) = (ug, ug, ., uyp).

Sprawdzenie, ze jest to dobrze okreslony izomorfizm pozostawiamy czytelnikowi jako nietrudne ¢wiczenie.

O



