3.2. Algebra macierzy.

Definicja 3.11. Macierza nad ciatem F' nazywamy prostokgtng tablice elementow ciata F.

Zbior macierzy o wymiarach m x n oznaczamy M) (F').

Napis A = [a;j] oznacza, Ze macierz A sklada si¢ z takich elementow, ze w i—tym wierszu i j—tej
kolumnie znajduje sig a;;.

Macierze A i B sq réwne, gdy A, B € M) (F) i jesli A = [a;;], B = [b;], to a;j = b;j, dla1l <i<m,
1<j<n.

Sume macierzy A = [a;j] @ B = [b;], A, B € M) (F) definiujemy jako macierz C = [c;;] € M (F),
gdZZ6 Cij = Qij + bij-

Iloczyn macierzy A = [a;;], A € M}\(F), przez skalar X\ € F definiujemy jako macierz C' = [¢;;] €
M (F), gdzie ¢;; = X X a;.

Macierz zerowa O definiujemy jako © = [0].
Uwaga 3.12. W szczegolnosSci zauwazmy, ze dodawanie jest dziataniem wewnetrznym w zbiorze macie-
rzy, a mnozenie przez skalar jest dzialaniem zewnetrznym.

Przyklady:
(1) Wprost z definicji dodawania macierzy nad cialem R:

1 2], [56]_[6 8

3 4 78| |10 12 |°
1 2 . Konal
3 4 + [ 5 6 ] nie jest wykonalne.
(3) Wprost z definicji mnozenia macierzy nad cialem R przez skalar z ciata R:

3)-[a1]

(2) Dodawanie [
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Twierdzenie 3.13. Niech F bedzie ciatem, niech A, B,C € M (F), niech A\, € F. Wowczas:
(1) (A+B)+C=A+(B+0),

(9) jesli \A=0O, toA=0 lub A= 0.
Prosty dowdd pozostawiamy jako ¢wiczenie.

Uwaga 3.14. W szczegélnosci zauwazamy, ze (M (F),+) jest grupg przemienng, w ktorej elementem
neutralnym jest ©, a element przeciwny do A to —A.
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4. WYKLAD 4.

4.1. Mnozenie macierzy.

Definicja 4.1. Iloczynem macierzy A = [a;] i B = [bji], gdzie A € M}\(F), B € MJ"(F), nazywamy
macierz C = [cy|, C € M}(F), dang wzorem

Cil. = Zaijbjk.
j=1
Oznaczamy C = A - B.
Przyktady:

(4) Wprost z definicji mnozenia macierzy nad ciatem R:

L2y 156 _|15+2-71-6+2-8| |19 22

3 4 78| |3:54+4-7 3-6+4-8| |43 50 |°
(5) Mnozenie { zl)) i } [ 5 6 ] nie jest wykonalne.

(6) Mnozenie nie jest tez przemienne:
1 3 4
2] 1 00= 54

3 4].[;]:[11].

(7) W algebrze macierzy z dziataniem mnozenia istnieja dzielniki zera:

1 -1 1 -1 00
[1 —1}‘[1 —1]:[0 o}
Twierdzenie 4.2. (1) (AB)C = A(BC), dla A € M]*(F), B € M}(F), C € MP(F).
(2) MAB) = (M)B = A(AB), dla A€ M]*(F), Be M}(F), A€ F.

(3) (A+ B)C = AC + BC, dla A, B € MI"(F), C € M"(F).
(4) D(A+ B) = DA+ DB, dla dla A, B € M™(F), D € M?(F).

ale

Prosty dowdd pozostawiamy jako ¢wiczenie.
Definicja 4.3. Macierz I, = [0;;] € M]}(F), gdzie
1, gdyi=j
0ij = o,
0, gdy i 7 j

nazywamy macierzg identycznosciowa. Macierz A € M]'(F') nazywamy odwracalng (lub nieoso-
bliwa), jezeli istnieje macierz B € M'(F') taka, Ze

AB = BA=1,.
Macierz B nazywamy wéwczas macierza odwrotng do A i oznaczamy A~

Whniosek 4.4. W szczegdlnosci zavwazamy, ze (M'(F),+,-) jest pierscieniem z jedynkq, ktory nie musi
byc¢ przemienny.
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Whiosek 4.5. (1) Macierz odwrotna jest wyznaczona jednoznacznie.
A=Y dla A,B € M™(F).

( =A, dla Ae M}(F).

(4) (A Ht=A.
Twierdzenie 4.6. Niech A = { Z Z } € M}(F) i niech A = ad —bc # 0. Wowczas A jest nieosobliwa
oraz

1 d b
-1 _
i),

Dowdd. Bezposrednio sprawdzamy, ze
1[d =],
Al —c a c

Definicja 4.7. Macierzami elementarnymi nazywamy macierze:

IS
Qo
| IS
Il
1
O =
)
—_—

(1) E;j € MM(F), powstale z I,, przez zamiane miejscami i—tego i j—tego wiersza;

(2) E;(X\) € M(F), powstale z I, przez pomnozenie i—tego wiersza przez A € F';

(3) Ei;(N\) € M(F), powstale z I, przez dodanie do i—tego wiersza j—tego wiersza pomnozonego
przez A € F.

Operacjami elementarnymi na wierszach macierzy A € M(F) nazywamy operacje polegajace na:
(1) zamianie miejscami i—tego i j—tego wiersza,
(2) pomnozeniu i—tego wiersza przez A\ € F;
(3) dodaniu do i—tego wiersza j—tego wiersza pomnozonego przez X € F.

Przyktad:
(8) Sprawdzamy, ze na przyktad:
100 1 0 O 10 O
Buy=1001|.B(-1)=]0 =1 0] ,Es(-1)=]01 -1
010 0 0 1 00 1

Mozemy tez powiedzie¢, ze kazda z powyzszych macierzy powstala z I3 przez zastosowanie od-
powiedniej operacji elementarnej na wierszach.
Twierdzenie 4.8. Macierz E - A, gdzie A € M} (F), E € {E;;, E;(\), E;;(A\)} € M}(F), powstaje z
macierzy A przez wykonanie odpowiedniej operacji elementarnej na wierszach.
Dowdd. Niech A = [a;;| € M(F). Pokazemy, dla przyktadu, ze macierz E;; - A powstaje z A przez
zamienienie miejscami ¢—tego i j—tego wiersza. Istotnie:

-1 O 0 O O- _all aip ... aln_ -a/ll aip ... aln-
o1 ... 0 ... 0...0 agy QA9 ... Qop ag1 A22 ... Qop
0 0 . O RV 0 ' ;1 ;9 R ¢ _ ajl ajg e ajn
0 O R 0 . 0 Cle CL]'Q . CL]‘n ;1 ;9 o Qip
_O 0O ... 0 ... 0 ... 1_ | Gn1 Gp2 ... Qnp | | Gn1 G2 .. Qg |
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O
Przyktad:
(9) Sprawdzamy, na przyktad, iz:
a b c a b c
Ey-|de fl=1|g h i
g h i d e f
Whniosek 4.9. Macierze elementarne sq nieosobliwe oraz
(1) E;l - Eij;
@) B0 = E(}),
(3) B (A) = Ei(—=A).
Dowéd. Wystarczy w poprzednim twierdzeniu w roli A wzia¢ E;;, E;(\) 1 E;;(\), odpowiednio. O

Definicja 4.10. Macierze A i B, A, B € M(F), sq wierszowo réwnowazne, jesli B mozna otrzymad
z A przez ciqgg operacji elementarnych na wierszach.

Uwaga 4.11. Macierze A i B, A,B € M}(F), sq wierszowo réwnowazne wtedy i tylko wtedy, gdy
istniejg macierze elementarne Ey, ... E, takie, ze

B=E -E._1-...-Ey-E - A
Twierdzenie 4.12. Niech A bedzie macierzq nieosobliwg, A € M"(F). Wéwczas:

(1) A jest wierszowo réwnowazna macierzy I,
(2) A jest iloczynem macierzy elementarnych

Dowdéd. Wobec poprzedniej uwagi wystarczy oczywiscie udowodnié¢ tylko pierwszg czesé twierdzenia.
Niech A = [a;;] € M2 (F) i zatdzmy, ze istnieje macierz A™!, a zatem taka, ze A~' - A = I,,. Rozwazmy
uktad réwnan:
111 + a9 + . .. + ALy = 0
Z/[ ) 92171 + 299 4+ ...+ AonLyp = O
121 + Qoo + ...+ Ay =0,

lub, réwnowaznie, uzywajac notacji macierzowe;j:

1 0
T2 0
A- , =
Ty 0
Oczywiscie 1 = x5 = ... = x, = 0 jest jednym z rozwigzan uktadu U. Zauwazmy, ze w istocie jest to
jedyne rozwiazanie, jedli bowiem zq,...,x, € F jest dowolnym rozwigzaniem, to woéwczas:
T 1 T 0 0
T2 X2 X9 0 0
)

=1, . =A1.A. . At | | =

T Ty Ty, 0 0
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czyli x1 =29 = ... =z, = 0. Tym samym ukltad U po sprowadzeniu do postaci diagonalnej przybiera
forme

00
00

00 ... 10
Ale sprowadzenie uktadu do postaci diagonalnej polega na wykonaniu ciggu operacji elementarnych na
wierszach macierzy A, udowodniliémy zatem, ze A jest wierszowo réwnowazna z I,,. O

Twierdzenie 4.13. Niech A € M} (F) bedzie wierszowo réwnowazna macierzy I, (lub, réwnowaznie,
niech bedzie iloczynem macierzy elementarnych). Wéwczas A jest nieosobliwa i macierz A™* moze byé
wyznaczona przez wykonanie tego samego ciggu operacji elementarnych na wierszach I, jakie zostaly
wykonane na wierszach A aby otrzymac I,.

Dowdd. Niech A = E; - Ey - ... - E,.. Poniewaz kazda z macierzy E1, E», ..., E,. jest nieosobliwa, wiec
istnieja macierze By, Ey', ..., E ! oraz:
E. . E;'E'E\E, ... E, =1,
Jednoczesnie rownoéé E7'.. E;'E;' - A = I, oznacza, ze macierz I, otrzymujemy przez kolejne za-
stosowanie operacji elementarnych odpowiadajacych macierzom E7!, ..., E;', E;' na macierzy A, za$
réwnoéé A=t = BTV Ey'E[Y - I, oznacza, ze macierz A~! otrzymujemy przez kolejne zastosowanie
operacji elementarnych odpowiadajacych macierzom E! ..., Ey' E;' na macierzy I,,. O
Przyktad:

(10) Ostatnie twierdzenie dostarcza praktycznej metody wyznaczania macierzy odwrotnych. Przykta-

i ? ] Praktycznie jest “powiekszy¢”

rozwazang macierz o macierz I, i wykonywaé¢ wszystkie operacje elementarne réwnoczesnie na
obydwu macierzach, sprowadzajac macierz A do macierzy I i jednocze$nie macierz I, do macierzy

AL
1 2|1 0 1 2171 0

1 2|1 0 wy — 2wy 1 0]—-1 2
0 1/1 -1 011 -1

dowo wyznaczymy macierz odwrotng do macierzy A =

11 1
Okazuje sie, ze opisany powyzej algorytm mozna istotnie usprawnié. W tym celu zauwazmy najpierw,
ze symetrycznie do operacji elementarnych na wierszach mozemy wprowadzi¢ operacje elementarne na
kolumnach i udowodni¢ rezultaty analogiczne to Twierdzen 4.8 — 4.13:

-1
a zatem [ L2 ] = [ -1 _21 } Sprawdzamy, ze wynik ten zgadza si¢ z Twierdzeniem 4.6.

Definicja 4.14. Operacjami elementarnymi na kolumnach macierzy A € M"(F) nazywamy ope-
racje polegajgce na:

(1) zamianie miejscami i—tej i j—tej kolumny;

(2) pomnozeniu i—tej kolumny przez X\ € F;

(3) dodaniu do i—tej kolumny j—tej kolumny pomnozonej przez A € F.
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Twierdzenie 4.15. Macierz A - E, gdzie A € M'(F'), E € {E;j, E;(\), E;;(\)} C M}(F), powstaje z
macierzy A przez wykonanie odpowiedniej operacji elementarnej na kolumnach.

Dowdd jest analogiczny do dowodu Twierdzenia 4.8 i pozostawiamy go jako ¢wiczenie.

Definicja 4.16. Macierze A i B, A, B € M"(F), sq¢ kolumnowo réwnowazne, jesli B mozna otrzy-
maé z A przez cigg operacji elementarnych na kolumnach.

Uwaga 4.17. Macierze A i B, A,B € M}(F), sq¢ kolumnowo réwnowazne wtedy i tylko wtedy, gdy
istniejg macierze elementarne Ey, ..., E, takie, Ze

B=A-FE -Ey-...-E._,-FE,.

Twierdzenie 4.18. Niech A bedzie macierzq nieosobliwg, A € M!(F). Wowczas A jest kolumnowo
rownowazna macierzy I, .

Dowdd jest analogiczny do dowodu Twierdzenia 4.12 z kilkoma drobnymi modyfikacjami: dla macierzy
A = [a;5] € M}}(F') rozwazamy uktad réwnan:
a11T1 + G212 + ... + A1 Ty = 0
Q1221 + Q22T + ... + Apa2Xy = 0

A1nT1 + G2pT2 + ...+ AppTy = 0,

a wiec taki, ktérego macierz powstaje z macierzy A przez zamienienie rolami wierszy i kolumn. Réwno-
waznie uklad ten mozemy zapisa¢ jako:

[9@1 To ... xn]-A:[O 0 ... 0]

i, jak wczesniej, sprawdzamy, ze v1 = x9 = ... = x, = 0 jest jego jedynym rozwigzaniem, co oznacza,
ze po sprowadzeniu ukladu do postaci diagonalnej macierz ukiadu przybiera forme macierzy identycz-
nosciowej powiekszonej o kolumne zer. Z kolei sprowadzenie uktadu do postaci diagonalnej polega na
wykonaniu ciggu operacji elementarnych na kolumnach macierzy A. Uzupeknienie szczegotow dowodu
pozostawiamy czytelnikowi jako nietrudne ¢wiczenie.

Twierdzenie 4.19. Niech A € M]}(F) bedzie kolumnowo réwnowazna macierzy I,. Wowczas A jest nie-
osobliwa i macierz A~ moze byé wyznaczona przez wykonanie tego samego ciggu operacji elementarnych
na kolumnach I,,, jakie zostaly wykonane na kolumnach A aby otrzymad I,.

Dowdd jest analogiczny do dowodu Twierdzenia 4.13 i pozostawiamy go jako ¢wiczenie.
Przyklad:

(11) Jak w poprzednim przyktadzie, wyznaczymy nowa metoda macierz odwrotna do macierzy A =

1 2 : : . : . . ,
[ . Tym razem “powiekszymy” rozwazang macierz o macierz I i bedziemy wykonywaé

11
wszystkie operacje elementarne na kolumnach obydwu macierzy:
1 2 1 0 1 0 1 0
1 1 1 -1 0 —1 0 1
1 0 1 —2 -1 -2 -1 2
0 1 0 1 1 1 1 -1
9 — 2k k1 + ko —1) 2
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. 121 [-1 2
a zatem | =l 1 1l
Wzmiankowane usprawnienie algorytmu znajdowania macierzy odwrotnej polega na potaczeniu ze
soba rezultatéw Twierdzen 4.13 i 4.19:

Definicja 4.20. Macierze A i B, A,B € M"(F), sq¢ elementarnie réwnowazne, jesli B mozna
otrzymad z A przez cigg operacji elementarnych na kolumnach lub wierszach.

Twierdzenie 4.21. Niech A € M](F) bedzie elementarnie réwnowazna macierzy I,,. Wéwczas A jest
nieosobliwa i macierz A~' moze byé wyznaczona jako iloczyn macierzy K i W, gdzie macierz K powstaje
przez wykonanie tego samego ciggu operacyi elementarnych na kolumnach I, jakie zostalty wykonane na
kolumnach A aby otrzymaé I,,, a macierz W przez wykonanie tego samego ciggu operacji elementarnych
na wierszach I, jakie zostaly wykonane na wierszach A.

Dowdd. Sprawdzenie, ze macierz elementarnie rownowazna macierzy I, jest nieosobliwa pozostawiamy
jako ¢wiczenie. Dla dowodu pozostatej czesci twierdzenia powiedzmy, ze macierz A daje sie przeksztatcié
do macierzy I, przez wykonanie ciggu operacji elementarnych na wierszach, odpowiadajacych mnoze-

niu przez macierze elementarne E1, ..., E, oraz operacji elementarnych na kolumnach odpowiadajacych
mnozeniu przez Ey, ..., E:
E,-...-By-A-Ey-...-E, =1,
—~—1 —~—1
Mnozac z prawej strony przez, kolejno, FE, ..., F; otrzymujemy:

~—1

—~—1
E.....-E-A=F, -...-E |
a nastepnie mnozac z lewej strony przez, kolejno, E:, cee E dostajemy:

E,-....BEy-B.-...-E,-A=1,.

Tym samym A~! = E . E;ET coBy =KW, gdzie K = InE . E; jest macierzg powstala przez

kolejne zastosowanie operacji Fj, ..., E do kolumn macierzy I,, a W = E,. -...- E; - I, jest macierza
powstalg przez kolejne zastosowanie operacji Ei, ..., E, do wierszy macierzy I,. O
Przyklad:
(11) Wyznaczymy nowa metoda macierz odwrotna do macierzy A = 1 % . Wygodnie jest osobno
zapisywaé operacje wykonywane na kolumnach, a osobno operacje wykonywane na wierszach:
1 2 10 1 01]10 1 0 1 0 1 0] 1
1 1 01 1 =110 1 Wy — W1 0 -1 -1 1 0 1 |-1
1 0 1 =2 1 -2 1 2
0 1 0 1 0 1 0 -1
ko — 2k (—1) - ko

Tym samym K = { (1) _21 ], W = [ _11 (1) ] 1 ostatecznie:

S EN R
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4.2. Wyznaczniki.

Definicja 4.22. Niech A € M} (F) i niech A;; oznacza macierz powstalq z A przez skreslenie i—tego
wiersza 1 j—tej kolumny. Wyznacznik macierz A definiujemy indukcyjnie w oparciu o rozwiniecie
Laplace’a wzdtuz pierwszego wiersza macierzy A:

() det([an]) = ay,

o det(A) = a1 det(An) — Q12 det(Au) + ...+ (_1)1+n det(Aln)
Zamiast det(A) piszemy tez |A|. Pojawiajace sie w definicji wyznaczniki det(A;;) nazywamy minorami
macierzy A.

Przyktad:

(1) Niech A = a1

G21 Q22

. Wéwezas:

det(A) — Q11022 — Q1204927 .
a11 Q12 Qi3
(2) Niech A= | aa1 ax ass |. Wowczas:
azp agz asg

det(A) = Cl11(a22a33 - Cl23<132> - 0612((1216133 - Gz3a31) + a13(a21a32 - a22a31)-

Wzor ten stosunkowo tatwo jest zapamietaé stosujac schemat Sarrusa: powiekszamy macierz
A jeszcze raz przepisujac jej dwie pierwsze kolumny:

ailr G2 iz 411 Gi2

Q1 Q22 Q23 G421 Q22 |,

31 Gz2 Az 431 A32
a nastepnie dodajemy do siebie iloczyny wszystkich trojek czynnikéw lezgcych na przekatnych
biegnacych z lewego gérnego do prawego dolnego rogu oraz odejmujemy iloczyny trojek z prze-
katnych biegnacych od prawego gérnego rogu do lewego dolnego:

ai a2
\ >< Zf< /
a2y Q22
/ M M \
asi a32
i w rezultacie otrzymujemy:
det(A) = ajaass + a12a23a31 + a13a21032

— (13022031 — 11023032 — A12021033-

Widzimy, ze obliczanie wyznacznikéw wprost z definicji jest mato ekonomiczne z obliczeniowego punk-
tu widzenia: obliczenie wyznacznika macierzy stopnia 3 wymaga obliczenia 3 wyznacznikow macierzy
stopnia 2, obliczenie macierzy stopnia 4 wymaga obliczenia 4 wyznacznikéw macierzy stopnia 3, a za-
tem 12 wyznacznikéw macierzy stopnia 2 itd. W praktyce wyznaczniki obliczamy stosujac odpowiednie
operacje elementarne na wierszach i kolumnach macierzy.

Twierdzenie 4.23 (o wyznaczniku macierzy trojkatnej). Niech A = [a;;] € M} (F) bedzie macierzq
tréjkatna, a zatem takg, Ze a;; =0, gdy i < j. Wowczas

det(A) = a1 - a22 " ... Qpp-
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Dowdd. Dowdd prowadzimy przez indukcje wzgledem n. Dla n = 1 teza jest oczywista, zaltézmy wiec, ze
A = [a;;] € M)(F) jest macierza tréjkatna i ze wyznacznik kazdej macierzy trojkatnej stopnian —1 > 1
rowny jest iloczynowi wspotrzednych na gtéwnej przekatnej. Wowcezas:

a1y 0 0 . 0 0
a a 0o ... 0 0
det ( A) _ 21 22
ap1 Gp2 Ap3 ... an,n—l Qnp
a9 0 . 0 0
= ay-| ¢ . D= 0-det(Ap) + ...+ (=1)"0- det(A,)
Ap2 Ap3 ... an,n—l Upn
= Q11 Q22" ... Aapp
wobec zalozenia indukcyjnego. ]

Twierdzenie 4.24 (o wyznaczniku macierzy klatkowej). Niech A = [a;;] € M](F), B = [bi;] € M (F),
C =lcj] € MM(F) i D = [d;;] € M]"(F). Niech ponadto

aij7 gd?/lﬁnajﬁna

A|lC . Cij—n» gdy [ S naj > n,
E = = [eij]7 gdZZe €ij = ’ . .
D|B di—n,ja gdy t>n,] <n,

bifn,jfna gdy 1> nv.j > n.

Wowczas:
(1) ég‘ — det(A) - det(B),
) ‘gg‘ — (—1)"™ det(C) - det(D).

Dowdd. Udowodnimy czesé (1), dowdd czesei (2) jest analogiczny i pozostawimy go jako ¢wiczenie.
Dowdd prowadzimy przez indukcje wzgledem n. Dla n =1 i dowolnego m:

aiy 0 0 PN 0 0
d b b coe bDimo1 bim

‘ é 2 ‘ = e bt T G det(B) = det(A) - det(B).
dml bml bm? cee bm,mfl bmm

Zatozmy, ze dowodzony rezultat jest prawdziwy dla dowolnej liczby naturalnej m oraz n — 1 > 1. Niech
A = [a;j] € M}(F), B = [bj;] € M*(F), D = [d;;] € M]*(F') i niech D; oznacza macierz powstaty z D
przez wykreslenie j—tej kolumny. Wowczas:

Al© - ,
‘DB‘ =2_(-)"ay
j=1

Poniewaz A;; jest macierza stopnia n — 1, wiec wobec zatozenia indukcyjnego:

Ay | ©
D, | B

D, | B

Ay @‘

= det(Ay;) det(B),
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a stad:

DB = (=1)""ay; det(Ay;) det(B)

Jj=1

Al© - ;
‘D B‘ = > (=)
j=1

= (i(—l)lﬂalj det(Alj)> -det(B) = det(A) - det(B).

Ay @‘ -

O

Twierdzenie 4.25 (o0 wyznaczniku macierzy transponowanej). Niech A = [a;;] € M (F) i niech AT =
[bij] € M} (F) bedzie macierzq transponowang do A, czyli zdefiniowang wzorem b;; = aj;. Wowczas

det(A) = det(A”).

Dowdd. Dowdd prowadzimy przez indukcje wzgledem n. Dla n = 1 twierdzenie jest oczywiste, gdyz
wowezas A = AT. Dla n = 2 twierdzenie wynika wprost ze wzréw podanych w Przyktadzie (1). Zalézmy,
ze twierdzenie jest prawdziwe dla n —1 > 2. Niech A = [a;;] € M(F), niech A, .;; oznacza macierz
powstalg z A przez wykrelenie wierszy o wskaznikach i oraz k, a nastepnie kolumn o wskaznikach j oraz
. Wowcezas:

n n

D (=1)"ay;det(Ayj) = > (—1)"ay; det(AT]))
j=2 j=2
= (—1)1+j@1j (Z(—l)%ﬂan det(Al,i;l,j)> = Z(—Diﬂﬂaljau det(Ai1,5)-
j=2 i=2 4,j=2
Podobnie:
Z(—1)1+iai1 det((AT)h) = Z(—l)lHaH det(Azl)
i=2 =2
= Z(—l)lHCLu <Z(—1)2+ja1j det(z‘h,i;l,j)) = Z(—I)HjJrlauau det(Ay1,5)-
i=2 j=2 =2
Wobec tego:
det(A) = Z(—l)Hjalj det(A;) = Z(—1)1+ja1j det(A1;) + arr det(An)
j=1 J=2
= D (=)™ det((A")1;) + any det((A")11) = Y (=1)"*az det((AT)1;) = det(A”).
i=2 i=1
(]
Twierdzenie 4.26 (o liniowosci wyznacznika). Niech A = [a;;] € M} (F). Oznaczmy f; = [ ain ... i |,

dlai € {1,...,n}, tak aby
B
A=
B
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Niech ponadto \,pu € F oraz 3 = [ a}y ... a}, |. Wéwczas
[ 6 ] [ 6 ] [ b ]
Bi-1 Bi-1 Bi-1
det ABi + pp; = Adet B; + pdet !
Bit1 Bit1 Bit1
L B L e L Bn

Dowdd. Dowdd prowadzimy przez indukcje wzgledem n. Dla n = 1 teza jest oczywista. Zaldzmy, ze
twierdzenie jest prawdziwe dla wyznacznikéw macierzy stopnia n — 1 > 1. Jezeli ¢ > 1, to teza wynika
wprost z zatozenia indukcyjnego i definicji wyznacznika. Zatézmy wiec, ze © = 1. Wowcezas:

ABr + pB .
det L = Z(—1)1+j()\a1j + pal;) det(Ayy)
= A (=1)"ay;det(Ay) +p Y (—1)"Fal; det(Ay;),
Jj=1 j=1
ABL + By i
gdzie A = L . Poniewaz A;; = ﬁ oraz Ay; = ﬁ wiec
T Bl Bl
B A
zn:(—l)lﬂalj det(Ay;) = det [3:2 oraz Zn:(—l)lﬂallj det(Ay;) = det ﬂ
j=1 @L j=1 s
co konczy dowodd twierdzenia. O

Whniosek 4.27. Niech A = [a;;] € M} (F). Oznaczmy:

Q1
a; = : , dlajed{l,...,n},
an
tak aby A = [ a1 ‘ ‘ Qo ] Niech ponadto A\, € F oraz
aj;
o = :
a/

nj
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Wowczas:
det([ aq ‘ ‘ aj_q ‘ )\aj—l—uoz;- ‘ Qjt1 ‘ ‘ o ])
= )\det([ aq ‘ ...‘aj,l ‘ocj ‘Oéj+1 ‘ ...‘ozn ])+Ndet([ o ‘ ...‘aj_l ‘a}‘ajH ‘ ...‘an ])
Dowo6d wynika wprost z Twierdzen 4.25 i 4.26.

Whiosek 4.28 (o zwigzku wyznacznika z operacjami elementarnymi typu 2). Niech A = [a;j] € M]'(F).

(1) Jezeli w macierzy A pomnozymy i—ty wiersz przez X\ € F', to wyznacznik det(A) réwniez nalezy
pomnozyc przez X € F.

(2) Jezeli w macierzy A pomnozymy j—tq kolumne przez X € F| to wyznacznik det(A) réwniez nalezy
pomnozyc przez A € F.

Twierdzenie 4.29. Niech A = [a;;] € M2 (F). Oznaczmy B; = [ an ... i |, dlai e {1,...,n}, tak
aby
o)
A= :
B

Jezeli B; = By, dla pewnych i,k € {1,...,n}, i # k, to wéwczas det(A) = 0.

Dowdéd. Mozemy bez straty ogdlnosci zatozyé¢, ze i < k. Dowdd prowadzimy przez indukcje wzgledem n.
Jezelin = 2, to 1 =1 oraz k = 2 i dowodzony wzor wynika wprost ze wzoru na wyznacznik macierzy
stopnia 2. Zatézmy, ze twierdzenie jest prawdziwe dla macierzy stopnia n — 1 > 2. Jezeli ¢ > 1 to teza
wynika wprost z zalozenia indukcyjnego i definicji wyznacznika. Zatézmy wiec, ze ¢ = 1. Mozemy roéwniez
zatozyé, ze k = 2, jezeli bowiem k > 2, to na mocy udowodnionej juz czesci twierdzenia:

[ B ] [ B ] [ B ]
B + By Bo B
B || B || B ||
det Bt B =0, det 2 = 0 oraz det A = 0.
Bry1 Bry1 Bri1
5 wa e
Wobec Twierdzenia 4.26:
[ B ] [ 51 ] [ 61 ] [ B ] [ B ]
B + B B2 B2 Br Br
B || B B B B
det o ||~ det 7, + det 3 + det % + det 3 )
Brt1 Brt1 Brs1 Brt1 Brt1
- [3-77. _ L BTL . L ﬁ.n . L /BI'IL . L [3.77. A
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skad

B ]
B

det(A) = —det 5221

ﬁk-‘rl

L O ]
i tym samym wystarczy rozwazac przypadek ¢ = 1 oraz k = 2. Oznaczmy przez A, ».5; macierz powstaly

z A przez skreslenie dwoch pierwszych wierszy oraz kolumn o wskaznikach s i t. Wowczas:

n

det(A) = Z(—1)1+ja1j det(Ay;)

=1
1+Sa2 det(AlgsJ)) + < Z (_1)Sa25 det(Al,Q;j,s))

s=j+1

= Z(—l)lﬂal 1+Sa15 det(AlgsJ)) + < Z (—1)SCL15 det(ALQ;j,s))

=1 s=j+1
= anazdet(Aygq2) — arnazdet(Ar213) + arraradet(Ar20.4) + ...+ (—1)"a11a1, det(Aq 21.)
ai2a11 det(Ay 2,1 2) + ar2a13 det(A2.1,3) — ar2ar1sdet(Ag 204) + ... + (—1)"a12a1, det(Aq 2.2.,)
+ ayzar; det(Ay013) — arzara det(Ar013) + arzaradet(Ar234) + ... + (—1)"a13a1, det(Ag 2.3.,)

n -1

_ Z(_1)1+ja1

e (e
(-

@ m
Il
—

,_.

n Jj—

s=1

+ (=D "arpain det(Ar2.1.,) — (—1)"ainar12 det(Ay 0.0,) + - .. + @101 -1 det(Ay 20-10) = 0,

co tatwo zauwazy¢ dodajac do siebie kolejne wyrazy pierwszego “wiersza” i pierwszej “kolumny” w
powyzszej tablicy dodawan, nastepnie kolejne (poza pierwszymi) wyrazy drugiego “wiersza’ i drugiej
“kolumny”, nastepnie kolejne (poza pierwszymi i drugimi) wyrazu trzeciego “wiersza” i trzeciej “kolum-
ny” itd. O

Whiosek 4.30. Niech A = [a;j] € M} (F). Oznaczmy:

Q1
aj; = : , dlajed{l,...,n},
anj
tak aby A = [ o | o ] Jezeli a; = oy, dla pewnych i,k € {1,...,n}, i # k, to wéwczas det(A) = 0.

Dowo6d wynika wprost z Twierdzen 4.25 i 4.29.
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Whiosek 4.31 (o zwigzku wyznacznika z operacjami elementarnymi typu 1). Niech A = [a;;] € M]'(F).

B
Oznaczmy 3; = [ il ... Qp ], dlai € {1,...,n}, tak aby A = © | . Wéwcezas
B,
C 5 T
Bi-1
B
Bit1
det(A) = — det :
Br—
Br+1
L ﬁn ]
5T
Bi-1
Bi + B
Bit1
Dowdd. Rozwazmy macierz B = : . Wobec Twierdzenia 4.26 det(B) = 0. Ponadto:
Br—1
Bi + B
Br+1
L G ]
B ] B ] [ B ] [ B ]
ﬁzfl ﬂi*l 6i71 ﬁzfl
Br Br Bi B
Bit1 Bit1 Bit1 Bit1
det B = det(A)+det : +det : +det : = det(A)+det : ,
Br—1 Br—1 Br-1 Br—1
i Br Bi ;
Br+1 Br+1 Br+1 Br+1
L ﬁn . L 6” _ /67L L n

skad otrzymujemy teze. O



36

Whiosek 4.32 (o zwigzku wyznacznika z operacjami elementarnymi typu 1). Niech A = [a;;] € M]'(F).
Oznaczmy:

alj
aj = : , dlajed{l,...,n},
anj
takabyA:[al‘...‘an]. Wowczas
det(A):—det([al‘...‘ai_l‘ak‘aiH‘...‘ak_l‘ai‘akﬂ‘...‘an]).

Dowo6d wynika wprost z Twierdzenia 4.25 i Wniosku 4.31.
Whiosek 4.33 (o zwigzku wyznacznika z operacjami elementarnymi typu 3). Niech A = [a;;] € M]'(F).

Oznaczmy 3; = [ a1 ... Qp ], dlat € {1,...,n}, tak aby
b
A= :
Bn
Niech A\ € F'. Wowczas: ) )
b
Bi
det(A) = det :
Bk + AGi
L O
Dowdd. Wystarczy zauwazyc¢, ze:
[ B [ 51 ] [ 31 ]
Bi Bi Bi
det : = det : + Adet : = det(A).
Br + ABi B Bi
L Bn i L Bn i L ﬂn .

O

Whiosek 4.34 (o zwiagzku wyznacznika z operacjami elementarnymi typu 3). Niech A = [a;;] € M(F).
Oznaczmy:

Q1
aj = : , dlajed{l,... ,n},
Anj
takabyA:[oq‘...‘an]. Wo’wczasdet(A):—det([al‘...‘ai‘...‘ak—i—)\ai‘...‘an]).

Dowdd wynika wprost z Twierdzenia 4.25 i Wniosku 4.33.
Przyktady:
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(3) Twierdzenie 4.23 wraz z Wnioskami 4.28, 4.31, 4.32, 4.33 1 4.34 daja praktyczna metode obliczania
wyznacznikéw: najpierw sprowadzamy dang macierz przez cigg operacji elementarnych do ma-
cierzy tréjkatnej, a nastepnie mnozymy wyrazy na gtéwnej przekatnej. Dla przyktadu obliczymy
wyznacznik macierzy

Mamy kolejno:

det(A)

oo o
|
—_

o O O
OO = O

— =1 W

1 21
1 45
6 1 2
1 3 4
0 0
1 -1
—-13 -5
1 3
0 0
0 0
1 3
-12 —6

11 21
3 1 4 5
A= 7 6 1 2
113 4
Wo — 3’11)1 o
w3 — 7wy o
wy — W1
= (-2
w3 + Wa (=2)
=2
wy + 13ws

oo O

OO o OO O

[N N )

O = OO

1
-1

ke — Ky

oo = O

w o o

w
o

2
—2
—13
1
ks — 2k

0
1
12
1
fey — ko

1
2
)
3
ky — Ky

0
-1
—6
3
ky + ko

=2-1-1-1-30=060

Whniosek 4.35. Niech A = [a;j] € M} (F). Wowczas det(A) # 0 wtedy i tylko wtedy, gdy macierz A jest

elementarnie rownowazna macierzy I,.

Dowo6d wynika wprost z Twierdzenia 4.23 wraz z Wnioskami 4.28, 4.31, 4.32, 4.33 i 4.34.
Podamy teraz trzy wazne rezultaty teoretyczne: uogélnienie drugiej czesci definicji wyznacznika (twier-
dzenie Laplace’a), zwiazek z uktadami réwnan (twierdzenie Cramera) i zwigzek z mnozeniem macierzy
(twierdzenie Cauchy’ego).

Twierdzenie 4.36 (rozwiniecie Laplace’a). Niech A = [a;;] € M (F) i niech A;; oznacza macierz
powstaly z A przez skreslenie i—tego wiersza i j—tej kolumny. Wowczas

det(A)

det(A)

n

= Z(—l)iﬂaij det(A;;), dla dowolnychi € {1,...,n},

J=1

n

= Z(—l)iﬂaij det(A;;), dla dowolnych j € {1,...,n}.

i=1
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Dowdd. Udowodnimy pierwszg czesé twierdzenia, dowod drugiej czesci bedzie wynikal wprost z Twier-
dzenia 4.25. Oznaczmy 3; = [ a1 ... Qp ], dlai e {1,...,n}, tak aby

g
A= .

o

Jedli 7 = 1 to teza twierdzenia wynika wprost z definicji wyznacznika. Zaldézmy, ze ¢ # 1. Niech:

8T
A

A= ﬁifl
ﬂi-‘rl

L B
Wowczas A;; = A oraz, stosujac kolejno 7 — 1 razy Wniosek 4.31, det(A") = (—=1)""" det(A). Stad:

n

det(A) = (—1)""'det(4") = (1) Z(—nlﬂ‘% det(A};) =) (—1)"ay det(Ay).

Jj=1

Twierdzenie 4.37 (wzory Cramera). Rozwazmy uktad réwnan:

1121+ ... + Q1pTy = b1
211 + ...+ QopnTy = bg

aAp1 1+ ...+ Gpnn = by,.

Niech A = [a;;] € M(F) bedzie macierzq wspétczynnikéw lewych stron réwnani ukladu U i oznaczmy
by
przez A; macierz powstale z A przez zastgpienie j—tej kolumny kolumng wyrazéw wolnych
br
Wowczas uktad U ma dokladnie jedno rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy det(A) # 0 i wyraza si¢ ono
wzorams
det(A;) det(Ay) det(A,)
det(A) 72 det(A) det(A)

A

Dowdd. Wobec Wniosku 4.35 wyznacznik det(A) # 0 wtedy i tylko wtedy, gdy macierz A jest elemen-
tarnie réwnowazna macierzy I,,, a to z kolei ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy uktad U ma doktadnie
jedno rozwiazanie. Pozostaje udowodni¢, ze

o det(A;) fa det(As) L 44 det(A,)
Tdet(A) T T det(A) T T T det(A)

= bia
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dla i € {1,...,n}. Wobec wzoréw Laplace’a det(4;) = Y7, (—=1)"7b; det(4;;), dla j € {1,...,n}, a
wobec tego

Z a;; det(A Z Z ai;(—1)7b; det(A i b; (Z 1) a;; det(Ay; )) = ¢; det(A).

7j=1 i=1 j=1

Twierdzenie 4.38 (Cauchy’ego). Niech A, B € M(F). Wowczas det(A - B) = det(A) - det(B).

Dowdd. Niech Ale
¢= {ﬂﬁ] ~

Wobec twierdzenia o wyznaczniku macierzy klatkowej, det(C') = det(A) - det(B). Niech C” oznacza
macierz powstala przez dodanie do (n + j)—tej kolumny macierzy C, dla j € {1,...,n}, kolumne
pierwszg pomnozong przez by;, kolumne drugg pomnozong przez by, ..., kolumne¢ n—ta pomnozong
przez b,;. Wowczas det(C') = det(C") i tatwo spostrzec, ze

A | AB
= [ AL } |
7 drugiej strony
det(C") = (—1)" det(AB) det(—I) = (—1)"*(—=1)" det(AB) = det(AB),
gdyz dla dowolnej liczby catkowitej n? + n jest liczbg parzysta. O



